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CÁLCULO DIFERENCIAL 


CaríruLo 1 
FORMULÁRIO 


1. — Fórmulas da álgebra elementar e da geometria. Para 
a comodidade do leitor, daremos nos $$ 1-4 as seguintes listas 
de fórmulas. Começaremos pela álgebra. 


(1) Equação DO secunDo Grau Az! + Br + C=0. 


SoLução: 
1. — Por fatoração: Fatora-se o primeiro membro e cada fator igualado a 
zero fornece uma raiz. 


2. — Completando o quadrado: Passa-se C para o segundo membro, divi- 
de-se pelo coeficiente de 2), screscenta-se a ambos os membros o quadrado da 
metade do coeficiente de x e extraise a raiz. 


— B+ VB -4AC 


5. -— Pela fórmula x = ZÁ 


Natureza das raizes. O binômio B?—4 AC sob o radical da fór- 
mula chama-se descriminante. As duas raízes são reais e desiguais, 
reais e iguais ou imaginárias, segundo o descriminante seja posi 
tivo, zero ou negativo, respectivamente. 


(2) Locarrrmos 


log ab = log a + logb. loga" = nloga. logl=0. 


log 7 = loga — log b. log 4/5 = loga. loga = 1. 
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(3) FórmuLa DO BINOMIO (sendo n um inteiro positivo) 


n(n—) (n—2) 
[3 


+ m(n>D(n-2...(n—r+2) 


ap? + ep +... 


(d+ =0"narb + dr 


GTA A is 





(4) Nómeros ratoruiIs. n!=|n=1.2.3.4...(n— In. 


Nas fórmulas seguintes, da geometria elementar, » ou R indica 
raio, a, altura, B, área da báse e s, geratriz. 


(5) CírcuLo. Comprimento da circunferência = 2%r. Área 
= ar. 


(6) Seror crrcuLAR. Área Fra, onde a = ângulo cêntrico 
do setor medido em radianos. 


(7) Prisma. Volume = Ba. 

(8) Pirâmime. Volume = + Ba. 

(9) Crunpro crrcuLAR RETO. Volume = qria. Area late 
ral=27ra. Área total = 277 (r + a). 

(10) Cone circuLar RETO. Volume = atra. Área late 
ral= rs. Área total = mr(r + 8). 


(11) Esrera. Volume = gm. Área da superfície = 4 qr? 


(12) Tronco DE CONE CiRCULAR RETO. Volume = 
=ma(Ri+r:+Rr. Área lateral = 78(R + 1). 


2. — Fórmulas da trigonometria. Muitas das seguintes serão 
usadas. 
(1) Mepipa De ÂncuLos. Há duas unidades muito usadas. 
Grau. É a medida de um ângulo que subtende um arco igual 
sa da eircunferênei 
a 360 elrcuni ncia. 
Radiano. É a medida de um ângulo que subtende um arco 
cujo comprimento é igual ao do raio do arco. 
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A relação entre essas unidades é dada pela equação 
180 graus = 7 radianos (w = 3,14159...), 


que, resolvida, fornece 


x é 5 180 
1 grau= 125 =0,0174. -. radiano; 1 radiano=— = 57,29... graus. 


Da definição acima resulta 
arco subtendido 


Número de radianos num ângulo = ão 


Estas relações nos permitem mudar de uma unidade para outra. 


(2) RELAÇÕES 








1 
; Cossec x = E 
a ena 


1 
ctg x = wo sect = 
cos z 
senz 








sen Tr 
tga = pe ctgr = 
sentz + costx= 1; l+tg'z=seciz;1+ctg'z= comeca. 


(3) FóRMULAS DE REDUÇÃO AO PRIMEIRO QUADRANTE. 








-—z —sen 7 cos 7 -tg 2 —etg z sec x |-comsec a 
MP —-z cos q sen z ctg z tg 2 cossec x | sec x 
90º+zx| cosz | —senz | —ctgz | —tg 7 |-comecx | seo q 
180º—z | senz | —cosx | —tg x | —etgz |-sec x] comer 
180º+x | —senz —cos x tg 2 ctgz |-sec z |—-cossecz 
20º-x| -cosz | —senz ctg tg x |-comecz |-sec x 
270º+2 | —cos 7 senz | —ctgz | -tg 7 | comer |-sec 2 
360º-z | —senz coz | -tg x | -etgz | sec 2 |-comeez 





(4) Funções pe (r +y) e (2 — 3) 
sen (x +) = senzcosy + coszseny. 
sen(zr — y) = sena cosy — cos 1 seny. 
cos(z + y) = cosz cosy — sen £ sen y. 
cos (x — y) = cosz cosy + sen x sen y. 

tgz— tey 


tez tHtey o. 
l+Htgztgy 


E Ms ter — 9) = 


ter += 
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(5) Funções pe 27 cfr 


sen 2z = 2senx cosz; cos 2x = cos? — sentz; tg 2x = Digo 
1—tg'z 








mos (RE cm js EE 7 na fios, 
sentz=)-—1cos2z; costr=h-+icos2z. 
(6) 'TEOREMAS DE ADIÇÃO 
senz+seny=2sent(z+y)cost(r-— y), 
senz — seny = 2cos$(zr+y)sent(z — 9). 
cos z + cosy = 2cosk(z + y) cost (z — y). 


cosz — cosy = — 2sen3 (x + y) send (z — 3). 


(7) RELAÇÕES NUM TRIÂNGULO 


Let dos senos RL ARES = —— 
senA  senB senC 





Lei dos cossenos a =bt+c'-2becosA. 
Fórmulas para área: K=ibesenA. 


Za'senBsenC 


do nBro 


K=Vs(g-a)(8—b) (8—c), ondes=i(a+b+o. 


3. Fórmulas da geometria analítica plana. As mais im- 
portantes são as seguintes. 


(1) Distância ENTRE DOIS PONTOS P; (71,41) € Pa (72, 43): 


=Vin— 2) + (a — wo. 
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EA 4 
Tt 


Ponto médio s=(m+z), yv=En+gy). 


Coeficiente angular de P; Ps m= 


(2) ÂnauLo DE DUAS RETAS 


Mom 


feb l+tmm 


Para retas paralelas, m; = ma; para retas perpendiculares 
(mama = — 1) 


(3) Equações DA RETA: 


v-n=m(a— a) 


Normal. | Ema d, 
Por dois pontos. ton Won, 
—m Ly — & 
; z Via 
Segmentária. Ps + 5 Li 


(4) Distância DA RETA ATA By+C=0 a Prilzmn) 


i= Az + Br +C 
Var 


(5) RELAÇÕES ENTRE COORDENADAS RETANGULARES E POLARE 


2 =pcosô, y=psenô, p= ny, 0= areteç. 
(6) Equação DA CIRCUNFERÊNCIA 

Centro (h, k). (c—h+(y—k)=r2 

(7) Equações DA PARÁBOLA 

Vértice na origem. w=2pz, foco (7,0). 

27y foco (0,37). 


Vértice (h, ko). (y—-h=2p(r—h), exoy=k. 
(em: =2p(y-k), eixo z=h 
Eixo, eixo dos yy. y=4A2+C. 
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(8) Equações DE OUTRAS CURVAS 


Elipse com centro na origem e jocos no eixo dos zz (a > b). 
E 
= + mel 

Hipérbole com centro na origem e focos no eixo dos xx. 


E as eh 


a == 1 


Hipérbole equilátera com centro na origem e com os eixos coordenados 
por assíniotas. 
=. 


Veja também o Capítulo XXVI. 


4. Fórmulas da geometria analítica do espaço. Berão 
dadas algumas das mais importantes. 


(1) Distância DE Pi(z1, 71,23) A Pa(ze, gas 20). 
d= Vin) +(fn-y)t+(a- 2)? 
(2) Lanna RETA 


Cossenos diretores: cosa, cos 8, cos 7. 
Parâmetros diretores: a, b, c. 
Então 


a» c 


costa + cos! B + cost y = 1. 


cosa = —=E-=—., 
+ ve+tb+e 
cosB = E 


+ va rtro 
c 


ava ri re 
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Se a reta passa por (71, 41,21) € (Te; tu, 23) 


cosa cosB — cosy 





fa — Ty Wma a-—ê 


(3) DUAS RETAS 
Cossenos diretores: cosa, cosB, cos; cosa”, cosB”, cosYy! 
Parâmetros diretores: a,b,c;a”,b,c! 


Se 8 = ângulo das duas retas, 


cos 8 = cosa cosa! + cos cos + cosy cos Y', 








ara aa + by + ee! . 
Vurirovar prt 
a b [) 
Retas. paralelas. roda 


Retas perpendiculares. aq + bb! + eo! =0. 


(4) EQUAÇÕES DA RETA COM PARÂMETROS DIRETORES, q, b, c, 
PASSANDO POR (%1, 3/1, 21) 


sm 
a 





e 


(6) Prano. Dado o plano Az + By + Ce+D=0, os coefi- 
cientes 4, B, €, são os parâmetros diretores de uma reta perpendi- 
cular ao plano. 

Equação de um plano passando por (21, His me RE a [o 
reta de parâmetros diretores A, B, €. 


Ar) +B(y-m+C(-2) 





(6) Dois PLANOS 
Equações: 

Az+By+C+4+D=O0, 

A'z + B'y+C'2+ D' 





“Parâmetros diretores da reta interseção: 


BC' — CB', CA! — AC", AB' — BA”. 


8 FORMULÁRIO cap. IT 


Se 8 = ângulo entre os planos, então 
AA! + BB' + CC! . 

VASBACVASADIAO 

(7) CoorpENADAS CILÍNDRICAS*. A distância z de um ponto 
P(x,y,2) ao plano XY e as coordenadas po- 
lares (p,6) da sua projeção (x,y,0) sôbre o 
plano XY são chamadas coordenadas ciltn- 
dricas de P. As coordenadas cilíndricas de 
P são indicadas por (p, 8,2). 

Se as coordenadas retangulares de P'são 
£, y, 2, tem-se, pelas definições e pela figura 





cos 8 = 





z=pcos0, y=psenô, z=2; 
pl=2+ 93, O=arctgl. 


(8) CoorpenaDAs EsFÉRICAS*. O raio 
vetor r de um ponto P, o ângulo & entre OP 
eo eixo OZ e o ângulo 8 entre a projeção de 
OP sôbre o plano XY e o eixo OX são as cha- 
madas coordenadas esféricas de P. & dizse 
colatitude e O, longitude. Escreve-se (r, 4, 8) 
para indicar as coordenadas esféricas de P. y, 

Se x, y, 2 são as coordenadas retangulares 
de P, tem-se: 





v=rsenócos0, y=rsenÊseno, z=rcos6; 











P=qtyte, 0 =arotg | 6 = metg - 
5. — Alfabeto grego. 
Lereas Nomes | Lerras Nomes Lerras Nomes 
A a Ala I «+ Tota Pp Rô 
B 8 Beta K « apa Z os Sigma 
r y Gama À A Lambda Tr Tau 
À ô Dela M u Mu Tv Upsilon 
“E e Epsilon | N » Nu Doe FR 
Z & Zeta E E Ci Xx Qui 
H q Eta O o Omicron vy Psi 
O 9 Teta Nr P Q o Omega 


7 Para um estudo das coordenadas cilíndricas e esféricas, consultar Bmith, Cale, Noelloy, 
“New Analytic Geometry, Revised Edition” (Gina and Company), pp. 320322, 





Caríruro II 


VARIÁVEIS, FUNÇÕES E LIMITES 


6. — Variáveis e constantes. Quando numa investigação fi- 
gura uma grandeza à qual se pode dar um número ilimitado de va- 
lores, diz-se que a grandeza é uma variável. Se figura uma grandeza 
com valor fixo, diz-se que ela é uma constante. Uma constante em 
todos os problemas, como 2, 5, 7, ete., diz-se absoluta. 

As variáveis são indicadas usualmente pelas últimas letras do 
alfabeto, as constantes pelas primeiras. 


Assim, na equação da reta 


+>=. 


els 
efa 


x e y são variáveis (coordenadas de um ponto móvel sobre a reta), 
enquanto q e b são constantes e representam, respectivamente, os 
segmentos determinados pela reta sobre os eixos dos xx e dos yy. 
No caso, dizemos que a e b são constantes arbitrárias porque no es- 
tudo da reta podemos fixar valores quaisquer para a e b. 


O valor absoluto de uma constante a será indicado por lal. 
Assim, |-2] = 2= |2!. O símbolo [al lê-se “valor absoluto de a”. 


— Intervalo de uma variável. Muitas vezes nos limitamos 
apenas a uma parte do sistema de números. Podemos, por exemplo, 
fazer a variável tomar apenas os valores compreendidos entre a e 
b, incluindo ou não um ou ambos os números a e b. Empregaremos 
o símbolo [a, b], sendo a menor do que b, para representar todos os 
números compreendidos entre a e b, eles inclusive, a menos que o 
contrário seja estabelecido. O símbolo [a,b] lê-se “intervalo de a 
para b”, ou simplesmente, “intervalo a b”. 
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8. — Variação contínua. Diz-se que uma variável x varia 
continuamente num intervalo [a, b] quando x cresce do valor a para 
o valor b de tal modo a tomar todos os valores compreendidos entre 
a e b na ordem de suas grandezas, ou quando x decresce de x = b 
para x = a tomando sucessivamente todos os valores intermediários. 
Isto pode ser ilustrado geomêtricamente pelo diagrama abaixo. 


Sôbre a reta em que se fixou uma origem O, marquemos os pon- 
tos 4 e B correspondentes respectivamente aos números a eb. Mar- 
quemos também o ponto P cor- = o 5 
respondente a um valor da va- mm Lg SS 
riável x. Evidentemente o in- A Ei E 
tervalor [a, b] é representado pelo segmento AB. Quando x varia 
continuamente no intervalo (a, b], o ponto P descreve o segmento 
AB se x cresce, ou O segmento BA se x decresce. 


9. — Funções. Quando duas variáveis estão relacionadas de 
modo tal que o valor da primeira é conhecido quando se dá o valor 
da segunda diz-se que a primeira variável é uma função da segunda. 


Praticamente em todos os problemas científicos intervém gran- 
dezas e relações desta espécie e na nossa experiência diária conti-' 
nusmente encontramos situações ilustrando a dependência de uma 
grandeza da de outra. Por exemplo o peso que um homem pode 
levantar depende da sua força, a distância que um garoto percorre 
depende do tempo gasto no percurso. A área de um quadrado é 
função do comprimento do lado, o volume de uma esfera é função 
do seu diâmetro. 


10. — Variáveis independentes e dependentes. A segunda 
variável, à qual se podem atribuir valores arbitrariamente escolhidos 
dentre os limites impostos pela natureza particular do problema, 
diz-se variável independente qu argumento. A primeira variável, 
aquela cujo valor é determinado quando se dá o valor da variável 
independente, diz-se variável dependente ou função. ' 


Frequentemente, quando se consideram duas variáveis inter- 
relacionadas, é-nos permitido fixar qual delas é a variável indepen- 
dente; feita a escolha, a troca de variável independente sem outras 
precauções não é permitida. Por exemplo, a área de um quadrado 
é função do lado, e reciprocamente, o lado é função da área. 


s12 IMPOSSIBILIDADE DA DIVISÃO POR ZERO n 


11. — Notação das funções. O símbolo f (x) é usado para 
indicar uma função de x e lê-se “f de 2”. Para indicar diferentes 
funções, muda-se a primeira letra como em F (x), & (x), f(x), ete. 

No curso de um problema, um símbolo funcional indica a mesma 
lei de dependência entre a função e a variável. Nos casos mais sim- 
ples esta lei toma a forma de uma série de operações analíticas sobre 
a variável. Neste caso, o símbolo funcional indicará as mesmas 
operações ou séries de operações aplicadas aos diferentes valores da 
variável. Assim, se 

Im=2-92+14, 
tem-se 
IW)=9—9y +14. 
Tem-se também 


IOFD=0+0"-96+D+I4=b-75+6. 
 HO=0-9.0+14=14, 
ICD=( D-A-D+ 4 =, 
IQ=8-9.3414=—4 


12. — Impossibilidade da divisão por zero. O quociente de 
dois números a é b é um número z tal que a = bz. Desta definição ' 
resulta que a divisão por zero é impossível, pois se b = 0, o pro- 
duto de b por um número qualquer é zero e portanto não existe x, 
seazt0 ex pode ser um número qualquer sea = 0. As operações 


a o 
oo" 
são, pois, impossíveis. 
Deve-se ter cuidado nas divisões. Dividir por zero inadverti- 
damente conduz a absurdos, como o seguinte: 








Suponhamos a=b. 
Então ab=a?. 
Subtraindo bº, ab—-b=a—b. 
Fatorando b(a-b)=(a2+b) (a — db). 
Dividindo por a — b, =a+b. 
Mas, i 

logo b=2b. 

ou seja 1=2. 


O absurdo proveio da divisão por a — b=0. 
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PROBLEMAS 
1. Sendo f(7)=2º—527º- 47+20, mostre que 
IMD=12, 1(0)=0, f0= 2303), 30) =5/(—1). 
2. Sendo J(x) = 4— 22º + atache (0), (1), J(—1),7(2), 
1-2. 
3. Sendo F(8) = sen20 + c0s8, ache F(0), F (km), j (7). 
4. Sendo j(x) = 2º — 51º — 41 + 20 mostre que 
HMe+D=e-2e-n4+12, 
5. Sendo f(y) =y'— 2y + 6, mostre que 
Iy+hD=y"—-29+6+2(y-Dh+h 
6. Sendo f(x) = 2º! + 37, mostre que 
Ie+tm-fid)=3(2+0)h+3ah ph. 
7 Sendo 1 (2) =, mostre que J(z + h)-S(2) =— E. 
8. Sendo q (2) = 4º, mostre que P(z +I)— P(7) = 3 P(2). 
9. Se (x) = a*, mostre que &(y) . d(:) = P(y + 3). 


10. Sendo q(x) = log iTE, mostre que 


ow +ó6-= (LEE), 





HH. Sendo f(x) = sen x, mostre que 
Ix+2h)—j(2)=2cos(z + h)senh. 
Suensrão. Use (6), p 3. 


13. — Gráfico de uma função. Consideremos a função a! e 
ponhamos 


(D v= a 


Esta relação dá um valor de y para cada valor 
dez, isto é, y é definida para todos os valores da va- 
riável independente. O conjunto de todos os pon- 
tos que satisfazem (1), uma parábola (v. figura), é 
chamado o gráfico da função xº. Sex variar con- 
tinuamente ($ 8) dez=aaxz=b,y variará con- [q x 
tinuamente de y=a? a y=b eo pontoP(z,y) descreverá, com 


movimento contínuo a porção do gráfico que vai do ponto (a, a?) à 
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(b,b!). Dizemos, então que “a função 2* é contínua no intervalo 
[0,b]”. Como a e b podem tomar valores quaisquer, então “x? é 
contínua para todo o valor de x”. 


Y 


1 
Consideremos à função ze ponhamos 


fe) s= 5: 


Esta equação dá um valor de y para cada 
valor de x, exceto x = 0 ($ 12). Paraz=0 
a função não é definida. O gráfico, o conjunto 
de todos os pontos que satisfazem (2), é uma 
hipérbole equilátera (v. figura). Se x crescer continuamente num 
intervalo [a, b] que não contenha x = 0, y decrescerá continuamente 





de + a - e o ponto P (x,y) descreverá a porção do gráfico que vai 


do ponto (a 4) a (1, 4). Então, “a função + é contínua para 
todo valor de x, exceto x = 0". 


Estes exemplos ilustram o conceito de continuidade de uma 
função. Uma definição é dada no $ 17. 


14. — Limite de uma variável. A idéia de uma variável 
aproximando-se de um valor limite é dada em geometria elementar 
quando se estabelece a fórmula para a área do círculo. Considera-se 
à área de um polígono regular de n lados inscrito no círculo, e a seguir 
faz-se n crescer indefinidamente. A área variável tende então a um 
limite e éste limite é definido como a área do círculo. Neste caso 
à variável v (a área) cresce constantemente e a diferença a — v onde 
onde à é a área do círculo, decresce tornando-se menor que um nú- 
mero prefixado a partir de um certo valor de n, qualquer que seja O 
número prefixado ainda que muito pequeno. 


Definição. Diz-se que a variável » tende a uma constante l, 
ou que o limite de » é 1, se, dado um número positivo qualquer e, 
ainda que muito pequeno, os valores sucessivos de » se aproximam 
de 1 de modo tal que a diferença » — L seja, em valor absoluto, menor 
do que e. Escreve-se lim v =. Usa-se, também, por comodidade, 
a notação v—, que se lê “» tende a ” (alguns autores usam a no- 
. tação vEb. 
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Exemplo ilustrativo, Sejam os seguintes os valores de »: 


1 


2424 Po 24 Ds, 


1 
2+mo 


tem-se, ôbviamente, lim v = 2, ou v — 2. 


Se marcarmos sobre uma reta, como no $ 8, o ponto L, corres-. 
pondente ao limite !, e a seguir o segmento de centro L e compri- 
mento 2e, então os valores sucessivos tomados por v representam, 
a partir de um certo momento, pontos do segmento. 


15. — Limite de uma função. Nas aplicações, o que usual- 
mente aparece é isto. Temos uma variável v e uma dada função 2 
dev. À variável independente v toma valores tendendo a 1 e temos 
que examinar os valores da variável dependente z, em particular, 
determinar se z tende a um limite. Se existe uma constante a tal 
que lim z = a, então se escreve 


limz=a, 
E] 


que se lê “limite de z, quando » tende a |, é igual a a”. 


16. — Teoremas sobre limites. No cálculo do limite de uma 
função, podem-se aplicar os seguintes teoremas, cujas demonstrações 
serão dadas no $ 20. 


Suponhamos que 4, v e w são funções de uma variável x e que 


lim u=4, lime=B, limu=o0. 


a E a 
Tem-se, então: 
(1) lim(u+o—-w=4+B-€. 
2 
(2) lim (uu) = ABC. 
a 
im dA ” 
(3) lim = se B não é zero. 


Em palavras: O limite de uma soma algébrica, de um produto, 
ou de um quociente é igual, respectivamente, à soma algébrica, pro- 
duto ou quociente dos respectivos limites, feita a ressalva, no último 
caso, de ser não nulo o denominador. 
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Se e é uma constante e B não é zero, então, do que ficou dito 
acima, resulta: 


(9 lim(u+t)=4+e limes=c4, lim 
a de, 


Consideremos alguns exemplos: 
1. Provar que lim (22 +42) = 12. 
2 
soLução. A dada função é à soma de 1º e 42; primeiro achamos, então, 
os limites destas funções. Por (2), 


limz2=4 pois nt=22 


=—a 
Por (4), lim4z=4limz=8. 
2 =—2 


Logo; por (1), a resposta é 4 + 8 = 12. 


PR À 5 

2, Prove que lim pre ge 

Sozução. Considerando o numerador, lim (22 — 9) = — 5, por (2) e (4). 
—2 


Para o denominador, lim Je +2) +4. Logo, por (3), obtém-se o resultado. 
pe 


17. — Funções contínuas e descontínuas. No Exemplo 1 
do $ precedente, onde se mostrou que 


Jim (x? + 42) = 12, 
2 


observamos que a resposta é o valor da função para x = 2, isto é, 
o limite da função quando x tende a 2 é igual ao valor da função 
para «= 2. Diz-se que a função é contínua para v= 2. A defi- 
nição geral é a seguinte. 

Derinição. Uma função f(x) diz-se continua para v=a se O 
limite da função quando z tende a a é igual ao valor da função para 
z=a Em símbolos, se 


lim (x) = (a), 


então j (x) é contínua para x = a. 

A função diz-se descontínua para z = q se esta condição não é 
satisfeita 

Pede-se a atenção para o seguinte, 
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A definição de função contínua num ponto q supõe que a função 
está definida para x = a. Se isto não se dá, é possível, contudo, 
em alguns casos, atribuir um valor à função no ponto a tal que ela 
resulte contínua nesse ponto. O teorema seguinte diz respeito a 
isto, 


Teorema. Sej(z) não é definida para x = a e se 
limj(x) =, 
me 
então J (x) será continua para x = a se o valor B for atribuído a f(x) 


para 1 =a. 
Assim, à função 


q —4 
s—2 


não é definida para z = 2 (pois não é possível a divisão por zero) 
Mas para todo outro valor de x, 





z-—4 
a make. 
ora, lim (x + 2) = 4; 
— 
PRE bica 
logo dna = 


Embora a função não seja definida para «=2, se lhe atribuirmos 
o valor 4 para x = 2, ela tornar-se-á contínua para este valor. 


Uma Junção f (x) diz-se continua num intervalo quando é contínua 
para todos os valores de x deste intervalo.* 

Freqientemente devemos calcular o limite de uma função de 
uma variável v quando » tende a um valor a de um intervalo em que 
a função é contínua. O limite é o valor da função para v = q. 


18. — Infinito (o). Se v é uma variável tal que, dado um 
número qualquer, existe um valor de v maior que o número dado, 
dizemos que » tende a + o, Se existe um valor de v menor que o 

* Note livro consideraremos apenas Bs funções que são contínuas em geral, isto é, contínuas 
para todos os valores de z, com a possível exceção de certos valores isolados, ficando, pois, enten- 


cido quo os nossos resultados são válidos em geral para os valores de 2 nos quais s função em 
estudo é contínua. 


s18 INFINITO 17 


número dado, dizemos que » tende a — ». Dizemos que v tende ao 
infinito quando lv] tendea+. A notação usada para os três casos é 


limy= +90, lmv=— se, limv= o, 


Néstes casos, v não tende a um limite como foi definido no $ 14. 
A notação lim» = o, ouv— o lê-se “v tende ao infinito”. * 





Tem-se, por exemplo 


- 1 
lim —=o, 
= € 


ou seja + tende ao infinito quando x tende a zero.** 
Do $ 17 resulta que se 


lim f(x) = 
0 





então J (x) é descontínua para x = a. 
Uma função pode tender a um limite quando a variável inde- 
pendente tende so infinito. Por exemplo, 


lim dis 0. 
o 


Se a função j (x) tende a um limite 4 quando x —» «, usaremos 
a notação do $ 17 e escreveremos 


lim j()=4. 


Alguns limites especiais ocorrem frequentemente. São os dados 
abaixo. A constante c não é zero. : 


Limites Formas abreviadas (de muito uso) 
oe c 
E) tim, ps ps 0. ce 
(2) lim w= o, co=o, 
e 
(3) lim E = o, Cao 
mo € c 


* Semelhantemento, n—» + « lê-se “p tende a mais Infinito”, »— — = lg-ne “p tende a menos 
infinito". 

Esta nomenclatura é cômoda; contudo, o loitor não deve esquecer que o iniinito não é, abso- 
utamente, um número, 

*4 Dizemos que lim / (2) = <>, se dado um número k qualquer, pode-se determinar um ná- 





2-6 
mero positivo 8 tal que |f(x)] > k para todo z do intervalo (a — 3, a + 3) (N.T). 
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(4 lim É 


c 
T=o. 
= v bed 





Estes limites especiais são úteis para achar o limife do quociente 
de dois polinômios quando a variável tende ao infinito. O exemplo 
seguinte ilustrara o método. 

22% -32+4 2 


Exemplo ilustrativo, Prove que lim SESSEAS So 


SoLução. Dividamos o numerador e denominador por 23, a mais alta 
potência de x. Temos: 


3 4 
im 223244 gp DEtzo, 
me S2- 2-7 qo 5 1 
S-Lo-r 
ca 


O limite de cada termo do numerador ou denominador contendo « é zero, por 
(4). Logo, por (1) e (3) do $ 18, obtemos a resposta. Em todo caso seme- 
Jhante, o primeiro passo é, portanto, o seguinte. 


Dividir o numerador e denominador pela mais alta potência da variável, quer 
ela Jigure no numerador ou no denominador. 


Se u e » são funções de x, se 
limu=4, limo=0, 
e sa 

e se 4 não é zero, então 


: “ 
lim — = o, 
2 v 


Á 
Com a convenção O vê-se que (3), 8 16, vale para todo 
B quando À não é zero. Confronte também os $$ 18 e 20. 


Prove cada uma das igualdades abaixo. 





Lo dim ÉD2El 2 
; me 32 +57 5 
&-s 
im 5-2? da CgReo 
DEMONSTRAÇÃO. im 3rEsa o dm 5 à 


ç+5 


[Dividindo o numerador e denominador por 22] - 
O limite de cada termo do numerador e denominador contendo 2 é zero, 
por (4). Logo, por (1) e (3), 8 16, obtemos a resposta. 





$ 18 INFINITO 19 








dica; SEE 
2 22+3 
é tim EEB a 
"o Br2ro6 
CC BhAIMER 2 
+ im aarsM 2 
 Bh+2rhi path Ê 4-3 
1 sino, so a 
& lim sm gepo O " bmsaraspo? 


é lim (22 +3kf — 4 kz 


lim aee Tl 





o lim Mr + ota (qo 
sa br bai. bn dy 


o f-d 
13 Rus s— a 


etipom 
Th 





= 20º, 


14. lim = num, (n — inteiro positivo) 


0 
. gttr—6 5 
15. Jim DA 4 
16. lim Meth- vz va 
“ao h 2vz 

Deuonsraação. A substituição h = O não dé o limite, pois que condus à 
forma indeterminada 9 ($ 12). Deve-se, pois, transformar à expressão de modo 
conveniente, precisamente, racionalizar 6 numerador. como se fez abaixo. 








VEFh- VE vEth+ vs z+h-z 1 . 

e vata+vz o a(vzthsvo) vEthsva 
Logo lim He pm d, =. 
— »o VIFh+vz 2vz 


17. Sendo f(x) = x?, mostre que | 
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:8. Sendo f(x) = ax? + bz + e, mostre que 


im Et 4 


tim dm ar +b 


1 
19, Sendo f(x) = EE mostre que 


Jetm-so 1 


lim > 
450 h a 


Ie+h- it), 
h 


2% Se i(4) =, uche lim 
h50 


19, -- Infinitésimo. Uma variável » que tende a zero diz-se 
um enfinitésimo, ou um infinitamente pequeno. Escreve-se ($ 14) 


limv=0 ou 150, 


e significa que os valores sucessivos de v se aproximam de zero de 
modo tal que a partir de dado momento o valor absoluto de » tor- 
nasc o nermanece menor do que um número qualquer prefixado 
aiuda due muito pequeno. 

So im v =! então lim (» — 1) = 0, isto é, a diferença entre a va- 
riável e o seu limite é um infinitésimo. Reciprocamente, se a dife- 
rença eme uma variável e uma constante é um infinitésimo, então a 
rariável sende à constante. 


29. -- Teoremas relativos aos infinitésimos e limites. Nas 
ider-ções a seguir, stipõe-se que todas as variáveis sejam funções 
ima mesma variável independente e que tendem aos respectivos 
fimsios, quando esta variável tende a um valor fixo a. A constante 
é é my número positivo prefixado, tão pequeno quanto se queira, 
mas Jão gero, 






Nemonstraremos primeiro quatro teoremas sobre infinitésimos. 
Uma soma algébrica de n infinittsimos é um infinitésimo, sendo 

n wi número fixo. 
Realmente, o valor absoluto da soma fica e permanece menor 
do qu» e quando o valor absoluto de cada infinitésimo fica e per- 


e 
« menor do que — . 
n 
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II. O produto de uma constante c por um infinitêsimo é um infi- 
nitésimo. 

Realmente, o valor absoluto do produto ficará 
menor que €, quando o valor absoluto do infinit 


U permnteeri 





mo fôr renor 


€ 
que Tel 


HE. O produto de n infinitósimos é um infinitósimo, scado num 
número fixo. 

Realmente, o valor absoluto do produto ficará c permanecerá 
menor que €, quando o valor absoluto de exda infinitésimo fdr « 
manecer menor que a raiz n-egésima de e. 








IV. Setimu=lel é diferente de zero, então o quociente de um 
infinitésimo à por v é também um infinitésimo. 

De fato, podemos escolher um número positivo e, menor que 
Ji, tal que |v| se torne e permaneça maior que c e tal que lil se 
torne e permaneça menor que ce. Jntão o valor absoluto do quo- 
ciente se tornará c permanecerá menor que e. 


DemonsTRAÇÕES DOS TEOREMAS DO S 16. Seja 








(69) u-A=iv-B=j;, w-—C 


a A 


Então 1, j, k são funções de x e cauda uma delas tende a zero quando 
2> a, isto é, elas são infinitésimos ($ 19). Das equações (1) obtemos 


(2 uto-w-(AFB-O=itj-k. 


O segundo membro é um infinitésimo pelo teorema J cin, suzo, 
pelo 8 19, 


(3) lim(u+o-w=A+B-€. 
= 
De (1) deduzimos u = 4 +, »=B +j. Multiplicando e niuciándo 
AB de membro, obtemos 
(4 uv — AB= Aj+4Bi+t ij 


Pelos teoremas I-III acima, o segundo membro é um infinisésirmo; 
logo 


(5) lim uv = AB. 


2a 
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A demonstração se estende facilmente ao produto ut. 
Finalmente, podemos escrever 
O LA Ati A Bild 
v B B+j B BBYJ' 
(0) numerador Bi — Aj é um infinitésimo, pelos teoremas I e II. 
Por (3) e (4), lim B(B + 7) = Bº; logo, pelo teorema IV, o segundo 
membro de (6) é um infinitésimo, e portanto 


ER q.) 
D im i- 


Consegiientemente as afirmações do $ 16 estão demonstradas. 


CaríruLo II 


DERIVAÇÃO 


21. — Introdução. Vamos agora investigar o modo como uma 
função muda de valor quando a variável independente varia. O 
problema fundamental do Cálculo Diferencial é estabelecer uma me- 
dida para a variação da função com precisão matemática. Foi 
investigando problemas desta natureza, lidando com grandezas que 
variam com continuidade, que Newton* foi conduzido à descoberta 
dos princípios fundamentais do Cálculo, o mais científico e poderoso 
instrumento do técnico moderno. 


22, — Acréscimos. Acréscimo de uma variável que muda de 
um valor numérico para outro é a diferença entre este segundo valor 
e o primeiro. Um acréscimo de x é indicado pelo símbolo Az, que 
se 18 “delta 2”. Observe o leitor que o símbolo Az não representa 
um produto e portanto não é “delta vezes 2”. 

Um acréscimo pode, evidentemente, ser positivo ou negativo”; 

| é positivo se a variável cresce, negativo se decresce. Semelhante- 
mente, 
Ay indica um acréscimo de y, 
Ap indica um acréscimo de à, 
A$ (x) indica um acréscimo de j (x), etc. 


Se em y =Jj(z) à variável independente x toma um acréscimo 
Az, então Ay indicará o correspondente acréscimo da função J(z) 
(ou da variável dependente 3). 

OQ seréscimo Ay é, pois, a diferença entre o valor que a função 
toma em x + Az e o valor da função em x. Por exemplo, consi- 


* Inaao Newton (1642-1727) nasoeu na Inglaterra. Foi um homem de extraordinário talento. 
Desenvolveu a ciência do cálculo sob o nome de Fluxions. Embors tenhs descoberto e feito uso 
ds novs siência por volta de 1870, eu primeiro trabalbo sobre o aamnto foi publicado em 1687, 
com o título de “Phijosophiso Naturalis Principia Mathematica”. Este foi o principal trabalho 
de Newton. Déls disse Lapinos: “será sempre uma obra proeminente entre todas As que produ- 
mt o engenho humano”. V. frontespício. 

+ Alguns autores chamam um acréscimo negativo de um decréscimo. 
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deremos a função 


y= 2. + 


Tomemos z = 10 para valor inicial de x, portanto y = 100 para 
valor inicial de y. 


Supondo que z cresça para x = 12, isto é, Az = 2, 


então y cresce para y = 144, e Ay = 44, 
Supondo que x decresça para x = 9, isto é, Az =-— 1, 
então y decresce para y = 81, e Ay = — 19, 


Nêste exemplo, 3 cresce quando x cresce e y decresce quando x 
decresce. Os correspondentes valores de Az e Ay tem o mesmo 
sinal. Pode acontecer também que y decresça quando x cresce, 
ou o contrário; em ambos os casos Az e Ay terão sinais contrários. 


25. — Comparação de acréscimos. Consideremos a função 
(1) y=2, 


Tomemos um valor inicial para « e demos a este valor um acrés- 
cimo Az. Então y receberá um acréscimo correspondente Ay, e 
temos 

v+ Ay= (2 + Ar), 
ou vtdAgy=2" +22. Ar+ (A. 
Subtraindo (1), y =2 


(2) dy = 2%. Ar + (Az 





obtemos o acréscimo Ay em termos de x e Az. 
Para achar a razão entre os acréscimos, dividamos ambos os 
membros de (2) por Az; temos 
Ay 


AT 22 + dz 


Se o valor inicial de x é 4, é evidente ($ 16) que 


. A 
lim 2-8. 
Ao 
Observemos o comportamento da razão entre os acréscimos de 
« e y quando o acréscimo de z decresce. 
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Valor ini- | Novo va- | Acréscimo | Valor ini- | Novo va- | Acréscimo 
cial de x | lor de x Az ii lor de y v] 





4 50 10 25, 9, 

4 48 08 23,04 7,04 
4 4,6 06 2116 5,16 

4 44 04 19,36 326 
4 42 0,2 17,64 1,64 
4 41 oi 16,81 0,81 
4 4,01 001 16,0801 0,0801 























Vê-se logo que Ay decresce quando Az decresce e que a razão 


4; ã 
= toma os valores sucessivos 9; 8,8; 8,6; 8,4; 8,2; 8,1; 8,01, mos- 


4; E 5 
trando que e se aproxima de 8 tanto quanto se queira quando 


se toma Az suficientemente pequeno. Logo 


Ay 
lim —=8. 
250 dz 


24. — Derivada de uma função de uma variável. A defi- 
nição de derivada, fundamental no Cáleulo Diferenciul, é a seguinte. 


Derivada de uma função é o limite da razão do acréscimo da função 
para o acréscimo da variável independente, quando este último tende 
a zero. 


Quando existe O limite mencionado, diz-se que a função é deri- 
vável ou que possui uma derivada, 


Derivada de uma função 


1) v= 0 
é, pois, O seguinte. 


Supondo que x tenha um valor fixo, dá-se a 7 um acréscimo Az; 
então a função y recebe um acréscimo Ay, e se tem 


2) v+ Ay=j(2+ da), 
ou seja, tendo (1) presente, 


3 dy = f(2+ 40) — j(a). 
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Dividindo ambos os membros pelo acréscimo da variável, Az, 
tem-so 
(4) dy Ja+ As) ja) 
Az dz ? 
que é a razão entre os acréscimos Ay e Àz. O limite desta razão 
quando Az — O é, por definição, a derivada de $ (x), ou, por (1), de 


%, e se indica pelo símbolo de - Portanto 


ui da im, ft am 16) 


define a derivada de y (ou f(x) ) em relação a x. 
De (4) obtemos também 
dy Ay 


de Aim A 


Semelhantemente, se u é uma função de t, então 


du du . 
ET Nine ri derivada de u em relação a é. 


O processo para se achar a derivada de uma função chama-se 
derivação ou diferenciação. 


25. — Símbolos para as derivadas. Como Ay e Àz são níá- 
meros, a razão 
Ay 
Ag 
é o quociente de Ay por Az. O símbolo 
dy 
E 
” E e E Ay 
contudo, não representa um quociente; ele é o valor do limite de e 


quando 4x tende a zero. Em muitos casos o símbolo se comporta 
como se fosse um quociente e a razão disto será vista mais tarde; 


dy E 
tenha-se presente, porém, que, por ora, Ea não é um quociente e 


deve ser tomado como um todo. 


« 
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Como a derivada de uma função de x é também uma função 
de x, o símbolo f'(x) é também usado para indicar a derivada de 


J(x). Logo, se 
v=I(2), 
podemos escrever 
di 
el (a) 
que se lê “derivada de y em relação a x igual a f linha de 7”. O 
símbolo 
a 
dz 


“considerado como um todo, chama-se operador de derivação e indica 
que uma função escrita à sua direita deve ser derivada em relação 
az. Assim, 


dy ou + y indica a derivada de y em relação a 7; 
f(x) indica a derivada de f(x) em relação a x; 


(2x? + 5) indica a derivada de 22º + 5 em relação a 2. 


Ela Bla 8! 


y é uma forma abreviada para da . 


O símbolo D é usado por alguns autores no invés de = Por- 


tanto, se 
v=i(2). 


podemos escrever 
v-E-dv-EIm=DIm=I(d. 


Deve-se observar que quando se faz 4x tender a zero, é Az, 
e não z, a variável. O valor de x foi fixado de início. Para pôr 
em destaque o valor de x fixado de início — digamos z = xo, es- 
creve-se 


cm ÍMtAD-Ieo, 
Finep re 


stresse 
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26. — Funções deriváveis. Da teoria dos limites resulta que se 
a derivada de uma função existe e é finita para um certo valor da 
variável independente, então » função é contínua para esse valor 
da variável. A recíproca, contudo, não é sempre verdadeira, pois 
existem funções que são contínuas para um certo valor da variável 
e no entanto não são deriváveis. para esse valor. Tais funções, con- 
tudo, não aparecem muito na matemática aplicada e neste livro 
serão consideradas somente as funções que possuem derivadas para 
todos os valores da variável independente salvo, eventualmente, valores 
isolados da variável. 


27. — Regra geral de derivação. Ds definição de derivada, 
vê-se que o processo para a derivação de uma função y = f (x) con- 
siste em tomar os seguintes quairo passos distintos. 


Recra GERAL DE DERIVAÇÃO* 


Primeiro Passo. Substitui-se x por x + Az e calcula-se o novo 
valor da função, y + Ay. 


SEcunDO Passo. Subtrai-se o dado valor da função do novo valor, 
achando-se, assim, Ay (o acréscimo da junção). 


Tercemro Passo. Divide-se Ay (acréscimo da função) por Az 
(acréscimo da varidvel independente). 

Quarto Passo. Acha-se o limite do quociente quando Ax (acrés- 
eimo da variável independente) tende a zero. Este limite é a derivada. 

O leitor familiarizar-se-á com esta regra aplicando-a a um grande 


número de exemplos. Vamos aplicá-la agora a três, com todos os 
detalhes. 


Observe-se que os teoremas do 8 16 são usados no Quarto Passo, 
tendo-se fixado o valor de £. 


Exemplo ilustrativo 1. Derivar 32 + 5. 
SoLução. Aplicando os sucessivos passos da Regra Geral, obtemos, depois 
de pôr 
v=32+5, . 
Primeiro passo. v+HAv=3(r+HAD SS 
. =32 +62. 5243. (A +5 


* Também chamada a regra dos quatro passos, 
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Segundo passo. y +Ay=32+67-Az+3HA+S5 
E) =34 +5 
dy = 6z- Az + Idi 





Terceiro passo. Ay gr 13.d7 
Az 


Quarto passo. Façamos, no segundo membro, Az—0. Vem, por (A), 


dr 


= 62 Resp. 


Portanto y' = Lars =6a. 

dz 
Exemplo ilustrativo 2, Derivar 2º — 22 +7. 
SoLução. Ponhamos y = 213 -27+7. 


Primeiro passo. y+Ay=(z+A)-2z+A)+T 
=8 +32. Aztãr (Ant (Agi-22-2.Az+T, 


Segundo passo. ytAy=?+32- Az+3r (AP HAG-Z7-2.AZ+T 


Y = =2a + 
dy m 327-A2+3 AboHAs) —2:4r 


Terceiro peso. ÀU ga pão Ar Aldo 


Quarto passo. Façamos, no segundo membro, 4z-+0. Vem, por (A), 


dy 


dz 


=3% — 2. Resp. 
a 
Portanto VE -22+)=32—2 


Exemplo ilustrativo 3. Derivar 5 - 


E 


Sozução. Ponhamos y = > - 


E 
dada a c 
Primeiro passo. y + Ay = Gras 
e 
Segundo passo. y + Ay = je + 
paca 
E Ceu 
Ay e - £ Te Ax2s+ Ar 


Ce rár AO deram 
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Terceiro passo. Ap | 22 Hds | 
Az CCR(+ da 


Quarto passo. Façamos no segundo membro, 420. Vem, por (A). 
dy nES RES ze x --2e 
à "TC Ra Resp. (v- ar E(s ) 


PROBLEMAS 


Use a Regra Geral para derivar as funções abaixo. 
Resp. Resp. 


1 d; 2 
1. y=2-32. v=-—3. In y=7Da Ed crus 
2 yematd. y=m 
3 y=er VEsd, gpa ço: dp Drs 
; k 0+> 40" 0+2) 
4.s=2t—E. s'=2-21. 
AtL+B ds  AD-BC 











=cat !=3cx?. gm mins SE ET 
5 y=ca. y'=3exº. 14.8 GD a * (CF DX) 
6 y=32-2. y=3-32, 
2+1 dy 1 
Te u=40"420, u'=80+60. 15. y Ze 2e- : 
8. y=a", y'=44. 
.2 do 2 EE dy 2% 
“e FrT "Tor eloa de” (ara 
“3 dy 67 ..s dy =? . 
yo do ar voar de RH 
2t+t4 do 4 . 2 dy 8x 
Ms og Miva wo aa 
19 y=32—-47—5. 26. s=(a + bi). 
20. s=atlthite. a “ x 
2 u=29—3p!. Nara 
22. p=at+br+e+d. ' a+ br! 
8 y="—. 
23. p=(a- bd x 
2. v=(20—-)(1—-29). E] 


22. y=—"—.. 
25. v=(Az+B)(Cr+D) “E a+ta 
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28. — Interpretação geométrica da derivada. Nas aplica- 
ções do Cálculo Diferencial à Geometria é fundamental o teorema que 
damos abaixo. Para estabelecê-lo, é mis- 
ter, primeiro, recordar a definição de reta 
tangente a ums curva num ponto P da 
curva. Por P e por um outro ponto Q 
da curva (V. figura) tracemos uma reta 
PQ. Fazendo Q tender a P, movendo-se 
sobre a curva, a reta PQ girará em torno 
de P e a sua posição limite é a tangente em P. 





Seja 
1) v=I(a) 
a equação da curva AB. (V. figura). 


Derivemos (1) pela Regra Geral e interpretemos cada passo geomd- 
tricamente pela figura. Escolhamos um ponto P (x, y) sobre a curva 
e um segundo ponto Q(x + Az, y + Ay) próximo a P, também 
sobre & curva. 


Primeiro Passo. v+ Ay=j(z+ da) = NQ 
SxgunDo PASSO. v+Ay=I(2+ Az) = NQ 
y =S(2) =MP=NR 


Ay =f(r+ A) -j(a) =RQ 


TMN PR 
=tg âng. RPQ = tg é 


= coeficiente angular da reta PQ, 


TERCEIRO PAsSso. 





Ay Ia+bAo)-I(a)  RQ RQ 
dz Az 


Vemos, pois, que a razão entre os acréscimos Ay é Az é igual ao coe- 
ficiente angular da reta que passa por P (x,y) e Q(r + Az, y + Ay), 
situados sobre o gráfico de j (x). 


Examinemos o significado geométrico do Quarto Passo. O 
valor de z está fixado, logo P é um ponto fixo sobre a curva. Quando 
Az varia tendendo a zero, o ponto Q também varia. Varia sobre 
a curva e tende a P. Consegientemente, a reta PQ varia, rodando 
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em tôrno de P e aproximando-se cada vez mais da tangente à curva 
no ponto P, com a qual, por fim, coincide. Na figura, 


& = inclinação da reta PQ 
7 = inclinação da reta tangente PT; 


logo, lim & =. Supondo que tg é seja uma função contínua 
(v. 8 70), temos pois, 


dy 
Quarto Passo. de 





m tgó =tgr, 





“(a) = 
Bo 
= coeficiente angular da reta tangente em P. 
Obtivemos, assim, o importante 


Trorema. O valor da derivada na abscissa de um ponto de uma 
curva é igual ao coeficiente angular da tangente à curva nesse ponto. 

Foi este problema da tangente que conduziu Leibnitz* à desco- 
berta do Cálculo Diferencial. 


Exemplo ilustrativo, Achar os coeficientes angulares das tangentes à pará- 
bola y = 2? no vértice e no ponto onde x = 4. 


SoLução. Derivando pela Regra Geral ($ 27), obtemos 


(2) de = 2x = coeficiente angular da tangente à curva num ponto 
(2,4) qualquer. 
Para achar o coeficiente angular da tangente no vértice, 
fuz-se 2 = 0, o que dá 
dy 
dz 





Consegilentemente, a tangente no vértice tem o cocfi- 
ciente angular igual à zero, isto é, é paralela ao eixo dos z7 
e, néste caso, coincide com ele. 





Para achar O coeficiente angular da tangente no ponto 
o K p, onde 2=3, substituamos em (2), 2 pelo valor 3; virá 


dy 
dz 





1, 


isto 6, à tangente no ponto P faz um ángulo de 45º com o eixo dos xx. 


* Gotitriod Wilhedm Leibnitz (1646-1716) nasceu em Leipeig. Contribuiu notâvelmente 
para o desenvolvimento de diversos remos do saber. Suns descobertas no Cálculo foram publica- 
das pela revista Acta Eruditorum, de Leipzig, em 1684. Sabe-se, contudo, que as época já existiam 
manuscritos sobre os “Fluxione” de Newton é alguns achem que deles Leibnitz tirara 88 novos 
idéias, Considera-se atualmente, 20 quo parece, que Newton e Leibnitz inventaram o Cáleulo 
independentemento um do outro, 
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PROBLEMAS 


Achar por derivação o coeficiente angular e a inclinação da tan- 
gente a cada uma das curvas abaixo, no ponto indicado. Verificar 
o resultado traçando a curva e a tangente. 


1. y=7"—2,ondez=1. Resp.: 2; 63º 26º. 


2 v= Las, onde x = 3. 





ss y= onde x =2. 


s-1" 
4 y=3+30-2,ondez= —1. 
5. y=2— 32º, onde z=1, 


6. Ache o ponto sobre a curva y = 5x — x? onde a inclinação 


da tangente é 45º, Resp: (2,6). 
7. Ache os pontos sobre a curva y = x! + x onde a tangente 
é paralela à reta y = 42, Resp: (1,2), (—1, —2). 


Em cada um dos três problemas seguintes achar (a) os pontos 
de interseção do dado par de curvas; (b) o coeficiente angular e a 
inclinação da tangente a cada curva; (c) o ângulo entre as tangentes 
em cada ponto de interseção (v. (2), p. 3). 


8 y=1—22 Resp.: Ângulo de interseção 
g=2-—1. =arctg = 538 

9%» g=a?, 10. y=2-—32, 
2-y+2=0. 22+y=0. 


11. Ache o ângulo de interseção entre as curvas 9y = 2º e 
y=6+8z-—z' no ponto (3,3). Resp.: 21º 27'. 


CaríruLo IV 


REGRAS DE DERIVAÇÃO 


29, — Importância da regra geral. A Regra Geral de deri- 
vação, dada no último capítulo ($ 27), é fundamental. É muito im- 
portante que o leitor esteja bem familiarizado com ela. Contudo, a 
sua aplicação é em geral, monótona ou difícil; daí, o fato de se deduzir 
regras particulares de derivação, aplicáveis a dados tipos de funções, 
de uso fregiente no Cálculo. 

É conveniente exprimir estas regras particulares por meio de 
fórmulas, o que faremos, dando a seguir uma primeira lista delas. 
O leitor deve não somente decorar cada uma das fórmulas, como 
também ser capaz de estabelecer a correspondente regra em palavras. 


Fónmuzas DE DERIVAÇÃO* 





I É o E 

os a 

II Euto-y-Trd de 
IV É (o) da 





d to 
v mlt= ut 


q do 
1 =. 
NE de (em) = nr dz 


* Nestas fórmulas, u, » e w a£o funções deriváveis de =. 
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Via A (o = nam, 
de 


pda ção 
vir. 2(:) ode Cide 
de Nov v 


du 
; a(s)-&. 
Vila de No) E 


m Ut d ata 
VI ED d sendo y uma função de s. 
IX dy J sendo y uma função de x 
da y g . 
dy 


30. Derivação de uma constante. Uma função que toma 
o mesmo valor para cada valor da variável independente é constante 
e podemos indicá-la por 
y=c 


A função não muda de valor quando se dá a z um acréscimo 
Az, isto é, Ay = 0, qualquer que seja Az; logo, 


rea 
ou seja 
o dy dy 
lim De do =0. 
de 
1 eo 


A derivada de uma constante é zero. 


O resultado era fácil de imaginar, pois a equação y = € repre- 
senta uma reta paralela a OX e, portanto, de coeficiente angular 
igual a zero. Ora, o coeficiente angular é o valor da derivada 
(S 28); logo, esta é nula. 


31. — Derivação de uma variável em relação a si própria. 


Seja v=z, 
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Seguindo a Regra Geral ($ 27), temos 


Primeiro Passo. vt Ay=2+ àr. 


SecunDo Passo. Ay = Az. 
TERCEIRO Passo. a =1. 
Quarto Passo. E =. 
I cE-. 


A derivada de uma variável em relação a si própria é um. 
Este resultado podia ser previsto facilmente, pois o coeficiente 


angular da reta y = x é um. 


32. — Derivação de uma soma. 
Seja y=utv—u. 
Pela Regra Geral, 


Primermo Passo. y+ Ag=u+ Autos do—w— du 


Seuunpo Passo. Ay = Au + Av- Au, 
“PerceIRO Passo. du = Bari foro dt 
dr dec dd 
Ora (8 29, 
Du du dv dy du 
tim tim lim 








seo De dr” amo hr de” amo dz 


Logo, por (1), $ 16. 


dy du ds de 
; p. EM SOM q er 
Quarto Passo. + dE E 
d du, du do 





' io pn DE 
1 (toc Tg dr 


A demonstração para a soma algébrica de um número finito 


qualquer de funções é análoga. 


A derivada da soma algébrica de n funções é igual à soma algé- 


drica das derivadas das parcelas, sendo n um inteiro positivo jixo, 


$34 DERIVAÇÃO DO PRODUTO DE DUAS FUNÇÕES 37 


33. — Derivada do produto de uma constante por uma 
função. 


Seja u=e. 
Pela Regra Geral, 


Primemo Passo. y+tAy=e(v+ Av)=e-+cAr. 


Secunpo Passo. Ay = chv. 
as A 
TERCEIRO PAsso. = = cx Ê 


Logo, por (4), S 16, 


dy do 
p se. 
Quarto Passo. e Ce 
cd — d 
IV CRE (e) =o edi 


A derivada do produto de uma constante por uma função é igual 
ao produto da constante pela derivada da função. 


34. — Derivação do produto de duas funções. 
Seja “= ur. 

Pela Regra Geral, 

Primemo Passo. y+ Av =(u+ Au)(p+ A). 
Feita a multiplicação, tem-se 


v+ dy = uv + ul +ovdu+ Audo. 


SEGUNDO Passo. Ay = uv + vAu + dudr. 
dy dv, Au dv. 
Tercemo Passo. redadico! +r re + Au Az 


Aplicando (2) e (4), & 16, notando que im Au = 0, e que, por- 


4 
tanto, o limite do produto Au e é zero, vem 


dy ndo, du 
Quanto Passo. de T"ã + Lim 
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A derivada do produlo de duas funções é igual à primeira junção 
vêzes a derivada da segunda, mais a segunda função vezes a derivada 
da primeira. 


35. — Derivada do produto de n funções, sendo n um in- 
teiro positivo fixo. Dividindo-se ambos os membros de V por 
uv, tem-se 

d du de 
El) de, do 
uy “ v 





Por isto, para um produto de n funções 


VE Db... Um 


pode-se pôr 


d di d 
= (tyta ... Um) = =— (tata... ts) 











dr ao 4 de 
Vada... Un “ Vada cc. Em 
dm dm Ley “” Da) 
Emi at 20. Du 
= E, 
o vz Vote... Un 
dn du dm dm 
de dr & ds 
=E,S TN 40. 
e va va. um 


Multiplicando ambos os membros por vt»... vz, obtemos 


d d: di 
do (nte. da) = (onto oa) od (toa o + 


d 
+ (ve... tra) = . 
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A derivada do produto de n funções, sendo n fixo, é igual à soma 
dos n produtos que podem ser formados multiplicando a derivada de 
cada função por todas as outras funções. 


36. — Derivação de uma função com expoente constante, 
A Regra da Potência. fe os n fatores no resultado acima são 
todos iguais a v, obtemos 





dios a do, 
VI “em (00) = no x 
Se » =x, tem-se: 
Vla L (um) = nam 
Em E 


Até agora, VI foi demonstrada somente para o caso de ser n 
um inteiro positivo. No $ 65, contudo, mostraremos que a fór- 
mula é também válida para 2 qualquer. Este resultado será usado 
agora. 


A derivada de uma função com expoente constante é igual ao ex- 
poente vezes a função com o expoente diminuído de um, vezes a derivada 
da junção. 


Esta é a chamada Regra da Potência. 

37. — Derivação de um quociente. 

Seja v=—: (10) 
Pela Regra Geral, 


u+ du. 
v+ dv 





Primeiro PAsso. v+ Ay = 
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cutdu cu vAu-u: Ab 
Cord vÊ vor) 





SEGUNDO PAsso. Ay 


pu (So 
Ay Az Az 
Terceiro Passo. TE) 


Aplicando (1)(4), $ 16, 


ção 
Quarro Passo. de 
pu do 
vm EM) Ea, 


A derivada de uma fração é igual ao denominador vezes a derivada 
do numerador, menos o numerador vezes a derivada do denominador, 
tudo dividido pelo quadrado do denominador. 


Quando o denominador é constante, » = c, a VII fornece 


du 
- du) dr 
VHa E(:)- ndo 


Podemos também obter VIla de IV, como segue: 


da 
E()-lu a. 
deNc/ eder 


A derivada do quociente de uma função por una constante é igual 
à derivada da junção dividida pela constante. 
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PROBLEMAS* 


Derive as seguintes funções. 
Lo gy=2, 


dy | 
Souução. SE = Jo (23) = 32º Resp. por Vl a 
In=3] 


2 y=axt-— br. 


o Dl ea-v)eL .4 
Sorução. SE m jo (xt — br?) = cj (az) — 7 (bat) por KH 
E: E: 
=a (bi (é) por IV 
= 403 — 2bz. 
Resp. por VI a 
4 
s y=a"+5. 
ro Uclrl6 
Sorução. Sr mo (8) +77 6) por KI 
1 
= dat. Resp. por VIael 








am = 
4. pe 3 -TL sv. 


at No 





io U Lg) Lar L e 
Sorução. UU = À (gui) du Bj, (827) por HI 
Ca 4 
=D pIç3 . Resp. porlVevVIe 
5 y=(s- 3. 
Sornção. E sq? -3rÊ (3) por VI 


lb=2-3 en=5) 
=5(1 31.27 = 107/72? — 34: Resp. 


Podiamos ter desenvolvido a função com a fórmula do binômio 
((3), p. 1), e depois aplicado III, ete., mas o processo acima é pre- 
ferível. 


6 y= Va! — 22, 


sorucão. E -La-gi=l EP qe, 
Sorução. 25 = (é td= (e A a) por VI 





* Quando aprendendo a derivar, o estudante devs fazer exercícios orais de derivação de Iunções 
simples. 
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o=02-2, en=3) 





z 
-itt entre Es Resp. 


7. y=(32+9V1+524 
dy E a 
Sorução. TILT ++ +52 04 +2) porV 
WN=32+2%ev=(1 +52) 
=g2+Ba +52 é (1452) +(145 2962 poe VI, ete. 


=32+D(I+5A)t5z+ 62 + sat 








532 +2) rosa 192! +162 
m CET gavirõã= DDD" Resp. 
vi+5* vi+52 
8 y 
A dia 4 dia 
(8 AT o 4) (0 4 at) qo (o oh 
Souução. GE = aa por VII 





older, 
ER 
(42 — 2) 
[Multiplicando o numerador e denominador por (a? — 4) 
Px — 
= Sea = - Resp. 
(02 


Prove que: 
9. Lg arihB)= 22-42 
dz E 
10. Luss —27)=3— 62º 
» at z Tv) = Ea 
a 
Go (ab — 558) = Sat — 1558. 


dfz E 





837 
d do. 
13. q Vo= DE e 
d 2 3 
Ro = 


17 e e a) =?z 
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já a (atteter E 
“ dz z ea 


vz 


19. v2.7 VE 
a+bttot 
vi 


20, 8= 





2. y= 


a» r=V1-20. 








Ea 

dz A 

da bo (Sei, 
dt Zi tavif 2 
dy E 
a VE 

dr 1 


01-26. 








2 IJO=(Q-30% PO=-1B2-3. 
Mu F(y)=Vi-97. r(g=-—*— 
(4 — 90)? 
as y= d: . dy - z ' 
Ê Va! q dz Pe 
2. D=-E-50t. 1O= a. 
g-s0r 
»Y dy 2 
teto dosteod) 
by d; 6 
as v=(2+4). a Z (a +> 


22. y=2 Va +bz. 


30. s=tVa!4 E. 


dy 20 +3br 


dr 2Va+bz 


REGRAS DE 


DERIVAÇÃO cap. IV 

















dy Da, 
da (+a? 
dy 4aa 
dz “(a — ay 
dy o a? 
dz q Va +g! 
dy a 
3 y= "=" — 
Va — ai dr (at — 2” 
dr 6680-108? 
35. r=03-48 T-eD.. 
E dd v3-40 
56. v= ice Wit. 
1rez de (1+ex) Vi — cat 
PR la? + q? UU Zatz E 
Rem aa de (aa) vaia 
Es - qts ds 4 . 
, 2-3t dt 2 4 
Q+3o2 —- 30 
dy P 
32. y= V2pz. Em ao 
EPL um EE 2 
40. y= = aq -—g wo 
020 Bb dy ty 
a y=(05-qa)r. Ea V 
Derivar as funções 
Ho) = v22+ V3z. 47. y=7V5-— 22. 
= 208. =2 23 
43. Verao 48. y=2V2+3z. 
44. 49. sul. 
4s. 50. y=(14+2:Vz+2. 
46. 51. NVl+2z, 





Rr: 
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Em cada um dos exercícios seguintes achar o valor de à 


para o dado valor de z. 








2 y=(M-z;a=3. Resp. 540. 
55. y= Vit Vm2=64 Resp. É. 
1 2 
sa v=Qur+(Qo;r=4. ER 
55 y=V9+rázi;a=2 8. 
e CS 5 
56. v= a sito a 
ope VAO SE -s 
z 
58. v=2V8-2';2=2. 0 
so y=uvl+e;r=2 20. 
60. y=(4-2),7= 63. 
q+2 
[28 v=50a pr=2 64. 
V5 2% a 
62 v=" 1 1273 65 





38. — Derivação de uma função de função. Acontece mui- 
tas vezes que 3, 80 invés de ser definida diretamente como função de 
2, é dada como função de outra variável v, a qual é definida como 
função de x. Neste caso, y é uma função de x através de » e é cha- 
mada uma junção de junção. 

2u 
1—o 





Por exemplo, se v= 
e v=1-—2, 


então y é uma função de função. Eliminando v, podemos exprimir 
Yy diretamente como função de 7, mas, em geral, quando se quer 


achar Ea , & eliminação não é o melhor caminho. 


Sey=J() e» = G(x), então y é função de x através de v. 
Por isto, dado um acréscimo À a , » será acrescida de um certe 
Av e também y de um certo acréscimo Ay. Tendo isto presente 
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apliquemos a Regra Geral simultâneamente às duas funções 
v=j() e v= (2). 
Primeiro Passo. y+HAy=f(v + Av) v+Av=6 (7 + Ag) 
SEGUNDO Passo. y+HAy=f(v + As) vtAv=6 (2 + Az) 
y =I(v) r =6(2) 
Ay =It0+AnD-IO) Av br+Ar) dr) 


dy ota) Ar HzrA)—da) 
Twrcemo Passo. do = As tia Ar 








Os primeiros membros mostram uma forma da razão entre o 
acréscimo de cada função e o acréscimo da correspondente variável 
e os segundos membros fornecem as mesmas razões em outra forma. 
Antes de passar ao limite façamos o produto destas duas razões, 
escolhendo, para isto, as formas dos primeiros membros. Virá 


Ay dy do. 
Ar” Av dr 


Quarro Passo. Façamos Az ->0; então Av—+0 e a igual. 
dade acima fornece 
dy dy, do 


(4) es por (2) $ 16 


Isto pode ser escrito também sob a forma 
(B) Eros) 


Sey=t(z)ev= (x), a derivada de y em relação a x é igual 
ao produto da derivada de y em relação a v pela derivada de v em re- 
lação q q, 


39. — Derivação das funções inversas. Seja dada a função 


v=I(a) 
e suponhamos, o que sucederé com muitas das funções consideradas 
neste livro, que a equação y = f(x) permita exprimir z em termos 
de y. 
z=ó(y); 


* Supondo de é O (N. T.). 
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dizemos, nêste caso, que 
Io e 46) 


são funções intersas uma da outra. Como f (x) foi dada inicialmente 
e a partir dela construímos &(y), costuma-se também dizer que 
Í(x) é a função direta e & (y) a Junção inversa. Esta nomenclatura. 
é usada somente quando há interesse em distinguir qual das funções 
foi dada a princípio. Assim, nos exemplos que seguem, dando-se 
inicialmente as funções da primeira coluna, as correspondentes da 
segunda são as funções inversas. 


p=e+1, c=+Vy-l, 
v=as, q = logay. 
v=sengz, “= arcseny. 


Pela Regra Geral derivemos, simultâneamente, as funções in- 
versas 


v=j(7) e v=6(y). 
Temos, sendo Ax arbitrário, 
Primeiro Passo. y+-Ay= j(z+ Az) atAr= d(y+ Ay). 


Segunno Passo. y+Ay= j(z+Az) c+Ar= dy +Ay) 


v =19 2 =ó6) , 
Ay=ie rá)  Ae= yr) 6) 





Teroemo Passo. 





dy fetóm-ta) Ar óytAy)- dm 
dz Az Ay ày 


Tem-se, pois, multiplicando membro a membro: 





fetán-io dW+HA)-6M | 
Ar Ay ; 


Quanto Passo. Façamos Az>0. Então Ay> O porque f(x) 
é derivável, e se tem: E 


* Supondo Ay vé O (N. To 
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d; dz 
(e Ed a por (2), $ 18 
ou 
o e 
(D) ros 


A derivada da função inversa de uma função f(x) é igual ao in- 
verso da derivada de j(z). 

40. — Funções implícitas. Quando uma relação entre z e y é 
dada por uma equação da forma f(x,y) = 0, diz-se que y é uma 
Junção implícita de x. Por exemplo, a equação 


(1 nt-4y=0 
define y como função implícita de x. Evidentemente, a equação 
define também 2 como função implícita de y. 
Algumas vezes é possível exprimir uma das variáveis por inter- 


médio da outra, obtendo-se, assim, uma junção explícita. Por exem- 
plo, a equação (1) fornece 


v= o, 


ou seja, 4 como função explícita de x. Em geral, porém, tal fato 
ou é impossível ou então muito complicado para uso conveniente, 

“41. Derivação das funções implícitas. Quando y é defi- 
nida como função implícita de z, pode não ser oportuno, como foi 
explicado no último parágrafo, achar y em termos dez ou z em termos 
de y (isto é, exprimir y como função explícita de x, ou 2 como função 
explícita de y). Nêste caso, aplicamos a regra: 


Derivamos os membros da equação dada, considerando y como 
Junção de x e depois achamos o valor de E . 


Esta regra será justificada no $ 231. Só valores correspon- 
dentes de x e y que satisfazem à dada equação podem ser substi- 
tuídos na derivada. 


E , d 
Apliquemos a regra acima para achar de 


at + 22y— iz = 0. 


sa 


Temos 
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ê d 
= (9 + Lao - dm = do (0) 
gue + 208 Y | Gay pot õE=o; 


gu-ranf=y — Gax — 62ºy; 


dy  y-6at-— Gay, 


ao 2-Tapf Resp. 


O leitor deve observar que, em geral, O resultado contém x e y. 


PROBLEMAS 


Obter E de cada uma das seguintes funções 


1 


5 


O 
8. 
9 
10. 
1. 


12. 


ut 


y=u, u=i+2 47. Resp dE — ve 





=VZu-ul, u=2—. dy = — — — 
y VQu-u?, u=2—2. & PCT du tes 1). 
í 





4-4 gue dy 4ab . 
Vau! b+z de (a tui(b+Ha)? 


dy a(2uº — a?) 


y =uvV-w, u=Vl-a!, 


de (atu) (= 2?) 
me-uurspérso L-ndms 

do L+ytyt 

1 
2= + V5. do. 
3ys +2 

y=2pt. 13. PA3ryty=e, 
etty=r 1 z +2Va+y=a 
dirt pay) = ab? 5 atovVayty=b. 
va+ Vim a. 16 n+réxyiryi= 2. 
ry-a a. 1. a!-Sbirytop=l 





y x 
E-Sayry=0 18 V2+ 5 


Achar o coeficiente angular de cada uma das curvas abaixo, no 
ponto. dado. 
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19. v+iy+t2 28;(2,3). - - Resp. — 
20. “-sp+ryp=it(Z—. 

2 VX+v3y=5 (3,3). 23. x-ary+3ayp= at; (aa). 
22, 22-2NTy-y:=52;(8,9). 24 ator V2y— M=6; (4, 1). 


25. Mostrar que as parábolas y? = 2pz + p'eyl =p” — 2pr 
cortam-se ortogonalmente. 





eles espe 











26. Mostrar que a circunferência 2º + y?—-122-6y+25 = O 
é tangente à circunferência q? + y? + 22 + y = 10 no ponto (2, 1). 

27. Sob que ângulo a reta y = 2x corta a curva 2? — zy + 
+27 = 28? 

28. Soj(x) e &(y) são funções inversas uma da outra, mostre 
que o gráfico de & (x) pade ser obtido como segue: construindo-se 
o gráfico de — f (2) e fazendo-o girar em volta da origem, no sentido 
ante-horário, de um ângulo de 90º, 


OUTROS PROBLEMAS 


1. O vértice da parábola y? = 2 pz é o centro de uma elipse. 

O foco da parábola é um extremo de um dos eixos principais da elipse. 
A parábola e a clipse cortam-se ortogonalmente. Achar a equação 
da elipse, Resp. 47º + 2y' = pº. 
2. Uma circunferência de centro em (24,0) corta ortogonal- 
mente a elipse biz? + a?y = aºb?, Achar o raio da circunferência. 
Resp. 1º = ã (30º + b3), 


3. De um ponto P de uma elipse traçam-se retas passando 
pelos focos. Prove que estas retas fazem ângulos agudos iguais 
com a normal à elipse no ponto P. 

4. Prove que a reta Br + 4y= AB é tangente à elipse 
biz? + aty? = a'b? se, e somente se, B'a? + Abi = AºB?. 

5. Ache a equação da tangente à curva «”y" = a”t" num 
ponto qualquer. Prove que a parte dela compreendida entre os 
eixos é dividida pelo ponto de contato na razão m/n. 

Resp. manlr—-z)+Enaly—m)= oO. 

6. Sek éo coeficiente angular de uma tangente à hipérbole 
biz? — a?y! = a?b?, provar que y= ke + Va'k? — b? é a equação 
dela e que o lugar dos pontos de interseção das tangentes perpen- 
diculares é 2º: +) = a* — b?. 


CaríruLo V 


VÁRIAS APLICAÇÕES DA DERIVADA 


42. — Direção de uma curva. Viu-se no $ 28 que se 
v=1() 


é a equação de uma curva 
(ver figura), então 
dy = coeficiente angular 


da 
da tangente à curva 
no ponto P(x, y). 
A direção de uma cur- 
va em um ponto qualquer é, por definição, a direção da tangente à 
curva nesse ponto. Seja 7 = inclinação da tangente. Então, coefi- 
ciente angular = tg 7, e portanto 





a = tgr = coeficiente angular da curva no ponto P(z,y). 


Em pontos como D, F, If, onde a dixeção da curva é paralela 
ao eixo dos zz, ou seja, q tangente é horizontal, 


d 
T=0; portanto E = 0. 


do 


Em pontos como 4, B, G, onde a direção da curva é perpen- 
dicular ao eixo dos fx, ou seja, « tangente é vertical, 


7 = 90º; portanto E é infinita. 


s 
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Exemplo ilustrativo 1. Dada a curva y = = — 242 (ver figura): 


(a) Achar a inclinação 7 quando z = 





(b) Achar 7 quando «= 3; Y 
(e) Achar os pontos onde s direção ds curva é 
paralela a 0X; AA 


(d) Acher os pontos onde 7 = 45º; 


(e) Achar os pontos onde a direção da curva é 
paralela à reta 2x — 3y = 6 (reta AB). 
A 


SoLução. Derivando, a =? -2e=tgr. 


(a) Para v=1,tgr=1—2= —1; logo 7 = 135º, Resp. 
(b) Para z=3, tg 7=9-6=3; logo 7 = 71934. Resp. 


(c) Para 7 =0, tg 7 =0; logo 2? —227=0. Resolvendo esta equação, 
obtemos x = O ou 2. Substituindo na equação da curva, achamos y = 2 quando 
2=0, y = E quando 2 = 2. Logo, as tangentes em (0,2) e D (2 3) são 
horizontais. Resp. 


(d) Quando 7 = 45º, tg 1 = 1; logo 2º — 27 =1. Resolvendo esta equa- 
ção, obtemos z=1& V2=241 e — 0,41, abscissus de dois pontos onde o 
coeficiente angular da curva (ou tangente) é a unidade. 


(e) Coeficiente angular da dada reta = E logo, 1? — 27 = Es Resolvendo, 


obtemos z=1 + 229 e — 0,29, abecissas dos pontos F e E onde a 





direção da dada curva (ou tangente) é paralelo à reta AB. 


Como uma curva tem, em cada ponto, a mesma direção que 
tangente a ela nesse ponto, o ângulo entre duas curvas num ponto 
comum será o ângulo entre as tangentes a elas nesse ponto. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar o ângulo de interseção dos cfreulos 
(4) P+r+y-dsa=1, 
(B) Z+y$-27=9. 


Soução. Resolvendo o sistema, achamos que os pontos de interseção aão 
(3Be(,-— 2. 
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Seja my = coef. ang. da tangente ao efreulo (4) em Y 
(mu) p 
e ms = coef. ang. da tangente ao círculo (B) em (32) 
(x 4). 
dy 2-5 


Então, de (A), m = E pelo $ 41 





“gr v 


e de (B), ma pelo $ 41 





Fazendo 2 = 3, y = 2, temos 
nuse E = coef. ang. da tangente a (4) em (3, 2). 
my = — 3 = coef. ang. da tangente a (B) em (3, 2). 


A fórmula para achar o ângulo 6 entre duas retas cujos coeficientes anga- 
lares são m, 6 ma é . 


mom, 
1-+tmmo OB 8 é 


3 
=; .t. 8=45º. Resp. 


> 


tg 


Substituindo, tgô= 


+ lite 
tejo | + 


1 
Este 6 também o ângulo de interseção no ponto (1, — 2). 


43. — Equações da tangente e normal; subtangente e sub- 
normal, A equação de uma reta passando 
pelo ponto (x,y) e tendo o coeficiente an- 
gular m é 


v=n=m(v—m) (0), 853 





Se a reta é tangente à curva 4B no ponto 
Pri(x, gy) então m é igual ao coeficiente: an- 
gular da curva em (ri, y1). Indiquemos este valor de m por m. 
Então, no ponto de contato Pr (x, 3h) a equação da tangente TP, é 


(09) vn =m(z— am). 

Sendo a normal perpendicular à tangente, o coeficiente angular 
dela é o recíproco de m, com sinal trocado ((2), $ 3). Temos, pois, 
que a equação da normal P;N é 


(07) v-=n= “Ig, 
ms 





pois que essa reta passa pelo ponto de contato Pi (x,y 
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O comprimento da porção da tangente compreendida entre o ! 
ponto de contato e OX diz-se o comprimento da tangente (= TP) 
e a projeção dessa porção sôbre o eixo dos 77 chama-se subtangente 
(=TM). Semelhantemente, temos o comprimento da normal (=PN) 
e a subnormal (= MN). 


No triângulo TPM, tgr=m= Ee mr logo 





(3) TM*= MA no comprimento da subtangente. 
mo my 
No triângulo MPN, tgr = m = do; logo 
E] 


(4 MN* = mMP, = my = comprimento da subnormal. 


O comprimento da tangente (TP1) e o comprimento da normal 
(PN) podem, pois, ser obtidos diretamente da figura, pois cada 
um deles é a hipotenusa de um triângulo retângulo tendo dois ca- 
tetos conhecidos. 

Quando o comprimento da subtangente ou subnormal em um 
ponto de uma curva é conhecido, a tangente e a normal podem ser 
construídas facilmente. 


PROBLEMAS 


1. Achar as equações da tangente e normal é os comprimentos 
da subtangente, subnormal, tangente e normal, no ponto (a, a) da 


sóid E 
eis: Ide a pe SAR 
V=7a-r 7 
- dy Jato 
Sorução. dos 
Fozendo z = a, y = a, temos Plaa) 
a = as x 
m = SEDS 22 = coet. ang. da tangente. ida 


“aBa-a? 
A substituição em (1) dá 
vy=2z-—a, equação da tangente. 
A substituição em (2) dá 
2y+z=3a, equação da normal. 
* A subtangente e subnorma) são segmentos orientados. Quando T está » esquerda de X, à 


ubtangente é positiva; sum om cuutrário, negativa. Convenção somelhante fasso para a sub. 
ormal. 
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A substituição ém (3) dá TM — z « comprimento da subtangente. 
A eubetituição em (4) dá MN = 2a = comprimento da subnormal. 
Logo, PT= VIT TPM = 
e PN = V(UN$ + (EMA = 4 Pa aa 5 cômprimento da normal. 


Achar as equações da tangente e da normal no ponto dado. 


te pa z /5 = comprimento da tang. 





2 y=2-32;(2,2). Resp. 9%-y-16=0, z+9y—20=0. 
s u=22tL (om qe-y-9-0,2+U-3=0, 


4 2W-z+ry= 6 (3,2. 

5» WP+2y—-tz+4=0;(1,—3. , 

6. Achar as equações da tangente e da normal à elipse bx! + 
+ a%y?. = 0%? no ponto (71, y1). 

Resp. dize + atyy = ab, ay — by = cy (a? — b), 

7. Achar'as equações da tangente e da normal e os compri- 
imentos da subtangente e da subnormal no ponto (x1, 41) do círculo 
nryi=r, 


2 
Resp. mr tpy=r",my-—we=0, — 2, = % 
1 


8. Mostre que 4 subtangente à parábola y? = 2 pz é dividida 
ao meio pelo vértice e que a subnormal é constante e igual a p. 


Achar as equações da tangente e da normal e os comprimentos 
da subtangente e da subnormal a cada uma das seguintes curvas 
nos pontos indicados. 


9 ay=z;(a,a): Resp 22—-y=a,2+2y=3a,5, 2a. 

10. 2-49=9:(5,9. 5z-8y=9,82+59=50,F,%. 

Hm. 9attHági=72; (2,9. 

12 mw+y+2=0;(3,-2. 

15. Achar a área do triângulo formado pelo eixo dos 72, a tan- 
gente e a normal à curva y = 62 — x? no ponto (5, 5). Resp. “É . 


14. Achar a área do triângulo formado pelo eixo dos yy, & 
tangente e a normal à curva 9? = 9 — x no ponto (5, 2). 
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Achar os ângulos de interseção de cada um dos seguintes pares 
de curvas. 

15. yp=r+tli,gs+y=aI3 Resp. 109º 39, 

16. y=6-2º 172+y=32. 

Resp. Em(= 2,2), 554; em (1, 5), 8º58. 

W. y=2,y—-3y=227. 

18 qv+49=61,22º-y'=41. 

Achar os pontos de contato das tangentes horizontais e ver- 
ticais a cada uma das curvas seguintes. 


19. y=50—227º Resp. Horizontal, (5. =) - 

20. 37 —-6y—-2=0. Vertical, (—3, 1). 

2. v+6ry+25y'= 16. Horizontal, (3, —1,) (—3, 1). 
Vertical, (5, — 9, (— 5,9). 

2. 2-8zy+25y'=81. 


23. q! 247y + 1699yº = 25. 

24. 16972 +10x7y +y' = 144. 

25. Mostrar que a hipérbole «2º? —- y?= 5 e a elipse 47º + 
+97! = 72 cortam-se ortogonalmente. 


26. Mostrar que o círculo vº-+y?=8ag e a cissóide(20— x)y?= 2º. 

(a) são ortogonais na origem; 

(b) cortam-se sob um ângulo de 45º em dois outros pontos (V. 
figura no Capítulo XXVI). 


27. Mostrar que as tangentes ao folium de Descartes 2º + y' = 
= 8azy nos pontos onde ele encontra a parábola yº = ax são para- 
lelas ao eixo dos yy (V. figura no Capítulo XXVI). 


28. Achar a equação da normal à parábola y = 527 + 2º que 
faz um ângulo de 45º com o eixo dos zzx. 

29. Achar as cquações das tangentes 20 círculo x? + yº = 58 
que são paralelas à reta 37 — 7y = 19. 

30. Achar as equações das normais a hipérbole 42º — y? = 36 
que são paralelas à reta 27 + 5y = 4. 

31. Achar as equações das duas tangentes à elipse 42º + y? = 
= 72 que passam pelo ponto (4, 4). Resp. 2x + y = 12, ]da+y = 60. 


$ 4H MÁXIMO E MÍNIMO VALORES DE UNA FUNÇÃO 57 


52. Mostrar que a soma dos segmentos interceptados sobre os 
eixos coordenados pela tangente em um ponto qualquer da parábola 


1 1 1 

2 +y? = a? é constantee iguala a, (V. figura no Capítulo XXVI. 
2 2 2 

353. Dada a hipociclóide x? 4 y3 = a?, mostrar que o com- 


primento da porção da tangente, em um ponto qualquer da curva, 
compreendido entre os eixos coordenados é constante e igual a a. 
£V. figura no Capítulo XXVI. 


34. Uma bola foi lançada. A equação da trajetória que seguiu 
2 
Ey=z— oo ;a unidade de comprimento é o metro, o eixo dos 


az é horizontal e a bola foi atirada da origem. Pergunta-se: (a) 
sob que ângulo foi a bola atirada; (b) sob que ângulo a bola en- 
contrará um muro vertical situado a 75 metros do ponto inicial; 
(c) se a bola cai sobre um telhado horizontal de 16 metros de altura, 
qual o ângulo de incidência; (d) se atirada do cimo de uma casa 
de 24 metros de altura, qual o ângulo de incidência com o solo; (e) 
se atirada do cimo de uma coluna com declive de 45º, qual o ângulo 


de incidência com o solo, — 


E 


35. O cabo de uma ponte Pêncil se prende pe 
em forma de parábola a dois pilares distantes 

entre si de 200 metros. O ponto mais baixo do cabo está 40 me- 
tros abaixo dos pontos de suspensão. Achar o ângulo entre o cabo 
e os pilares de suspensão. 


44. — Máximo e mínimo valores de uma função; introdu- 
ção. Em um grande número de problemas práticos devemos lidar 
com funções que tem um máximo valor ou um mínimo valor,* e é 
importante saber que valor da variável independente forneee um 
tal valor para a função. Suponhamos, por exemplo, que se quer 
achar as dimensões do retângulo de área máxima entre os que podem 
ser inscritos numa circunferência de raio igual a 5cm. Traçando-se 
um circulo de raio 5, inserevendo-sc-lhe um retângulo qualquer e 
chamando de x uma das dimensões dêsse retângulo, a figura abaixo 
fornece 


D A=z100-— 


tendo-se indicado com A a área do retângulo. Somos levados, 





, 


+ Pode existir mais de um de cada, como se mostra no parágrafo 48. 
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assim, à pesquisa de um valor para x que tome. máximo o correspon- 
dente valor da função (1). : 

“Que um retângulo de área máxima deva existir pode-se ver como 
seguc. À área é uma função contínua de x, e x varia no inter- 
valo [0, 10]. Quando z toma um dos valores 
extremos, a área é zero; quando x cresce de 
E zero para 10, a área cresce até certo ponto e 
depois decresce; podemos, pois, suspeitar que 
a área será máxima quando a base x do re- 
tângulo fôr igual à altura DE, mas isto é 
advinhação. Um modo melhor será, eviden- 
temente, desenhar o gráfico da função (1) e 
examinar o comportamento deste. Facilita-nos o traçado do grá- 
fico observar que 








(u) pela natureza do problema, tanto x quanto A são positivos; 

(b) os valores de x vão de zero a 10 inclusive. Ã 

Construamos, pois, uma tabela de valores e tracemos o gráfico, 
como na figura abaixo, 


Que nos ensina o gráfico? 





» 





emunapitro 
& 
ES 


39,6 
10 90 

















(a) Se desenhado com cuidado, podemos achar com precisão a 
área do retângulo correspondente a cada valor de x, medindo o com- 
primento da correspondente ordenada. Assim, 


quando «=0M =3em, 
então A=MP=h28,6cm quadr.: 
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“quando v=0N=4em, 


então Ã= NQ = aproximartamente 39,8 em quadr. 
(achado por medida). 


(b) Há uma tangente horizontal (RS). A ordenada THF do 
ponto de contato é maior que qualquer outra ordenada; logo, esta 
observação: um. dos retângulos inscritos tem uma área maior que a de 
qualquer outro retângulo inscrito. Em outras palavras, podemos in- 
ferir daqui que a função definida por (1) tem um valor máximo. Com 
a medida não podemos calcular exatamente este valor mas podemos 
fazê-lo facilmente com o cálculo. Observamos que em T a tan- 
gente é horizontal, logo seu coeficiente angular é zero neste ponto 
($ 42). Portanto, para achar a abscissa de T, achamos a derivada 
da função 4, pomo-la igual a zero e resolvemos à equação em %, 
Assim, temos 


(1) A= 
da 100 — 


dz 300 


Resolvendo 


; 4100 — 2º, 
100 







Substituindo, obtemos DE = 4100 p=5V2 


Portanto o retângulo de área máxima inscritível numa circun- 
ferência é um «quadrado, de área 


A =CDX DE = 5V3x5 v2= so gia quad : 


O comprimento de HT é, pois, 50. 


Tomemos outro exemplo. Deve-se construir uma caixa de ma- 
deira, sem tampa, com a capacidade de 108cm'. O fundo deve 
ser um quadrado; quais as dimensões a se tomar para que o custo 
da caixa seja mínimo. 

Seja z = comprimento do lado do 
quadrado base, em cm, e y = altura da 
caixa. Como o volume da caixa é dado, 
podemos exprimir y em função de 7 
como segue: 





Volume=ty = 108; logo va. 
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Podemos também exprimir a área de madeira necessária em 
função de z, pois, chamando de M essa área, temos M = áreu da 
base mais área das quatro faces. Ora, 

Arca dh base = 2º em quadr. 


Área das 4 faces = 42y = die em quadr,; logo, 


(2) M=e 2, 
z 


MH 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
v 
o 


1 
1 
] 
1 
1 
] 
1 
E 
I 
1 
] 
I 
] 
1 
|) 
1 
h 
v 
] 





A fórmula (2) dá a área de madeira necessária para a construção 
da caixa. Tracemos o gráfico da função (2), como na figura. 


Que nos ensina o gráfico? 


(a) Se traçado com cuidado, podemos medir a ordenada, corres- 
pondente a qualquer comprimento (= x) do lade do quadrado base 
e assim determinar a área de madeira necessária. 


(b) Há uma tangente horizontal (RS). A ordenada do ponto 
de contato T é menor que qualquer outra ordenada; logo, esta obser- 
vação: uma das caixas requer menos madeira que qualquer das outras. 
Em outras palavras, podemos inferir que a função definida por (2) 
tem um mínimo valor. Vamos achá-lo, usando o cálculo. Deri- 
vando (2), para obter o coeficiente angular em qualquer ponto, 
temos 

22 


dM 
RAE 
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No ponto mais baixo 7, o coeficiente angular é zero; logo 





isto é, quando z = 6 tem-se a menor área de madeira necessária. 
Substituindo em (2) vemos que esta área é 


M = 108 em quadr. 


O fato de que o mínimo valor de M existe, vê-se também com 
o seguinte raciocínio. Se a buse é muito pequena, a altura deve 
ser muito grande e por isto a área da madeira necessária é grande. 
Fazendo a base crescer, deve decrescer a altura e a área da ma- 
deira decresce. Isto, porém, acontece até certo ponto, pois, quando 
à base é excessivamente grande, o consumo de madeira étambém 
“muito grande. Portanto, M decresce de um valor muito grande 
até um certo valor e depois dêste torna a crescer novamente até 
outro valor muito grande. Resulta daí que o gráfico deve ter um 
ponto “mais baixo”, correspondendo, precisamente, às dimensões 
que requerem menor árca de madeira. 


Passaremos agora ao estudo detalhado do assunto concernente 
a máximos e mínimos. 


45. — Funções crescentes e decrescentes.* Uma função 
y= 4 (x) diz-se crescente, se y cresce (algêbricamente) quando z cresce. 
Diz-se decrescente, se y decresce (nlgêbricamente) quando x decresce. 


O gráfico de uma função indica claramente se ela é crescente ou 
decrescente. Por exemplo, consideremos o gráfico da Fig. a. 


Quando nos movemos sobre a curva da esquerda para a direita, 
observamos que ela sobe, isto é, quando x cresce, a função (= 3) 
cresce. Obviamente, Ay e Az têm o mesmo sinal. 





No gráfico da Fig. b quando nos mo- x 
vemos sôbre a curva da esquerda para a Ay 
direita, observamos que ela desce, isto é, dr 
quando x cresce, a função decresce. Nes- 0 3 


te caso, Ay e Az têm sinais contrários. Fig. a 


* As demonstrações dadas aqui dependem da intuição geométrica. O tratamento analítico 
de assuntos de sívimno e mínimo será feito no $ 125. 
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Que uma curva possa ser crescente num intervalo e decrescente 
noutro, mostra-o 0 gráfico (Fig. c) de, 
“Do y=28-92+127—3, 


Quando nos movemos sobre a curva da 
esquerda para a dircita, observamos que ela 
sobe até alcançar o ponto 4, depois desce 











dêsde 4 até B e sobe, de novo, a partir de 
B. Logo 
(a) dex=— var=1,a função é crescente; 
(b) dez=1 as » 4 função é decrescente; 
(c) dez=2az=+o,a função é crescente. Fig. b 


Em cada ponto, como €, onde a função é crescente, a tangente 
faz um ângulo agudo com o eixo dos zz. O coeficiente angular é 
positivo, Em cada ponto, como D, onde à função é decrescente, 
a tangente faz um ângulo obtuso com o eixo 
dos «x e, portanto, o coeficiente angular é 
negativo. Temos, pois, o seguinte critério: 


Uma junção é crescente quando sua deri- 
vada é positiva e decrescente quando q deri- 
vada é negativa. 





Por exemplo, derivando (1) acima, temos 


Fig. 


(2) U-p(g=62- l8zx+1i2=6(x-D(z-— 3). 


Quando x < 1, f(x) é positiva, logo f (x) é crescente. 

Quando 1<x<2,7'(x) é negativa, logo j (x) é decrescente. 
Quando x > 2, f(x) é positiva, logo j (x) é crescente, 

fistes resultados estão de acordo com as conclusões acima, obti- 


das do exame do gráfico. 


46. — Máximo e mínimo valores de uma função; defini- 
ções. Um máximo (valor) de uma função j (x) é um valor da fun- 
ção — digamos f (x) — maior que todos os valores que a função 
toma quando x é suficientemente próximo a zo. 
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Um ménimo (valor) de (x) é um valor j (x,) menor que qualquer 
outro valor f (x) quando x é suficientemente próximo de x. 


Assim, na Fig. c, 8 45, é claro que a função tém um miáximo 
MA (= y.= 2) quando z = 1 e um mínimo NB (= y = 1) quando 
L= 2. 

O leitor deve observar que um máximo (valor) não é necessiria- 
mente o maior de todos os valores que a função pode tomar, nem 
um mínimo, o menor. Assim, na Fig. c vê-se que a função (=.y) 
tem valores a direita de B que são maiores que o máximo MA é va- 
lores a esquerda de 4 que são menores que o mínimo NB. 


Se f(x) é ums função crescente de «x quando 2 é ligeiramente 
menor. que a e decrescente quando x é ligeiramente maior que a, 
isto é, se $' (x) muda sinal de + para — quando x. cresce passando 
por q, então f(x) tem um máximo quando x =a. Portanto, se 
contínua, f(x) se anula para x = a. Assim, no exemplo acima 
(Fig. e), J' (x) é positiva em €, f(x) = 0.em A, J'(z) é negativa, 
em D. 

Contrâriamente, se f (x) é decrescente quando . 7) 
2 é ligeiramente menor que a e crescente quando 
x é ligeiramente maior que a, isto é, se f(x) 
muda do sinal — para o sinal + quando x cresce 
atravessando a, então f(x) tem um mínimo 
para z=a. Portanto, se contínua, j' (x) deve 
ser nula para 2 = q. Assim, na Fig. c, j (x) é Fig. c 
negativa em D,J' (7) = 0 em B, f(x) é positiva em E. 

Podemos, pois, estabelecer as condições gerais para máximo e 
mínimo da função j (x). 








f(x) é um máximo se f(x) = 0 e f' (x) muda do sinal + para —, 
f(x) é um mínimo se $' (x) = 0 e F' (x) muda do sinal — para +. 


Os valores da variável satisfazendo a equação f' (x) = O cha- 
mam-se valores críticos; assim, de (2), 8 45, 72 =1l ex =2sãoos 
valores críticos da variável para a função cujo gráfico é o da Fig. 
c. Os valores críticos determinam pontos de retorno onde a tan- 
gente é paralela a 0X, 

Para determinar o sinal da derivada em pontos próximos de um 
particular ponto de retorno, substitui-se nela, primeiro, um valor da 
variável ligeiramente menor que a abeissa do ponto de retorno e, a se- 
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guir, um ligeiramente maior. Se o primeiro sinal é + e o segundo 
—, então a função tem um máximo para o valor crítico considerado. 
Se o primeiro simul é — e o segundo é +, então a função tem um 
mínimo. Se o sinal é o mesmo em ambos os casos, então a função 
não tem nem máximo nem mínimo para o valor crítico considerado. 
Tomemos, por exemplo, a função (1) acima, 8 45. 


1) v=lg)=20-92+122-3. 


Então, como vimos 

(2, Fm) =6(1—(—3. 

Pondo-se j' (x) = 0, achamos os valores críticos z = 1, 1 =2, 
Examinemos primeiro z = 1; consideramos valores de x próximos 
deste valor crítico e examinamos o segundo membro de (2) para, 
estes valores, no que diz respeito à variação do sinal 


(confronte $ 45). 
Quando x < 1, f(x) = (— =+. EEN 


)(—) 
Quando z>1, !()=(+(—)= 
Logo j (x) tem um máximo quando z = 1. Pelo 
quadro, este valor 6 y=J(1) = 2. 
Vejamos agora x = 2. Procedendo como antes, tomemos valo- 
res de x próximos do valor crítico 2. 
Quando x <2,J(x) =(+)(—) 
Quando z>2,!()=(1D(H=+. 
Logo, f (x) tem um mínimo quando « = 2. Pelo quadro acima, este 
valor Ey=I()=1. 
Em suma, temos a seguinte regra prática. 








47. — Primeiro método para o exame de uma função no 
que concerne a máximos e mínimos. Regra prática. 
Prrwerro Passo. Achar a derivada da junção. 
SeguxDo Passo. Igualar a derivada a zero e achar as raizes 
reais da equação obtida. Estas raízes são os valores críticos da variável. 
Terceiro Passo. Considerando um valor crítico de cada vez, 
examinar a derivada, primeiro para os valores da variável ligeiramente 
menores* que 0 ralor crítico e depois para os ligeiramente maiores * 
* Aqui o termo “ligeiramente menor” significa qualquer valor compreendido entre à valor 
crítico considerado e o valnr orítico que imediatamente o precede, cnso haja este último. Se este 
Dão existe, é qualquer valor menor que o valor crítico em exame, onde a função seja definida; o 
têrmo “ligeiramente maior"' significa qualquer valor entre o valor crítico considerado e o ane ima 


diatamente O segue, caso este existo. Se não existe, é qualquer valor maior que o valor crítico, 
ondo a função seja definida. 





ga EXAME DE UMA FUNÇÃO 65 


Se o sinal da derivada é + para os ligeiramente menores e — para 08 
ligeiramente maiores, então a função tem um máximo para o valor crt- 
tico em exame; se é o contrário que se dá, a função tem um mínimo. Se 
o sinal não muda, à função não tem máximo nem minimo. 

No Tencurro Passo é conveniente, muitas vezes, fatorar (a), 
como no $ 46. 

Exemplo ilustrativo £. No primeiro problema resolvido no $ 44 mostra- 
mos, por meio do gráfico da função 
100 — &, 
que o retângulo de área máxima inscrito numa circunferência de raio 5 m, mede 
50 mê. Isto pode ser provado agora analiticamente pela aplicação da regra 
acima. 


Ate 





SoLução. (= 24100 — 2. 
Primeiro Passo. td = Ago 0, 
100 — 2* 


Segundo Passo, Pondo f'(z) = O, temos 
2=5V2=707, 
que é o valor crítico. Toma-se apenas o sinal positivo do radical, pois, pela ne- 
tureza do problema, o sinal negativo não tem sentido. 
Terceiro Passo. Quando x <5 2, então 22º < 100, e J(x) 6 +. 
Quando z > 5 V'2, então 224º > 100, e fx) é —. 
Como o einal da derivada primeira muda de + para —, a função tem um 
máximo valor f (5 4/2) =5 42-52 = 50. Resp. 
Exemplo ilustrativo 2. Examinar a função (z — 12 (x + 1)º no que con- 
cerne a máximos e mínimos. 
Sorução. f(1) =(z— 1P(z +? 
Primeiro Passo. o) =2(1— Dz + +3(r— Par = 
Co =(E-De+IP6:+D. 
Segundo passo. (z— Diz +HIP(52— 1) =0. 





Logóp Be E, à, são os valores orític: 


Terceiro Passo. f(x) = 5(z — 1) tz + I(z— 





Exanfincmos primeiro o valor crítico z = 1 (€ 


na figura). 
Quando 2 < 1, f(x) =5( (42066) = —. 
Quando x > L (2) = MA) CPM) = +. 


Logo, quando 2 = 1 a função tem um mínimo / (1) = O (= ordenada de €). 





Exsininemos agora o valor erítico = (B, na figura). 
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Quando 2 < 5.) (0) = 5() (AP (=) = 4 


Quando 2> Ef) = (=. 


Portanto, quando = É, a função tem um méximo / (5) = 1,11 (mor. 
denada de B) = 


Examinemos finalmente o valor crítico z = — 1 (A na figura) 
Quando z< —1,9(2) = 5()( (= +. 
Quando 2> —1,$(2) =5(-)U+4P(—) = +. 
Consequéntemente, quando z = — 1, a função não tem nem máximo nem 
mínimo. - 


48. — Máximo ou mínimo quando F (x) é infinita e j (x) 
contínua, Consideremos o gráfico da figura abaixo. Em B, ou 
G, f(x) é contínua e tem um máximo, mas f (x) é infinita, pois a 





Fig. d 


tangente em B é paralela ao eixo dos yy. Em E, 7 (2) tem um mí- 
nimo e f(x) é infinita. Na pesquisa dos máximos e mínimos de 
f (2), devemos, pois, incluir como valores críticos os valores de « para 
os quais f' (x) é infinita, ou, o que é a mesma coisa, valores de x satis- 
fazendo 
1 
(65) EA 





0. 


O Secunpo Passo da regra do parágrafo precedente deve então 
ser ampliado, devendo-se considerar também a equação (1). Os 
outros passos não sofrem modificação, 

Na figura d acima, observe que /' (x) é também infinita em A, 
masa função não é nem máxima nem mínima na abscissa dêsse ponto. 
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2 
Exemplo ilustrativo, Examinar a função a — d (z — c)*no que concerne & 
máximo e mínimo. 


BoLução. 


vta) = — —2 


EA 
Ji)=a-blz— o? 


b 


1 
3(r— o? 


E 
Ha) 


3z— o 





2% 


tola 


Y 


e 


Como x = « é um valor crítico no qual jr = O, mes no qual / (2) não é 


infinita, examinemos a função no que concerne a méximo e mínimo quando 


ame 


Quando 2 <e, J'(x) = + 
Quando z>c, J(7) = —. 

Logo, quando « = c = OM, a função tem um máximo f' (c) = 
=a=MP. 


PROBLEMAS 


Examine cada uma das seguintes funções no que concerne 208 
máximos e mínimos, 


1 
z 
E 


4 
5 


6. 
7 
8. 


9 


10. 


11. 


vt —6x!+9a. 
10+122— 327º 24º. 
t+ 32 + 1274, 


a + 27º — 152 — 20, 
22º — 4, 


q — 42. 
2 -g+. 
32 — 493 — 127º, 


a — 5a! 


385— 204. 


h 
n,28. 
z 


Resp. 


z=1,dá máx. = 4 
z=3, dá mín. =0. 
g=1,dá máx. = 17. 

q = —2,dámín. = — 10. 
Nem máx. nem mín. 





z=o0, dá mín. = 0. 
z=+1,dá máx.= 1. 
z=1,dá mín. = —3. 
g=—l1, dá mín. = —5. 
z=o0, dá máx. 

z=2, dá mín. 
£=o0,dá máx. = 0. 
z=4, dá min. = - 256. 
a =a, dá mín. = 39º. 


os 


12. 
13. 


14, 


15. 
16. 


17. 


18. 
19. 


20. 
21, 


22 


23. 


24. 


25. 
26. 


27. 


VÁRIAS APLICAÇÕES DA DERIVADA 


z+a': 

2? 
q +20? 
apa 
C++ — a). 
(242 — a). 





bte(z— ar. 
1 
a-b(z— cs. 


(+ a (1— at. Resp.: 


z(a + a)? (a — 2). 


(2x — ax (ax — af. 


+2 
e +2r+4 
at+rtá 
esp o 
vt tr+á 
+20+4" 


cap. V 


z= a, dá mín,=20º. 


Resp: v=—, dá mín. = — 3. 


z=a, dá máx. = À. 


z=a, dá mín. =». 


Nem máx. nem mín. 


v=1,dá mín. =0. 
z=-1, dá máx=Vi= 1,6. 





nm 
[RR 


h 


es nr RBS 
h 


— a, dá máx. = 0. 


ba, dá mín. = — ze. 


ta, dá máx. = Toa! 
a, dá nenhum. 

za, dá máx. = za. 
a, dá mín. = 0. 

ja, dá nenhum. 


0, dá máx. = 3. 
— 4, dá mín.= — 4 
— 3, dá máx. = — 5. 
1, dá mín. = 3. 


r=-2, dá méx. = 3. 


s=2,dá mín. = 


5 
- 
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(r-a)(b—z) . 20b .Xb—a 
2. 4 = yo dêméro gas” 
L db? ê fot, 
29. e adPspmes Resp.: 1= cogrdémin= 
2 = E, dá mix = (> 
b 
(a — a) a: = 
50. D2s' z q» dá mín. = 70 
str—l 
31. sl” 


49. — Valores máximo e mínimo. Problemas de apli- 
cação. Em muitos problemas devemos, primeiro, construir, das 
dadas condições, a função cujos valores máximo e mínimo se pro- 
curam, como foi feito nos dois exemplos desenvolvidos no $ 44. 
Isto, algumas vezes, é muito difícil. Não há regras aplicáveis em 
todos os casos, mas em muitos problemas podemos nos guiar pelas 
seguintes 


Diretrizes gerais. 


(a) Na relação que envolve as grandezas do problema, pomos em 
destaque a função cujos valores máximo ou mínimo são procurados; 

(b) Se a relação contém mais de uma variável, procuramos expri- 
mir em função de uma única delas todas as demais usando para isso 
as condições dadas pelo problema; 

(c) Aplicamos para a junção obtida, de uma só variável, a regra 
já vista ($ 47) para achar os valores máximo e mínimo, notando que 
nos problemas práticos é usualmente fácil dizer qual dos valores críticos 
dá um máximo e qual dá um mínimo, de modo que não é sempre neces- 
sário aplicar o terceiro passo. 

(d) Traçamos o gráfico da função para controle. 

O trabalho de achar máximos e mínimos pode frequentemente 
ser simplificado com a ajuda dos seguintes princípios, os quais resul- 
tam logo do nosso estudo sobre o assunto. 


(a) Os valores máximo e mínimo de uma função contínua ocorrem 
aliernadamente. . 
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(b) Quando c é uma constante positiva, cf (x) é um máximo ou 
um mínimo para, e sômente para, 08 valores de x que tornam máximo 
ou minima a junção j (2). 

No exame do comportamento do sinal de J' (x) bem como na 
determinação dos valores críticos de x pode-se, pois, omitir qualquer 
fator constante. 

Quando c é negativa, cj (x) é máxima quando j (x) é minima e reci- 
procamente, 

(co) Se e é uma constante, j (2) e c + 1 (x) tem máximo e minimo 
valores para os mesmos valores de x. 


PROBLEMAS 


3. Quer-se fazer uma caixa sem tampa de um pedaço quadrado 
de lata, cujo lado mede a, cortando-se dos cantos da lata quadra- 
dos iguais e depois dobrando convenientemente a parte resídua. 
Qual deve ser o lado dos quadrados cortados afim de que a caixa 
encerre o máximo volume? 


Bocução. Seja x = lado do quadrado cortado m 
ass = altura da caixa; 


[1] H1 então, a—2z-= lado do quadrado formando 
A o fundo da caixa; 
portanto V=(a-22)tz 60 volume da caixa 
==] H! Esta é a função cujo máximo se procura. Aplicando a 
regra, $ 47, temos 


Primeira Passo. C-(o-satosdo-2a) vo Bar +I2A 


Segundo Passo. A resolução de a! — 8ax + 127º = O fornece os valores 


" s a 
críticos 2 es > “e 


É evidente que = = S deve dar um mínimo, pois neste caso a lata é toda 


cortada não sobrando material para fazer a caixa. O outro valor crítico = & 
a 
fornece o volume máximo 52º, como so podo comprovar pela regra do & 47. 


Logo, o lado do quadrado a ser cortado de cada canto ds lata é um sexto 
do lado da lata. 


Deixa-se ao leitor neste, e nos problemas seguintes, o traçado 
do gráfico da função. 
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2. Admitindo-se que a resistência de uma viga de seção trans- 
versa retangular varia na razão direta da largura e do quadrado 
da profundidade, que dimensões deve ter uma viga a ser seriada 
de um tronco de árvore de diâmetro d, para que seja a mais resis- 
tente possível? 


o 
SoLução. Se z = largura e y = profundidade, então a viga 
terá máxima resistência quando a função 2yº for um máximo. Da 
figura, 4º = dê — 2º; logo, devemos examinar a função 
amar? 


Im=sd-). 
Primeiro Passo. fl) =-22+8-Pmd-3. 


Segundo Passo. E -32=0..". qu o] = valor crítico que dá um 
3 
máximo. Portanto, se a viga for serrada de modo que 
Profundidade = 4/3 do difmetro do tronco, 


e Largura = vã ão diâmetro do tronco, 
ela terá a máxima resistência. 


5. Qual a largura do retângulo de máxima área que pode ser 
inscrito num dado segmento 044! de uma parábola ? 


Sugestão. Se OC =h, BC =h-ze PP'=2y, 
então a área do retângulo PDD'P' 6 
2(h-20y. 
Mas como P está sobre a parábola y)=2 pz, à função 
a ser examinada é 


1) =2(h-2) V2pz 





Resp. Largura = o 


4. Achar a altura do cone de máximo volume inscritível numa 
esfera de rato r. 


B 
Sugestão, Volume do cone = Lazy. Mas 
2 =BCXCD=y(Z sy); 
logo, a função a ser examinada é E 


tm=Fre-. D 


Resp. Altura do cone = <r. 


5. Achar a altura do cilindro de máximo volume inscritível num 
dado cone circular reto. 
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Sucrerão. Seja AC =re BC =h. Volume do ci- 


lindro = m2!y. 
Mas dos triângulos semelhantes ABÇ e DBO, 
riesbihogo. on tê, 
Logo, a função a ser examinada é 


A 
= av (h— pr. 





Resp. Altura = DA, 


6. Cada um dos três lados de um trapézio é igual a 10 cm, 
Qual o comprimento do quarto lado para que a área seja máxima. 
Resp. 20 cm. 


7. Quala razão entre os lados de um terreno retangular de área 
dada para que ao murá-lo e à seguir dividf-lo em dois por um muro 
paralelo a um dos lados, seja mínimo o comprimento total dos 
muros. Resp.: 2/3. 

8. Quais devem ser as dimensões de um jardim retangular de 
432m? de área para que ao murá-lo gaste-se o mínimo possível, 
sabendo-se que o vizinho do lado paga a metade pelo muro que limita, 
sua propriedade. Resp. 18m X 24m. 


9. Um fabricante de rádio acha que pode vender x aparelhos 
por semana a p cruzeiros cada, onde 5x = 375 3p. O custo 
da produção é (500 + 157 + 2) cruzeiros. Mostrar que se 
obtém o máximo lucro quando a produção é aproximadamente de 
30 aparelhos por semana. 


10. Supondo-se no problema anterior que a relação entre z e p 
seja 
= 100 — 20 o , 
mostrar que o máximo lucro é obtido quando o fabricante produz 
aproximadamente 25 aparelhos por semana. 
11. Suponha-se no problema 9 que a relação entre x e pé 
2º = 2500 — 20 p. 


Quantos instrumentos devem se produzidos semanalmente para que 
haja máximo lucro? 
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12. O custo total da produção de x artigos por semana é 
(ax? + bz + e) cruzeiros e o preço (p cruzeiros) de venda de cada 
um dêles é p=8B — ax?. Mostre que o máximo lucro é obtido 
quando a produção é 


— Va-3a(B-b-a 
DS 


13. No problema 9 suponhamos que incida sobre cada aparelho 
um imposto de t cruzeiros. O fabricante acrescenta 0 imposto ao 
custo de produção e determina a produção e o custo nas novas con- 
dições. 


(a) Mostre que o preço cresce pouco menos que a metade do 
imposto. 


(b) Exprima a receita proveniente do imposto em função de 
t e determine é para que ela seja máxima. 


(e) Mostre que o preço aumenta aproximadamente 33 por cento 
quando vigora o imposto é determinado em (b). 


14. O custo total de produção de z artigos por semana é (ax? + 
+ ba + c) cruzeiros, incluídos os impostos de t eruzeiros por artigo. 
O preço (p eruzeiros) de venda de cada artigo ép = B — az. Mostre 
que o imposto fornece a máxima receita quendo t=3 (B-— be 
que o aumento no preço é sempre menor que o imposto. 


Nota. Nas aplicações em Economia a, b, c, « é f são números positivos. 


15. Uma siderúrgica pode produzir z toneladas por dia de aço 

de baixo teor e y toneladas por dia de aço de alto teor, onde y = 
40 — 

= E. Se o preço no mercado do de baixo teor é metade 


que o de alto teor, mostrar que aproximadamente 5% toneladas do 
de baixo teor é a produção diária que fornece a máxima renda. 


16. Uma companhia telefônica acha que tem Cr$ 300,00 de 
luero líquido por aparelho se tem 1 000 assinantes ou menos por es- 
tação. Se há mais de 1 000 assinantes, o lucro por aparelho decresce 
de 20 centavos para cada assinante acima daquele número. Quantos 
assinantes dará o máximo lucro líquido ? Resp. 1250. 


17. O custo da manufatura de um dado artigo é p cruzeiros e 
o número de artigos que pode ser vendido varia na razão inversa 
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da raiz n-egésima do preço de venda. Qual deve ser este para que 0 
lucro líquido seja máximo. 
PRE LA 
Resp. PR 
18. Qual deve ser o diâmetro de uma panela de alumínio com 
capacidade de 58em?, cuja construção requer o mínimo de alumínio 
(a) se a panela não tem tampa, (b) se tem tampa. 


sr 
Resp. (a) ea = 5,29em; (b) 





19. A área lateral de um cilindro circular reto é 47 m?, Do 
cilindro corta-se um hemisfério cujo diâmetro é igual ao diâmetro do 
cilindro. Achar as dimensões do cilindro para que o volume res- 
tante seja máximo ou mínimo. Determinar se há um máximo ou 
um mínimo, 

Resp. Raio = 1 cm, altura = 2 cm; máximo. 


20. Dentre os retângulos de lados paralelos aos eixos coordena- 
dos e inscritíveis na figura limitada pelas duas parábolas 37 = 12 — 
—€!,6y=aº- 12,achar a área do de máxima área. Resp. 16. 


21. Dois vértices de um retângulo estão sobre o eixo dos zz, 
os outros dois sobre as retas y= 227 e 3x +y=30. Para que 
valor de y será máxima a área do retângulo ? Resp. y=6, 


22. Uma base de um trapézio isósceles é o diâmetro de um cfr- 
culo de raio a e as extremidades da outra base estão sôbre a eircun- 
ferência do círculo. Achar o comprimento da outra base se a área 
é máxima. Resp. a. 


23. Um retângulo é inscrito num segmento parabólico e tem 
um dos lados sobre a base do segmento. Mostrar que a razão entre 
a área do retângulo de área máxima e a área do segmento 

1 
é ——=. 

v3 

24, A resistência de uma viga retangular varia na razão direta 
da largura e do quadrado da altura. Achar as dimensões da viga 
mais resistente que pode ser constriída com um tronco de árvore 
cuja seção transversa é uma elipse de semi-eixos q e b. 


Resp. Largura = ai altura = PN EI . 
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25. À resistência de uma viga retangular varia como o produto 
da largura pelo cubo da altura. Achar as dimensões da viga mais 
resistente que pode ser cortada de um tronco cilíndrico cujo raio é a. 

Resp. aXa va. 
(mê+1) 2º 
800 v 
onde a origem é o ponto do qual a bola é lançada e m é o coeficiente 
angular da curva na origem. Para que valor de m a bola atingirá 
(a) a máxima distância sobre o mesmo nível horizontal, (b) a máxima 
altura sobre uma parede vertical distante de 300 pés. 
Resp. (a) 1; (b) 43. 


27. Uma janela de perímetro p tem a forma de um retângulo 
encimado por um triângulo retangular isósceles. Mostrar -que a 
luz pela janela é máxima, quando os lados do retângulo são iguais 
aos lados do triângulo. 


26. A equação da trajetória de uma bola é y=mz— 


28. Dada a soma das áreas de uma esfera e um cubo, mostrar 
que a soma dos seus volumes será mínima quando o diâmetro da 
esfera fôr igual à aresta do cubo. Quando é que é máxima a soma 
dos volumes? 


29, Achar as dimensões do maior retângulo inscritível na elipse 


2 2 a 
St+geL Resp. aV2xX0N3. 


30. Dentre todos os retângulos com base sôbre o eixo dos zx 


E E - 8a 
e com dois vértices sôbre a curva de equação y = Fra: (V. 
figura no Capítulo XXVI), achar o de máxima área. 


Resp. Área 40º, 


51. Achar a razão entre a área da menor elipse que pode: ser 
circunscrita a um retângulo-e a área do retângulo. A área de uma 
elipse é mab, onde a e b são os semi-eixos. Resp. 3x. 


52. Os dois vértices inferiores de um trapézio isósceles são os 
pontos (—6,0) e (6,0). Os dois vértices superiores estão sôbre a 
curva 2? + 4y = 36. Achar a área do máximo trapézio nestas 
condições. Resp. 64, 


35. A distância entre os centros de duas esferas de raios a e b 
respectivamente é c. Achar de que ponto P sobre a reta dos cen- 
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tros AB vê-se o máximo de superfície esférica (A área da super-. 
fície de uma zona de altura h é 2 7rh, onde r é o raio da esfera). 
3 


Resp. —S — unidades de A. 


az +br 
34. Achar as dimensões do máximo paralelepípedo com base 
quadrada que pode ser cortado de uma esfera de raio r. 
Resp. h= &r v3. 


35. Dada uma esfera de raio 6, calcular a altura de cada um 
dos seguintes sólidos: 


(2) cilindro circular reto de máximo volume inscrito na esfera; 


(b) cilindro circular reto de máxima área total inscrito na 
esfera; 


(c) cone reto de mínimo volume circunscrito na esfera. 
Resp. (9) 43; (b) 6,81; (0) 24. 
36. Prove que uma barraca cônica de dada capacidade neces- 
sita do mínimo de fazenda quando a altura é 4/2 vezes o raio da base. 
Mostre que quando a fazenda é estendida no chão tem-se um cfr- 
culo do qual se cortou um setor de 152º9'. Quanta fazenda é neces- 

sária para uma barraca de 10 pés de altura ? 

Resp. 272 pés quadrados. 
37. Dado um ponto sobre o eixo da parábola y? = 2 pz à dis- 
tância a do vértice, achar a abscissa do ponto sobre a curva que 
é o mais próximo do ponto dado. Resp. v=0—p. 


38. Achar sôbre a curva 2y =x? o ponto mais próximo do 
ponto (4, 1). Resp. (49. 

39. Sendo PQ o maior ou o menor segmento que pode ser tra- 
gado do ponto P(a,b) à curva y = (x), provar que a reta PQ é 
perpendicular à tangente à curva em Q. 


Espe —Mi-htgo) 

40. Uma fórmula de eficiência de um parafuso é E = Chrigo Fui 
onde 8 é o ângulo de fricção e k o passo do parafuso. Achar h para 
máxima eficiência. Resp. h = secb — tgô. 


4t. A distância entre duas fontes de calor 4 e B com intensi- 
dades a e d respectivamente, é 1. A intensidade total do calor num 
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ponto P entre 4 e B é dada pela fórmula 
1=L+ RR Seta E A 
rt? 
onde x é a distância de Pa 4. Para que posi- 
ção de P será mais baixa a temperatura ? 
a 

Tras 
af 4 dê 

42. A base inferior de um trapézio isósceles é o eixo maior de 
uma elipse; as extremidades da base superior são pontos da elipse. 
Mostrar que o máximo trapézio deste tipo é tal que o comprimento 
da base superior é metade do da base inferior. 

43. Dentre todos os triângulos isósceles de vértice em (0, b), 
inscritos na elipse biz? + a?y? = aºb?, achar a base do de área má- 
xima. Resp. 24 +b=0. 





Resp. 2 = 


44. Achar a base e a altura do triângulo isósceles de área mí- 
nima que circunscreve a elipse biz? + a?y? = a?b? e cuja base é para- 
lela 20 eixo dos ax. Resp. Altura 5b; base 2a v3. 

45. Seja P(a,b) um ponto do primeiro quadrante. Pelo ponto 
P tracemos uma reta cortando os semi-eixos positivos OX e OY nos 
pontos 4 e B respectivamente. Calcular os segmentos determinados 
sôbre OX e OY nos seguintes casos: 

(a) quando a área O4B é mínima; 
(b) quando o comprimento AB é mínimo; 
(0) quando a soma dos segmentos determinados sôbre os 
semi-eixos é mínima; 
(d) quando a distância de 0a AB é máxima. 
12 2a 
Resp. (0) 20, 2b; (b)a+ abr, d+ as br; 
Res 244º 24? 

(Ja + ab, d+ ab; (d) Str, Est, 

50. — Derivada como velocidade de variação. No $2 a 
relação funcional 


1) y=a" 
deu como razão entre os correspondentes acréscimos 
A; 
e lost Ar. 
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Quando z = 4 e Az = 0,5, (2) fornece 
4 


dy o 
(3 E =85. 


Dizemos, então, que a velocidade média de variação de y em re- 
lação a z, ou que a rapidez média de variação de y em relação a 2, 
é igual a 8,5 quando z cresce de x = 4 para x = 4,5. 

Em geral, a razão 


(4) a = velocidade (ou rapidez) média de variação de y em re- 
lação a x quando z varia de xa x + Az. 
Velocidade de variação constante. Quando 


(4 v=ar +», 
temos 4 =a, 


isto é, a velocidade média de variação de y em relação a x é igual 
a a, coeficiente angular da reta (4), e constante. Neste caso, e sô- 
mente neste, a variação de y (= Ay), quando x varia de qualquer 
valor 2 para x + Az é igual ao produto da velocidade de variação 
a pelo acréscimo Az. 

Velocidade de variação instantânea. Se o intervalo de x a x + 
+ Az decresce e Az — O então a velocidade média de variação de 
y em relação a x neste intervalo tende à velocidade de variação ins- 
tantânea de y em relação a x. Logo, pelo $ 24, 


(B) E = velocidade (ou rapidez) de variação instantânea de y em 
relação a x para um dado valor de . 
Por exemplo, de (1) acima, 


dy 
(5) dg = 2 
Quando z = 4, a velocidade de variação instantânea de y é 8 
"unidades por unidade de variação de x. O têrmo “instantâneo” 
muitas vezes omitido em B. 
Interpretação geométrica. Tracemos, como na figura, o gráfico 
de 


(6) : v=I(m. 
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Quando « cresce de OM para ON, y cresce 
de MP para NQ. A velocidade de varia- 
ção média de y em relação a z é igual ao 
coeficiente angular da reta PQ. A velo 
cidade de variação instantânea quando 
z = OM é igual ao coeficiente angular da 
tangente PT. Logo: 








A velocidade de variação instantânea de y em P(x,y) é igual à 
velocidade de variação de y ao longo da tangenie em P. 


Quando x = x, à velocidade de variação instantânea de y, ou 
f(x), por (0), €f' (x). Se x varia de zo-para To + Àz, a variação 
exata de y não é igual a f' (xo) Az, a não ser que J' (x) seja constante, 
como em (4). Veremos mais tarde, contudo, que este produto 
é aproximadamente igual a Ay quando Az é suficientemente pe- 
queno. 


51. Velocidade num movimento retilíneo. É importante 
nas aplicações a velocidade de va- 
riação em relação ao tempo. Neste 
caso está, por exemplo, a veloci- 
dade num movimento retilíneo. 


5 as 
PR B 





Consideremos o movimento retilíneo de um ponto P sôbre a 
reta AB. Seja s a distância de P a um dado ponto fixo — digamos 
O — num dado instante t. A cada valor de t corresponde uma po- 
sição de P e portanto uma distância (ou espaço) s. Logo, 8 é uma 
função de t e podemos escrever 


s=J(b. 


Demos a t um acréscimo At; então s receberá um acréscimo Às, e 
(1 a = velocidade média 


de P (quando o ponto se move de P para P”) no intervalo de tempo 
At. Se P se move uniformemente (isto é, com velocidade cons- 
tante), a razão acima terá o mesmo valor para todo intervalo de tempo 
e é a velocidade em cada instante. 
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Para o caso geral de um movimento de natureza qualquer, uni- 
forme ou não, definimos a velocidade num dado instante como o limite 
da velocidade média quando Àt tende a zero, isto é, 


(0) v= E, 


A velocidade num dado instante é a derivada da distancia (= es- 
paço) em relação ao tempo, calculada nêsse instante. 

Quando » é positiva, a distância s é uma função crescente de £ 
eo ponto P se move na direção AB. Quando » é negativa, s é uma 
função decrescente de t e P se move na direção BA. ($ 45). 

Para mostrar que esta definição de velocidade está de acordo 
com a que já tínhamos intuitivamente, procuremos a velocidade de 
um corpo que cai, no fim de dois segundos. 

A experiência mostra que um corpo que cai livremente da po- 
sição de repouso num vácuo perto da superfície da terra segue apro- 
ximadamente a lei 


(2) s=498, 


onde s = altura da queda em metros, t = tempo, em segundos. 
Aplicando a Regra Geral ($ 27) à função (2), temos: 


Primeiro Passo. s + As=49(1+ A) =4,98+9,8%At + 


+49 (492 

SegunDo Passo, - As=98t. A+ 4,9(A. 

Terceiro PAsso. a = 9,8t+ 4,9At = velocidade média 
no intervalo de 
tempo Àt. 

Fazendo t = 2, 

As ; : 
(3) ri 19,6 + 4,9 At = velocidade médiano 


intervalo de tem- 
po At depois de 
dois segundos de 
queda. 


Nossa noção intuitiva de velocidade nos diz logo que (3) não 
pode dar a velocidade nofim de dois segundos, pois mesmo'que ÁL 
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S E E 1 ) 
seja muito pequeno — digamos 100 ““ 1000 de um segundo, (3) 


continua dando sômente a velocidade média durante o correspon- 
dente pequeno intervalo de tempo. O que entendemos, pois, por 
velocidade no fim de dois segundos é o limite da velocidade média 
quando At diminui tendendo a zero, no caso atual, 19,6 metros por 
segundo, como resulta de (3). Assim, a noção de velocidade que 
adquirimos com a experiência, envolve à idéia de limite, ou 


v = lim ass 19,6m por segundo. 
amo Àt 


52, — Velocidades inter-relacionadas. Em muitos problemas 
aparecem diversas variáveis, sendo cada uma delas uma função do 
tempo, relacionadas entre si pelas condições do problema. As re- 
lações entre as velocidades de variação, em relação ao tempo, das 
variáveis são obtidas por derivação. 

A regra abaixo é muito útil na resolução destes problemas. 

Primeiro Passo. Trace uma figura ilustrando o problema. In- 
digue por £, y £, etc. as grandezas que variam com o tempo. 

Segunpo Passo. Obtenha uma relação entre as variáveis, válida 
em cada instante. 


Terceiro Passo. Derive em relação ao tempo. 
Quarto Passo. Faça uma lista dos dados e das incógnitas. 


Quinto Passo. Substitua as grandezas conhecidas no resultado 
que achou por derivação (terceiro passo) e resolva a equação assim 
obtida. 


PROBLEMAS 


1. Um homem anda à razão de 5 milhas por hora em direção 
à base de uma torre de 60 pés de altura. Com que rapidez ele se 
avizinha do topo quando está a 80 pés da base da torre? 

” Sozução. Aplicando a regra acima, 


Primeiro Passo. Tracemos a figura. Sejam z = distância entre o homem 
e a base, y = distância entre o homem e o tôpo da torre, em cada instante. 


Segundo Passo. Como temos um triângulo retângulo, 


y — 2) + 3600. 
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Terceiro Passo. Derivando, obtemos 


ay = 25, ou 


E dt 


Loo q 


Isto significa que, em cada instante, 


M 


(Velocidade de variação de y) = ç vezes (velocidade de variação de 2). 


Quarto passo. z- 80, = - — 5 milhas por hora 
= — 5 X 5280 pés por hora. 
y= 42243600 
Ea 
100 E) ? 

Quinto Passo. Substituindo em (1), 

o AR cm 

di 106 X 5 X 5280 pés por hora 


- — 4 milhas por hora. Resp. 


2. Um ponto move-se sobre a parábola 63 = 2? de modo tal 
que quando x = 6 a abscissa cresce com a velocidade de 2em por 
segundo. Com que velocidade cresce a ordenada nesse instante? 


BoLução. Primeiro Passo. Desenhemos a parábola 


Segundo Pasto. Gy =. 
: dy a,8E 
Terceiro Posso. 65) m 2x7, ou 
dy | x dr 
[O dns. 





Isto significa que, em cado ponto da parábola, 


(velocidade da ordenada) = % vezes (velocidade da abscissa) 


Quarto Passo. 2=6. E = 2em por segundo. 
-L. dy 
v=2-6 Go? 


Quinto Passo. Substituindo em (2), 


d É X2= 4em por segundo. Resp. 


Do primeiro resultado notamos que no ponto P (6, 6) a ordenada varia duos 
vezes mais rápidamente que a abeciasa, 


$52 VELOCIDADES INTER-RELACIONADAS 8 


No ponto P' (— 6, 6), tem-se a = — 4em por segundo, e o sinal menos 
indica que a ordenada é decrescente quando a abscisaa cresce. 


3. A dilatação pelo calor de um prato circular de metal é tal 
que o raio cresce com a velocidade de 0,01 cm por segundo. Com 
que velocidade de variação cresce a área do prato quando o raio 
tem 2em? 

sorução. Seja 2 =raio e y = área do prato. 

Então 
ye a. 


(3) am BRL 


Portanto, em enda instante a área do prato cresce, em cm quadrados, 2:77 vezes 
mais rápidamente que o raio em centímetros. ' 


de dy 
2=2, q=00,. qo? 
Substituindó em (3), 


GL 220 X2X 0,01 = 004 rom? por segundo. Res. 

4. A 12 pés de altura de um passeio reto e horizontal, está 
presa uma fonte de luz. Sobre o passeio e afastando-se da fonte 
com a velocidade de 168 pés por minuto, caminha um rapaz de 5 pés 
de altura, 

Com que rapidez varia o comprimento da sombra do rapaz? 


Sorução. Seja x = distância do rapaz de um ponto situado diretamente 
sob a luz L e y =-comprimento da sombrá do rapaz. 


Da figura, 
“L prvtr= BI, 
ou . =bs 
var 
E 2 ; ã 
md SE, 
Pá PO Derivando ELSE 
É a 1 portanto, a rapides com que varia o comprimento da soim. 
E bra são os 5/7 da rapidee com que anda o rapaz, ou 120 


pés por minuto. 

5. Um ponto move-se sobre a parábola yº = 123 de modo a 
que sua abscissa cresça uniformemente na razão de 2em por se- 
gundo. Em que ponto crescem a abscissa é ordenada com igual 
rapidez? Resp. (3,6). 
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6. Ache os valores de x para os quais a velocidade de va- 
riação de - 
q — 1227º!+452— 13 E 
é nula. Resp. 3€ 65. 


7. Faz-se à atracação de um barco cujo tombadilho está 12 
pés abaixo do nível do cais por um cabo passando por uma argola 
no assoalho do cais. O cabo é arrastado por um guindaste na razão 
“de 8 pés por minuto. Qual a rapidez com que se move o barco 
quando está a 16 pés do cais? Resp. 10 pés por minuto. 


8. Um barco está preso pelo cabo de um guindaste situado 
20 pés acima do nível em que o cabo se prende no barco. Este 
afasta-se 8 pés por segundo. Com que rapidez se desenrola o cabo 
quando o barco está a 30 pés do ponto diretamente situado sob o 
guindaste ? Resp. 6,66 pés por segundo. 


9. Uma extremidade de uma escada apóia-se num muro per- 
pendicular ao plano onde está a outra extremidade. O pé da es- 
cada é afastado da parede à razão de 3cm por minuto. Pergun- 
ta-se: (a) Com que rapidez desce o topo da escada quando o pé está 
a 14cm da parede; (b) quando o pé é o topo se movem com igual 
rapidez; (c) quando desce o topo à razão de 4cm por minuto. 

Resp. (a) em por minuto; (b) quando a 25 V2em do 
muro; (c) quando a 40cm do muro, 


10. Um navio dirige-se para o sul com a velocidade de 6 km 
por hora; outro para o este com 8 km por hora. Às 16 horas o se- 
gundo passa pelo ponto onde o primeiro estivera duas horas antes. 
Pergunta-se: (a) como variava a distância entre eles às 15 horas; 
(b) como às 17 horas; (e) quando a distância não variava. 

Resp. (8) Decrescendo 2,8 km.p.h.; (b) crescendo 8,73 
km.p.h.; (e) 15h. 17 minutos. 

11. O lado de um triângulo equilátero mede a cm e cresce k cm 
por hora. Com que velocidade crescerá a área do triângulo? 

Resp. )ak V3cm? por hora. 

12. A aresta de um tetraedro regular mede 10 em e cresce 0,1 em 

por minuto. Com que velocidade crescerá o volume do tetraedro? 


13. Se num determinado instante ss dimensões de um retân- 
gulo são a e b é variam com velocidades m e n respectivamente, mos- 
trar que a área do retângulo varia com a velocidade an + bm. 
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14. Num determinado instante as três dimensões de um para- 
ielepípedo retângulo são 6 em. 8 em, e 10 em e crescem com as velo- 
cidades de 0,2cm por segundo, 0,3 em por segundo, 0,1 cm por se- 
gundo respectivamente. Com que velocidade crescerá o volume do 
paralelepípedo? 


15. O período (P seg.) de uma oscilação completa de um pên- 
dulo de comprimento 1 pol. é dado pela fórmula P = 0,324 vi. 
Achar à velocidade com que varia o período em relação ao compri- 
mento quando 1 = 9 pol. Por meio deste resultado dar aproxima- 
damente a variação de P causada pela variação de l de 9 para 
9,2 pol. 

Resp. 0,054 seg por pol; 0,0108 seg. 


16. O diâmetro e a altura de um cilindro reto regular são num 
determinado instante 10cm e 20cm respectivamente. Se o diá- 
metro crescer tcm por minuto, como variará a altura do cilindro 
se seu volume permanecer constante? 

Resp. Decrescerá 4 cm por minuto. 


17. O raio da base de um cone cresce 3 cm por minuto e sua 
altura decresce 4cm.por minuto. Como varinrá a área total do 
cone quando o raio fór igual a 7 cm e a altura 24 cm. . 

Resp. Crescerá 967 cm? por minuto. 


18. Um cilindro de raio r e altura h tem um hemisfério de raio r 
colocado em cada extremidade. Se r crescer $ cm por minuto, como 
deverá h variar para manter o volume do corpo o mesmo que no ins- 
tante em que » é igual a 10 cm e À igual a 20cm. 


19. Deixa-se cair uma pedra num poço e, t segundos depois, 
outra. Mostrar que a distância entre as pedras cresce com a velo- 
cidade de t.g pés por segundo. 


20. Um balão contém 1000 pés cúbicos de gás à pressão de 5 
libras por polegada quadrada. Se a pressão decresce na razão de 
0,05 libras por polegada quadrada por hora, com que velocidade 
cresce o volume (use a lei de Boyle: pu = c). 

Resp. 10 pés cúbicos por hora. 


21. A lei adiabática para a expansão do ar é PV = C. Se 
o volume observado num determinado instante, é igual a 10 pés 
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cúbicos e a pressão é de 50 libras por polegada quadrada, como va- 
riará a pressão se o volume decrescer de 1 pé cúbico por segundo? 
Resp. Crescerá 7 libras por polegada 
quadrada por segundo. 

22. Sey=41— 4! e x cresce constantemente de 1/3 de uni- 
dade por segundo, achar com que velocidade o coeficiente angular 
da curva varia no instante em que x = 2. 

Resp. Decrescendo 4 unidades por segundo. 


23. De uma torneira cai água em um vaso de forma hemiafé- 
rica, com 14 cm de diâmetro, à razão de 2cm' por segundo. Com 
que velocidade está a água subindo: (a) quando ocipa a metade do 
vaso? (b) quando começa a transbordar? (O volume do segmento 
esférico é mrh?— 7h, onde h é a altura do segmento). 


24. De um balão esférico escapam 1 000 cm? de gás por minuto. 
No instante em que o raio é igual a 10 cm: (a) com que velocidade 
o raio decresce? (b) com que velocidade a superfície decresce? 
Resp. 200 cm? por minuto. 


25. Ser representa o raio de uma esfera, S a superfície e V 


Vv 
o volume, provar a relação Ela = as 


26. O leito de uma estrada de ferro forma com ums estrada de 
rodagem um ângulo de 60º. Uma locomotiva está a 500m da in- 
terseção e se afasta dela com a velocidade de 60 km por hora. Um 
automóvel está a 500 m da interseção e para elo se dirige com & velo- 
cidade de 30 km por hora. Qual é a velocidade de variação da 
distância entre a locomotiva e o automóvel? 

Resp. Cresce 15 km por hora ou 15 /3km por hora. 


27. Uma tina horizontal com 10m de comprimento tem como 
seção vertical um triângulo retângulo isósceles. Enche-se a tina 
de água à razão de 8m* por minuto. Com que velocidade sobe a 
superfície da água quando a mesma tem 2m de profundidade? 

Resp. m por minuto. 

28. No problema 27, que volume de água deve ser derramado 
por minuto para que o seu nível suba im por min. quando a água 
tem 3 metros de profundidade? 


29. Um recipiente horizontal com 12m de comprimento tem 
como seção vertical, um trapézio. O fundo dêste mede 3m c seus 
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lados são inclinados, em relação à vertical, de um ângulo cujo seno 
é + Nêste recipiente a água está sendo derramada à razão de 
10 m? por minuto. Com que velocidade sobe o nível da água quando 
ela tem 2m de profundidade? 

30. No Problema 29, com que velocidade a água deve ser reti- 
rada do recipiente para que o seu nível baixe de 0,!m por minuto 
quando ela tem 3m de profundidade? 

31. A abscissa da interseção com o eixo dos zx da reta tan- 
gente ao ramo positivo da hipérbole xy = 4 cresce de 3 unidades 
por segundo. Seja B a interseção da mesma tangente com o eixo 
dos yy. Achar a velocidade de B no fim de 5 segundos, sabendo-se 
que a abscissa da interseção com o eixo dos zz parte da origem. 

Resp. — dé unidades por segundo. 

32. Um ponto P se move ao longo da parábola y? = « de modo 
que sua abscissa cresça na razão constante de k unidades por se- 
gundo. A projeção de P sôbre o eixo dos zz é M. Com que velo- 

leidade varia a área do triângulo OMP quando P está no ponto para 
oqualz=a? 
Resp. Ek Na unidades por segundo. 


OUTROS PROBLEMAS 


1. Retângulos inscritos na área limitada pela parábola y?= 162 
e a sua corda focal perpendicular ao eixo e tais que um de seus lados 
esteja sempre sobre a corda focal, servem de base a paralelepípedos 
retângulos cujas alturas são sempre iguais às do lado paralelo ao 
eixo dos «x. Achar o volume do maior dêsses paralelepípedos. 

Resp. SE V5= 7327. 

2. Dentre as elipses simétrices em relação aos eixos coorde- 

nados, passando pelo ponto fixo (k, k) achar a de área mínima. 
Resp. lx? 4 hp = 2hº%?, 

3 A curva 2-—31y+7)=0 tem um trecho no primeiro 
quadrante simétrico em relação à reta y = z. Triângulos isósceles 
tendo um vértice comum na origem e bases sobre a reta z + y = q, 
estão inscritos nesse trecho. Para que valor de a se obtém um tri- 
ângulo de área máxima. 

Resp. 4(14 13) = 2,308. 

4. De um ponto P, do primeiro quadrante, situado sobre a 

curva y = 7 — 2º, traçou-se uma tangente, que cortou os eixos coore 
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denados em 4 e B. Achsr a posição de P para a qual AB é um 
mínimo. 
Resp. Ordenada = 2 

5. O custo da construção de um edifício é 850.000 para o pri- 
meiro pavimento, $52.500 para o segundo, $55.000 para o terceiro 
e assim sucessivamente. Outras despesas (terreno, plantas, ali- 
cerces, etc.) importam em 8350.000. A renda líquida anual de cada 
pavimento é $5.000. Que número de pavimentos proporcionará o 
maior rendimento neste investimento? 

Resp. 17. 

6. O consumo de um artigo, que se vende aos quilos, é inversa- 
mente proporcional ao imposto que incide sobre ele. Sabendo-se 
que o consumo é de m quilos quando o artigo não é taxado e é de n 
quando a taxa é de t cruzeiros por quilo, achar a taxa que deve ser 
imposta a cada quilo para se ter a máxima renda possível. 


7. Um triângulo ABC é formado por uma corda BC da pará- 
bola y = k x? e as tangentes AB e AC em cada extremidade da corda. 
Se BC permanece perpendicular ao eixo da parábola e se aproxima 
do vértice com a velocidade de 2 unidades por segundo, achar a 
velocidade de variação da área do triângulo quando a corda BC 
está a 4 unidades do vértice. 


8. Um tanque cilíndrico vertical de raio igual & 10 polegadas 
tem um orifício de raio igual a 1 polegada em sua base. A veloci- 
dade com a qual a água contida no tanque escapa é dada pela fór- 
mula e? = 2 gh, onde h é a profundidade da água e q é a aceleração 
da gravidade. Qual é a rapidez de variação da velocidade? 

Resp. Decresce vag Pés por segundo quadrado. 


9. Uma luz dista 20 pés de uma parede e está 10 pés acima do 
centro de um corredor que é perpendicular à parede. Um homem 
com 6 pés de altura percorre o corredor em direção à parede com a 
velocidade de 2 pés por segundo. Quando ele está a 4 pés da pa- 
rede, com que velocidade a sombra de sua cabeça se move na pa- 
rede? 

Resp. & de pé por segundo 


CaríruLo VI 


DERIVAÇÃO SUCESSIVA E APLICAÇÕES 


53. Definição de derivadas sucessivas. Vimos que a deri- 
vada de uma função de x é também uma função de x. Esta nova 
função pode também ser der'vável e neste caso a derivada. da deri- 
vada primeira é chamada derivada segunda. Semelhantemente, a 
derivada da derivada segunda chama-se derivada terceira e, assim 
sucessivamente, a derivada da derivada (n — 1)-egésima chama-se 
derivada n-egésima. Por exemplo, se 


v=32, 
ig EE 
dz 22, 


1] <a 
er alé (é 72x, ete. 


Notação. Os símbolos para as sucessivas derivadas são os se- 
guintes: 





4) ty o d (dy) By 
dz Vir) dat! de Var) der CO 
Para y = f (x), as derivadas sucessivas são indicadas também por 


dy 


Uy=rt vor); 


E - Wr= Ia); = = = fo (a). 


No exemplo dado acima é mais cômoda a notação y = 32º, 
y=122,y!'=362,9"=727, 4 =72. 





so 


DERIVAÇÃO SUCESSIVA E APLICAÇÕES cap. VI 


54. Derivação sucessiva das funções implícitas. Para 


F is E f dz; a 
ilustrar o que ficou dito acima acharemos E da equação da hi- 


pérbole 


ou 


(1) bz? — aty? = ab? 
Derivando em relação a x (8 41). 


2b'y — 2aty de =0, 


dy bz 
(2) de Toy: 
Derivando de novo e lembrando que y é função de x 


dty alyb? — bear EL 


dar? atyt 


dr 


Substituindo Ea pelo valor dado em (2) 


biz 
2b*y — all e— 
Ey A a cia (5) = — beba! — aty?) 
de? ay . ay , 


Mas, a equação dada fornece biz? — a?y? = a?b?. 





dia ds 
“do Camp” 
PROBLEMAS 
Verifique os resultados abaixo 
: Ey 
1 gy=34-—-27+67. Ta td. 
Espe Esto, 
S(a + di)? 
E nat dy A4ab* 
* VS gote' dr? (aber 
2 
4 u=Val+r'. eso, 
(a? + vm)? 
a? d'y Za? 


Safe dra 
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e s= ds (+23) 
ETR ar ento 
f— 272 — já 
r fo=" DD. o-goa 
é aê dy Mura 
IT > CIDA: 
to dy 
2. 2tyt=r, ra FE 
= du Ae 
10. yt=4az. Fri 7 
dy dt Py br 
n biaitay!= ab? de TO ao de O apo 
dy h'— ab 
2 92 = ima 
12 at+2hry+by=1. des = Que Fo” 
dy 2x 
15º dtpy=t der — P 
E By 248 — ny? — qt 
mu d+2ntyi=a a RR 


Nos exercícios 15 - 25 achar os valores de ' e y para os valores 
dados às variáveis. 








15. y=Va+ Coig=a Resp. y 

Vaz 
16. y= 2- 32; .=83. 
1. u=sVE+tOa=4 2Y 
18. v-4yi=92=5,4=2. v=gu=— a 
194º 2tayty43=0, 2= 2 y=— 1 y'=0, 9 = 4. 
20. v=(3-2)a=1. 
a yv=Vit2ga=4 
22 y= Vara; a=2 24 W4227y=16; 2=3, y=2. 
23 y=2V3z-22=2. 2. Piopryp=8 1-2, y=2. 


Para as funções abaixo achar =. 
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Ei = pa 
27. y= Zra 30. gy 4%y = 16. 
23 y=V2-32z. 3. “-Jayty=b 


55. — Concavidade 
de uma curva. Quando 
o ponto P (x, y) percorre 
uma curva, o coeficiente 
angular da tangente à 
curva no ponto P varia. 
Quando a tangente está abaixo da curva (Fig. a), 0 arco da curva 
nas proximidades de P, é côncavo para cima; quando a tangente 
está acima da curva (Fig. d), o arco é côncavo para baixo. Na 
Fig. a, o coeficiente angular cresce quando P descreve o arco AP”; 
logo, f(x) 6 uma função crescente de z. Por outro lado, na Fig. 
b, quando P descreve o arco QB, o coeficiente angular decresce e 
f(x) é uma função decrescente, No primeiro caso, portanto, j” (2), 
é positiva, no segundo caso, degativa ($ 45). Temos, pois, o 
seguinte critério para, determinar o sentido da concavidade num 
ponto. 

O gráfico de y = $ (x) é côncavo para cima se a derivada segunda 
de y em relação a x é positiva e côncava para baixo se esta derivada 
é negativa, 

56. — Segundo método para o exame de máximos e mí- 
nimos. Em A, na Fig. q do parágrafo precedente, o arco é côn- 
cavo para cima e a ordenada tem um máximo, isto é, J' (x) = 0, 
f(x) é positiva. Em B, na Fig. b, $(2)=0,J'(a) é negativa, 

Podemos, então, estabelecer condições suficientes para máximo 
e mínimo valores de f(x) para valores críticos da variável, como 
segue: 

J(x) é um máximo se f(x) = 0 e J'' (x) = número negativo. 

S(x) é um minimo se f (x) = O e J”' (x) = número positivo. 





Temos, pois, a seguinte regra prática para o exame de máximos 
e mínimos de uma função. 


Primeiro Passo. Achar q derivada do função. 


SEGUNDO Passo. Igualar a derivada a zero e achar as raizes reais 
da equação obtida (os valores críticos da variável). 


“Terceiro. Passo. Achar a derivada segunda. 
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Quarto Passo. Substituir cada valor crítico da variável na deri- 
vada segunda. Se o resultado é negativo, então a junção tem um md- 
simo para esse valor crítico; se o resultado é positivo, então a junção 
tem um minimo. 

Quando $” (x) = O ou não existe, o processo acima falha, em- 
bora possa haver, eventualmente, máximo ou mínimo para & função; 
néste caso, o primeiro método, dado no $ 47, deve ser aplicado. 
Usualmente, o segundo método não falha e, se o processo de achar 
a segunda derivada não é muito longo ou monótono, é êste, geral- 
mente, o método mais cômodo. 


Exemplo ilustrativo 1. Apliquemos o método acima no exame da função 
nar, 
z 


encontrada no exemplo desenvolvido na página 60. 


Sorução. Ha) = 2 + 2 : 
Primeiro Passo. rom2s- SE. 
Segundo Passo. 2:-*200, 
2 = 6, valor crítico 
Terceiro Pouso. Pad =2+ ss 
Quarto Passo. ro=+. 
Logo $(6) = 108, mínimo valor 


Exemplo ilustrativo 2. Examinar 2º — 32? — 9z 4 5 no que concerne nos 
máximos e mínimos. Usar o segundo método 


Sozução. Hama -82-02+5. AN 
Primeiro Pao.  J(9)=327-62-9 | 
Segundo Passo. 32-62 -9=0; 

portanto, os valores críticos são z= —163. 
Terceiro Passo. Va)=62-6. 
Quarto Pao. S(—1) = — 12. a 


«*+J(— 1) = 10 = (ordenada de 4) = máximo valor 
13) =» +12..º.7(3) = — 22 (ordenada de 5) = mínimo valor. 
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a É PROBLEMAS 


Examinar cada uma das funções abaixo, no que conceme aos 
máximos e mínimos. 











1 d+B2-a z=—2,dá máx.=2 
z=0, dá mín.=- 2. 
2 P-3e+4 z=-1,dá máx = 6. 
T= 
5 2%-Ba+a. (0>0) aq= 
r= 
4 24+1224+32-27. z= 
2= 
5 3a 2u SE, z=+ 
=, dá min. =— 3. 
6 Jul- 473 — 120º +42. =0, dá máx. 
z=-a1,dá mín. 
2 =2, dá mín.= — 30. 
7 d- data, z=o0, dá máx. = 4. 
2 = + 2, dá min. =0. 
8 ar s=ae,dá máx. = 3, 
Co sra z=-—a, dá mín. =— 4. 
om 
» PH) +22r4D. 12. TE q 
10. 12240927 — 443, 
2 H 2 a 
1. xt(r— 4), o pias 


14. Deve-se fazer uma caixa retangular com base quadrada e 
sem tampa. Achar o volume da máxima caixa que pode ser feita 
com 1 200 pés quadrados de material. 

Resp. 4000 pés cúbicos. 

15. Deve-se construir um tanque de base quadrada e sem 
tampa com capacidade para 125 m? de água. Sendo de Cr$50,00 o 
preço do m? de material para as faces e de Cr$ 100,00 para o fundo, 
quais as dimensões para que o preço seja mínimo. 

Resp. Um cubo de aresta = 5m. 

16. Deve-se fazer um canteiro com 800 m* e em volta um pas- 
seio com 3m de largura ao longo de dois lados paralelos e 6 ao longo 
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dos outros dois. Quais devem ser as dimensões do canteiro para 
que a área total do passeio e canteiro seja mínima ? 
Resp. 20m X 40 m. 

17. Um terreno retangular a conter uma dada área deve ser 
murado ao longo de três dos seus lados. Mostre que a despesa com 
o muro é mínima quando o comprimento do lado não murado é o 
dôbro do comprimento do outro lado. 


18. Deve-se fazer uma tina de uma peça retangular de metal, 
dobrando-se as quinas de modo a que uma seção transversa do só- 
lido obtido seja um retângulo. Sendo 14em a largura da peça, 
qual deve ser a profundidade da tina para que tenha máxima capa- 
cidade. » Resp. 3,5 cem. 


19. Uma janela formada por um retângulo encimado de um 
triângulo equilátero tem 15 pés de perímetro. Achar as dimensões 
da janela, sabendo que por ela passa o máximo de luz. 

Resp. O retângulo tem 3,51 pés de largura e 2,23 pés de altura. 

20. Uma esfera de madeira pesa w quilos. Qual o peso do ci- 
lindro circular reto mais pesado que se pode cortar de esfera. 


E) 
Resp. —= quilos. 
v3 | 
21. A geratriz de um cone circular é uma dada constante a. 
a 
Achar a altura se o volume é máximo. Resp. va. 


22. Uma lata de gasolina consiste de um cilindro encimado por 





: 2 E 
um cone cuja altura = 3 do diâmetro. Mostre que para uma dada 


capacidade, tem-se o mínimo de material necessário à construção 
da lata quando a altura do cilindro é igual à altura do cone. Í 


25. Dada a parabola y? = 8x e o ponto P (6,0) sôbre o eixo, 
achar as coordenadas dos pontos da parábola que mais se apro- 
ximam de P. Resp. (2, + 4). 

24. Um triângulo isósceles tem 20 pés de base e 8 pés de altura. 
Quais as dimensões do máximo paralelogramo inscrito com um lado 
sôbre a base do triângulo, se o ângulo agudo do paralelogramo é 
arc tg 4? Resp. 5 pés X 10 pés. 





25. Quer se cavar uma passagem do ponto 4 para um ponto 
B, situado 200 pés abaixo e 600 pés a esquerda do ponto 4. Cy ter- 


== a 
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reno é pedregoso abaixo do nível de 4 e-arenoso acima. Sendo 
de 5 cruzeiros por pé linear o preço da cavação em terreno arenoso 
e de 13 cruzeiros em terreno pedregoso, achar o mínimo preço da 
empreitada. Resp. Cr$ 5 400,00. 


26. Uma folha de papel para cartaz deve conter 16 pés qua- 
drados. As margens superior e inferior devem ter 6 polegadas e as 
laterais 4 polegadas. Quais as dimensões para que a área impressa 
seja máxima ? Resp. 4,90 X 3,27 pés. 


27. Uma corrente elétrica atravessa uma bobina de raio r e 
exerce uma fôrça F sóbre um pequeno ímã cujo eixo está numa reta 
passando pelo centro da bobina e perpendicular no seu plano. A 





força é dada por F = ? T+ onde x é à distância entre o centro 
(+ zyr e 
da bobina e o ímã. Mostre que F é máxima para x = &r. 


57. — Pontos de inflexão. Um ponto de injlexão sôbre uma 
curva separa arcos de concavidades voltadas para direções con- 
trárias (V. $ 55). 

Na figura abaixo, B é um ponto de inflexão. Quando o pon- 
to que descreve uma curva passa por um ponto de inflexão, à deri- 
vada segunda muda de sinal e, se contínua, deve anular-se no ponto; 
logo, temos: 


(1) Nos pontos de inflexão, |" (x) =0. 


Entre as raízes da equação f(x) = O estão as abscissas dos 
pontos de inflexão. Para determinar a direção da concavidade na 
vizinhança de um ponto de inflexão, examine o sinal de f” (x), pri- 
meiro, para valores de x ligeiramente menores que a abscissa do 
ponto de inflexão e, depois, para os ligeiramente maiores. Se f” (x) 
muda do sinal + para o sinal —, a concavidade é para cima à es- 
querda e para baixo à direita; em caso contrá- 
rio, a curva é côncava para baixo à esquerda e 
para cima à direita. 

Na vizinhança de um ponto onde a curva é 
côncava para cima (como em 4) a curva fica 
acima da tangente e num ponto onde a curva é côncava para baixo 
(como em C), a curva fica abaixo da tangente. Consequentemente, 
nunponto de inflexão (como B), a tangente atravessa a curva. 
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Vamos dar ums regra para achar pontos de inflexão de uma 
curva de equação 3 = j(a). 
Primeiro Passo. Ache J” (x). 


SeaunDo Passo. Iguale f” (x) a zero e ache as raízes reais da 
equação. 

Terçumo Passo. Fizada uma destas raízes, examine 0 sinal 
de J” (x), primeiro para valores ligeiramente menores que a raiz é 
depois para valores ligeiramente maiores. Se f(x) muda de sinal. 
ao passar de um valor menor para um maior, então o ponto é de in- 
flexão. 

+ 
Se J"(x) = +, a curva é côncava para cima Names? 
Se f! (x) = —, a curva é côncava para baixo =, 


Algumas vezes é conveniente fatorar j” (x) antes do Terceiro 
Passo. 

Admite-se que $' (x) e $”' (x) são contínuas. A solução do Pro- 
blema 2, abaixo, mostra como interpretar o caso em que J(x) e 
J'(x) são ambas infinitas. 


PROBLEMAS 


Examinar as curvas seguintes no que conceme a pontos de in- 
flexão e concavidade 


L y=32- 4741. 

SoLução. Ji)=-3A-428+1. 
Primeiro Posso. J'(a)=367— 242. 
Segundo Passo. 362 — 247 =0. 


«tum fez = 0 sioastrafzes. 


Terceiro Passo 1a) = B6z(x— PD. 
Sez<0(M=+. 
So $>2> 0, () = —. 





x 
Portanto, 8 curva é côncava para cima à esquerda e côncava para baixo À 
direita de 2 = O(A na figura). 
Quando O<z< Fito =—. 


Quando => 5, JH2) = +. 





+ Iato pode ser leobrado fâcilmente se dissermos que um vaeo modelado pela curva, quando 
esta é côncava para cima, contém (+) água « quando é côucava pars baixo euturas ( —) dgum. 
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Portanto, & curva é côncava para baixo à esquerda e côncava para cima à 
direita do 2 = 5 (B na figura). 


Logo, oa pontos 4 (0,1) e B(Z, H) são pontos dê inflexão. 

A curva é, evidentemente, côncava para cima em todo ponto à esquerda de 
4, côncava para baixo entro 4 (0,1) e B( , 1), é côncava para cima em 
todo ponto à direita de B. 


2 (y-2B=(2—4). 


1 
SoLução. v=eZt(a ar. 

(O ps dy 1,5 

! Primeiro Passo. a rque-4", 


Segundo Passo. Para 2 = 4, as derivadas primeira e segunda são infinitas. 
Terceiro Passo. T< age =+. 


é 
,>4, = m—, 
Podemos, pois, concluir que a tangente em: (4, 2) é perpendicular ao eixo dos 


22, que à esquerda de (4,2) a curva é côncava para cima e à direita para baixo; 
logo, (4,2) é um ponto de inflexão. 


35 g=2. Resp. Côncava para cima em 
toda parte 

4 y=5-27— 22, Côncava para baixo em 
toda parte. 

s y=a Côncava para baixo à es- 
querda e côncava para 
cima à direita de (0, 0). 

6 vy=at Côncava pars cima em 


toda parte. 

7 y=22-37º-36 2+25.  Côncava para baixo à es- 
querda e côncava para 
cima à direita de z = $. 


1 1 
. o 2— A E E RA ; =qtp—. 
8 y=2iz3— af, 9%» g=2+ ” 10, y=at E 
58. — Traçado de curvas. O método elementar de traçar uma 


curva cuja equação é dada em coordenadas retangulares é, como 
o leitor já sabe, o de exprimir uma das variáveis, digamos y, em 
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função da outra, digamos x, dar valores arbitrários a esta última, 
calcular os valores correspondentes de y, marcar os pontos (x,y) 
que assim se obtém e, finalmente, traçar a curva passando por eles. 
Este processo é muito laborioso e nem sempre aplicável pois pode 
não ser possível exprimir uma das variáveis em função da outra, 
como no caso da equação de uma curva algébrica cujo grau seja 
superior ao segundo. Como é, usualmente, a forma geral da curva 
que se quer, o cálculo nos fornece meios mais poderosos que o acima 
recordado para a determinação da forma de uma curva; de fato, a 
derivada primeira fornece o coeficiente angular da curva em cada 
ponto, a derivada segunda, a direção da concavidade em cada inter- 
valo. Combinados estes resultados, temos uma idéia da forma da 
curva. Para ajuda ao estudante de como proceder neste sentido 
damos abaixo a 

Regra para o traçado de curvas (em coordenadas retangulares). 

Prrmerro Passo. Ache a derivada primeira; iguale-a' a zero e 
ache as raizes reais da equação obtida. Como as abescissas dos pontos 
de máximo e minimo estão entre estas ratzes, examine-as uma à uma. 

Secunpo Passo. Ache a derivada segunda; iguale-a a gero e 
ache as raizes reais da equação obtida. Como as abscissas dos ponios 
de inflexão estão entre estas raízes, examine-as uma a uma, 

Tarcerro Passo. Calcule as ordenadas correspondentes aos va- 
lores das ratees achadas nos dois primeiros passos. Calcule tantos pontos 
quantos necessários para dar uma boa idéia da forma da curva. Faça 
um quadro como o que fizermos para o problema desenvolvido abaixo. 

Quarro Passo. Marque os pontos determinados e desenhe a 
curva passando por eles, valendo-se, para isso, dos resultados fornecidos 
pelo quadro. 

Quando os valores das ordenadas calculadas são grandes, é 
melhor reduzir a escala sobre o eixo dos yy afim de que o desenho, 
traçado dentro dos limites do papel usado, mostre a forma geral 
da curva. Deve-se usar papel quadriculado. Os resultados devem 
ser tabulados como nos problemas que resolvemos. No quadro, os 
valores de x devem seguir um ao outro, crescendo algêbricamente. 


PROBLEMAS 


Trace as curvas seguintes, fazendo uso da regra acima. Ache 


também as equações da tangente e da normal em cada ponto de 
inflexão. 
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1 v=7-92+247-7. 
SoLução. Pela regra acima. 


Primeiro Passo y=S-lBr+2, 
32 -182+H4=0, 
s=2,4. 
Segundo Passo. W =62-18, 
6z2-18=0, 
Terceiro Passo. 2=3. 





W | Observ. | Concavidado 













f 
Í concav. p. baixo) 
f 
1 





concav, p. cima 





Quarto Passo. Marcando os pontos e traçando & curva, obtemos a figura 
no lado, 
Para achar as equações da tangente e da normal no ponto de inflexão 
Ps (3, 11) use as fórmulas (1), (2), 8 43. Isto dá 37 +y = 20 para à tangente 
e8y-— = ã30 para a normal. 
2 Sy=8-32"-92 +11 
Resp. Máx. (— 1,8); mín. (3,— 8); ponto de inflexão, (1,0); 
tangente, 4x+y—4=0; normal, z—-4y-1 = 0, 
3 6Gy=12-Az- 52-27. 
Resp. Máx. (— 1, E; mín. (— 4, — F) ponto de inflexão 
(dd. 
4 y=m— 822. 
Resp. Máx. (0,0); mín. (+ 2, — 16); pontos de inflexão 
(eva - 








5 y=52-— 
Resp. Máx. (1,4); mín. (—1, —4); ponto de inflexão (0,0). 
E pe sder 
2+3 


Resp. Máx. (4/3, 43); mín. (-43,- 43: pontos de inflexão 
3-2), (0,0, (3, 9. 


7, y=2+622 18. agy=2,20. 
x 
3 y=4+327— 2! 
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a 
5 3y=47- I822+1527 19. ey=2+5. 
10, y=(r—- +. 

5 


n Iy=(z-Dt-2(e-l 20. atypsa+ a 





12. y=x(9- a. 
8a 
=2948- 541 3 st... 
13. y=24 522. 21 y Fã 
14. g=328— 52. 
z 
=$- bat . =D. 
15. y=% bat, 22. y (E + ar 
16. y=u(2º— 4). 23. aty=(2t+ 1). 
A 
17. =" + 24. vy+I6y— 7 =0. 


59. — Aceleração num movimento retilíneo, No $ 51 de- 
finimos a velocidade de um movimento retilínco como a derivada 
da distância em relação ao tempo. Pois bem, a aceleração é, por 
definição, a derivada da velocidade em relação ao tempo, isto é, 





(4) Aceleração = a = & te 
De (€), 8 51, obtemos 
Es 
(B) =? 
ig v = ia 
po U 


Tendo em vista os 8 $ 45, 47 e 56, podemos dizer que num dado 
instante t = by: 

v é crescente, se « > 0; 

» é decrescente, se a < 0; 

s tem um mínimo valor, sea >0ev=0; 

s tem um máximo valor, sea<0ev=0; 

» tem um máximo (um mínimo) valor, se « = O e muda sinal 
de + para — (de — a +) quando t passa por to. 

No movimento retilíneo uniformemente acelerado, a é constante. 
Assim, no caso da queda livre (por ação da gravidade sômente), 
a = 9,80m por segundo quadrado. Precisamente, de (2), 8 51, 


s=4,9£, 1=E 981, c=98. 
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PROBLEMAS 


1. A experiência mostra que um corpo caindo livremente do 
repouso num vácuo próximo da superfície terrestre segue aproxi- 
madamente a lei s = 4,94, onde 8 = espaço (altura) em metros e 
t= tempo em segundos. Achar a velocidade e a aceleração (a) 
em cada instante; (b) no fim do primeiro segundo; (c) no fim do 
quinto segundo. 


BoLução. (1) s = 4,92 
(a) Derivando de gt, 
de 
ou, de (C), 8 51, (2) v=9,8tm. por segundo, 
Derivando de novo & = 9,8, 
ou, de (4) acima, (3) a =9,8m. por (seg), 


que nos diz ser constante a aceleração em queda livre; em outras palavras, à 
velocidade cresce 9,8cm por segundo em cada segundo: do tempo de queda. 
(b) Para achar » e a no fim do primeiro segundo, faz-se t = 1 em (2) e (3). 
Portanto E 
v=9,8m por segundo, q = 9,8 m por (seg.2. 
(c) Para achar » e a no fim do quinto segundo, faz-se t = 5 em (2) e (3). 
Logo “ v=49m por segundo, a = 9,8m por (seg.?. 


Dadas as seguintes equações de movimento linear, acbar a posição, velo- 
cidade e aceleração no instante indicado. 


2 s=48-6Gti=2. Resp. s=4,0=10,0=8 
3 s=120t-— 168; t=a4. s=224,0=-8, a=-—32. 
4 2=321-8B;1=2. s=32,v=0,a=—16. 
5 y=62-28,t=1. v=4,0=6,04=0. 
e s=Íojt=d, s=3, -à. 





T' 
7 2=168-MWt+4t=2 
8 y=100-4-8tyt=3. 


9» s=V5t+ 1 





jt=5. 
10. s=VYBt+HBi=2 
Nos problema s2guintes achar a aceleração no instante indicado. 


1. v=80—-32t 1=0. Resp. - 32. 2 
12, v=42-10;t=2. Os clê 
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Dadas as seguintes equações de movimento retilíneo, achar a 
posição e a aceleração da partícula no instante em que, pela pri- 
meira vez, está em repouso. 

14. s=161-—64t+ 64. Resp. s=0,0=ã32. 

15. s=120t- 168. 20 

16. s=Set-B. df PES, 

18. Uma bola atirada verticalmente para cima move-se se- 
gundo a lei. 

s=80t— 16t. 

Achar (a) à posição e a velocidade depois de dois segundos e 
depois de 3 seg.; (b) qual a altura que atinge; (c) qual a altura no 
quarto segundo. 

19. Se a equação de um movimento retilíneo é s = vi+a, 
mostre que a aceleração é negativa e proporcional ao cubo da velo- 
cidade. 

20. A altura (s cm) alcançada em t segundos por um corpo 
projetado verticalmente para cima com uma velocidade de w cm por 
seg. é dada pela fórmula s = mt — 5gt?. Achar a fórmula para & 
máxima altura atingida pelo corpo. 

21. Supondo no problema precedente w = 160, q = 9,8, 
achar: (a) a velocidade no fim de 4 seg. e no fim de 6 seg; (b) a dis- 
tância percorrida durante o quarto seg. e durante o sexto segundo, 

22. Um carro faz uma viagem em 10 min., movendo-se se- 
gundo a lei s = 250º — Eu, onde t é medido em minutos e s em 
pés. Pergunta-se: (a) qual a distância que percorre; (b) qual & velo- 
cidude máxima; (c) qual a distância percorrida quando a máxima 
velscidade é atingida. 

Resp. (a) 12.500 pés; (b) 1924 pés por min.; 
(c) 6.944 pés. 


OUTROS PROBLEMAS 


1. Tracea curva (4—-22-+21)y=24- 2º e ache as equa- 
ções da tangente e da normal em cada ponto de inílexão. 

Resp. Máx. (1, é). Ponto de inflexão (0,0); tangente, 
z-—2y=0; normal, 22:+y=0. Ponto de in- 
flexão (2, 0); tangente, x +2y-— 2= 0; normal, 
22x—-y—4=0. 
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2. Uma certa curva (a tratória) é tal que o comprimento de 
cada, temente (distância do ponto de contato à interseção com o 


eixo dos zz) é constante = c. Mostrar que 


dy yo dy ey 
(o) dr Vc — q! 6) de (Cy 





3. Determine k afim de que as normais nos pontos de in- 
flexão da curva y = k(x? — 3)? passem pela origem. 
1 
4v2' 


Resp. k= 


CaríruLo VII 


DERIVAÇÃO DAS FUNÇÕES TRANSCENDENTES. 
APLICAÇÕES 
Consideraremos agora funções como 
sen2z, 3, log(L + 2º), 
chamadas funções transcendentes. 


60, — Fórmulas de derivação; segunda lista. As fórmulas 
abaixo serão deduzidas neste capítulo, e, com as fórmulas do $ 29, 
compreendem todas as fórmulas de derivação usadas neste livro. 











dh 
x Etnia (in v = log, o) 
Xa Te 2 ng)= me e. 
XI Essa £. 
Xla Eem- ee. 
XI E) = watt mu ve. 
XI É temo) = cosp 
XIV É (cosa) = —senv dE, 
xv = (eo) = sete 
XvI Ec j=— cosseçt u de. 
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d do 
XVII dz (Sem) = secotgo o. 
XVII di )=— et; e 
a; (cosseco) = — cossecvetgo =. 
XIX É verso) = sen, 
Es 
XX E (ereseno) = Es 
do 
xxI E Gerecose) = as v> 
do 
d de 
XXII & Bret) = 
do 
d da 
XXIII do (rectgo) = 
XXIV dt re Beco) = 
a (ares = 
E dE À 
RKXV dy (are cossecv) = 
Er va ) = 
XXVI E arc versv) = 


61, — O numero e, Logaritmos naturais. Um dos mais 
importantes limites é 


1 
(1 lim (1 + a)? = 2,71828.... 
=0 


Este limite se indica por e. Uma demonstração rigorosa de 
que o mencionado limite existe está fora do alcance deste livro. 
Contentar-nos-emos, por isto, em mostrar, gráficamente, que quan- 


1 
do z=>0, a função (1 + a)z (=y) toma valores próximos a 2,715..., 
isto é, e = 2,718... aproximadamente. 


se O NÚMERO é 107 


Quando z— O pela esquerda, y decresce e tende a e. Quando | 
z>0 pela direita, y cresce e também tende a e. 





2,7195 





O fato expresso em (1) é usado no $ 63. 

Quando x —» + =», y tende a 1; quando z— — 1 pela direita, 
y tendea + o. Asretasy=1lezx=-—ãl são assíntotas. 

No Capítulo XX veremos como se calcula o valor de e com um 
número qualquer de decimais. 

- Logarimos naturais, ou neperianos, são os que tem o número e 
por base. Estes logaritmos tem uma importância extraordinária 
em Matemática. Para distinguir entre logaritmos naturais e loga- 
ritmos comuns usaremos a notação 

Logaritmo natural de v (base e) = Inv. 
Logaritmo comum de v (base 10) = log v. 
Por definição, o logaritmo natural de um número N é o ex- 
poente x na equação 


(3). e=Nisto é 2=hN. 
Ser=0,N=lelhnl=0 Sez=1,N=ecelne=1. 
Sez>= o, N50; escreveremos ln O = — o. 


Ao estudante é familiar o uso das tábuas de logaritmos comuns, 
onde a base é 10. O logaritmo comum de um número N é o expo- 
ente y na equação 


(4 1h =N, ou y=logN. 
Exprimamos a relação entre In N e log N. 


; Tomemos em (3) os logaritmos dos dois membros, em base 10. 
Temos, então, por (2), p. 1, 


gloge=logN. 
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Resolvendo e lembrando que « = In N, por (3), obtemos a re- 
lação desejada 


log N 
, = log 
(4) ny =. 


Logo, obtemos o logaritmo natural de um número dividindo o seu 
logaritmo comum por loge. 


A equação (4) fornece 
(6) logN=loge.nN. 
Logo, obtém-se o logaritmo comum de um número multiplicando o seu 


logaritmo natural por loge. Este multiplicador é chamado o módulo 
(= M) dos logaritmos comuns. 


Pelas tábuas, loge = 0,4343 e L = 2,303. 


log e 
A equação (4) fornece portanto 
(7) InN = 230308 N, 


9 que permite construir uma tábua de logaritmos naturais a partir 
de uma tábua de logaritmos decimais. 


62. — Funções exponencial e logarítmica. A função de x 
(1) v=e (e = 2,718...) 
chama-se função exponencial. O gráfico dela é o da figura abaixo. 
Ela é uma função crescente de « para todos os valores de x, como 
veremos mais tarde, e contínua em todos os pontos. 
Y De (1) resulta, por definição. 
(2) z=Ingy. 
As funções e* e In y são, pois, funções inversas 
uma da outra ($ 39). Trocando o nome das va- 
ol x Tiáveis em (2), temos 
6) v=lnz, 
na qual y é, agora, uma junção logarttmica de 2. O gráfico desta 
função é o da figura abaixo. Ela não é definida para valores nega- 
tivos de x nem para z=0. É uma função 
crescente para todos os valores de z> 0 e 
contínua para todos estes valores, isto é, 
($ 17), para todo valor a de 2 maior que zero, 


(4) lim lnz=lna. 
xs 
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Quando «> 0, então y—» — =, como se observou acima. O eixo 
dos yy é uma assíntota da curva. 


As funções a? e log, z (a > 0) têm as mesmas propriedades que 
e: elnz e gráficos similares aos de acima. 


63. — Derivação de um logaritmo. 

Seja v=Ine. (v> 0). 

Derivando pela Regra Geral ($ 27), considerando » como va- 
riável independente, temos 

Paimemo Passo. v+ Ay=In(o+ A). 

SegunDO Passo. Ay=In(v + Av)-—lny 


=ln (=) = m(1 + de), Por (2), p. 1. 


Ay (1 (1 E 
Terceiro Passo. Ao Ar In (1 + 


Não podemos calcular o limite do segundo membro, na forma 
em que está, pelas regras do $ 16, pois o denominador Av tende 
a zero. Escrevamos, então, a equação como segue 


Autor e( ESZ 
Av Ag In 1+ 


(ns por na 


1 Av 5 A 
Rr m(1+ e: Por (2), p. 1 


A expressão que segue In está na forma do segundo membro de 
A 
(2), 8 61, com x = > 


dy 1 ces 
Quarto Passo. do he= 7 


E do-0, ÁE -,0, Logo lim (1 + 


(1), 8 61. Por (4), $ 62, obtemos o resultado. 





Como o que se quer é derivar Inv em relação a x e como » é 
função de x, devemos usar a fórmula (4), $ 38, d”. derivação de uma 
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Junção de junção, precisamente, 


dy (dy do 
da do dz 
Substituindo o valor de du do resultado do Quarto Passo, 
obtemos 
do 
d dz 1 do 
E E nim 


A derivada do logaritmo natural de uma função é igual à derivada 
da função dividida pela função (ou, o recfproco da função vezes a deri- 
vada.) 

Como log v = ge e Inv, temos logo (IV, 8 29) 


ter do 
de 





Xa É x (106 = 


Se da função exponencial. 


Seja v=a (a > 0) 
Tomando os logaritmos em base e dos dois membros, 
Iny=vlna. 
E bt, 
a “ho” la ny 


De (0), $ 39, tratando-se de funções inversas, obtemos 


E) =lna-y, 
ou 
dy 
«1 = nao 


Como v é uma função de x e se quer derivar a* em relação a 
=, ussmos a fórmula (4), $ 38. Obtemos, assim, 
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dy de 
=lna- did 
d do 
cn E + qi é 
XI E a) =lna-a” ar 


Quando «=e, lna=lne=1,e XI torna-se 


dv 


de 





Xla É (e) 


A derivada de uma constante com expoente variável é igual ao pro- 
duto do logaritmo natural da constante, pela constante com o expoente 
variável e pela derivada do expoente. 


— Derivação da função exponencial geral. Demons- 
tração da Regra de Potência. 


Seja v=u. (u > 0). 
Tomando de ambos os membros os logaritmos de base e, 


Ing=vnu, 
ou g=cltas, (Por 3 $ 61) 





Derivando pela fórmula XI a, 






u. eme É (olnu) 
=ets 2 tu por Ve X 
dy 
= tudo 
d du do 
ty = mat e qu 
XII “a 0) veto tina “TT 


A derivada de uma função com expoente variável é igual à soma 
dos dois resultados que se obtém quando se deriva, primeiro, conside- 
rando o expoente como constante (por VT) e depois considerando a função 
como constante (por XD). 

Seja v igual a uma constante qualquer n.; neste caso, XII reduz-se a 


d du 
= nuno. 
Z (ur) = nu” E 
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Fica, assim, provado que a Regra da Potência VI é verdadeira 
para qualquer valor da constante n. 


Exemplo ilustrativo 1. Derivar y = In (2º + a). 


d 
dy T+ 


Sorugão. ad por X 


o=22+a). 


2x 
caro fer 
E : A 2x 
Exemplo ilustrativo 2. Derivar y =log 7 





Sorução. Por (2), p. 1, temos 


y=log2z- log (1 + 2º). 


di q doES dg OO 
Donde do” e de 2* irado (+?) porlilo Xe 


- ge (2 - 2) =loge IDE. Resp 
2 1+% z(1+2º) 
Exemplo ilustrativo 3. Derivar y m= al, 
Sorução. Mama cout É (82) por XI 
=6zhno- e Resp. « 
Exemplo ilustrativo 4. Derivar q = beta, 


SoLução. Ee - bm À (para) por IV 


ne aa por Xla 
dr 
m 2brettr Resp. 
Exemplo ilustrativo 5, Derivar y=2*. 
SoLução. Sa = elperd É +z*ln E à (a) por XII 
= pane e 
- ese(1 +he). Resp. 
66. — Derivação logarítmica. Na derivação das funções loga- 


rítmicas deve-se, antes de aplicar X e Xa, verificar se não é pos- 
sível simplificar os cálculos com o uso conveniente das fórmulas 


DD 
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de (2), página 1. É importante que estas fórmulas sejam usadas 
sempre que possível. 
Exemplo ilustrativo 1. Derivar y=inviI-—Z. 


Sorução. Usando (2), p. 1, podemos libertar & função do radical, como 


segue: 
v=in(d-2). 


a 
x 1-4?) 
Dat pg por X 
-22 E 
“2a 





Resp. 


=3 





4 
Exemplo ilustrativo 2. Derivar y = In V ns. 





SoLução. Aplicando (2), p. 1, 
vm bad +a) — In (t — 23). | 











a (ÉUtS ga-a 
Donde 4 [Ea E] por HI e X 
z z 2z 
ipa Is fat” Resp. 





Na derivação de uma função exponencial, especialmente no caso | 
de uma variável com expoente variável, o melhor caminho é tomar 
primeiro os logaritmos naturais da função e depois derivar. Assim, 
o Exemplo Ilustrativo 5, $ 65, é resolvido de modo mais elegante 


como segue: 


Exemplo ilustrativo 3, Derivar y = 2º, 
Souução. Tomando os logaritmos naturais 








ny=&inz. por (2), p. 1 
Derivando ambos os membros em relação a z 


dy 


a a 
E cj no) ted (e) por Xe V 


=e.Leuse, por X e XLa 


O O 
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dy 1 
ou aee (E+m.) 


= eu (E +n :) o Ride 


5. 





Exemplo ilustrativo 4. Derivar y = (422 — 7)2+ vz? 


SoLução. Tomando os logaritmos naturais 


ny=(2+V2>5n(42— 7). 


Derivando ambos os membro em relação a 2. 











ldy os vaca a Es ; 
7 dz (2+ vz dj titt-D a E 
dy 2 + ve [ECA VS mao 
dz O (4a Pt vo E + - Resp. 


No caso de uma função contendo fatores é, algumas vezes, con- 


veniente tomar os logaritmos naturais e aplicar (2), p. 1, antes de 
derivar. Assim, 


Exemplo ilustrativo 5, Derivar 1 = & do 5 : 


Sorução. Tomando os logaritmos uaturais, 
lny=iln(s-D+In(r-2)-In(z—3) —in(z— 4). 


Derivando ambos os membros em relação a z. 








1dy (1 ER A Ly 
vdz 2|z-1"%-2 -3 "2-4 
27º- 107 + 
Ep SER GIL o 
«-De-)E-)R-9* 
dy 27 — lidar 1 
ou is 





(1 -— nie — pr Teo sita aê 
PROBLEMAS 


Derive cada uma das funções abaixo: 





d: 

1 yv=In(az+5. Resp. = E 
di 2 

2 v=ln(at+b. WEST 


$ 66 


3 


7 


9 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


2. 


DERIVAÇÃO LOGARÍTMICA ns 


y= In (az + bd. 
y=lnar. 
y=lna. 
y=Iniz[=(Ingy?) 


y=In(22 — 32º + 4). 


sito 


y = log 
tn É 

a E 

y=Inv9- 2%. 


v=In(az va + a). 
Il) = ana. 


y=n(a+ vira. 


s=nqiEto 


a— bt 
It) =2lnz”. 
p=", 
y= (e. 
g= e. 
2 
= 





dy peod 
dz uz +o 
dy 


n 
da 
dy 8, 
do O 
dy 3 


do z 
dy 6r(r—1) | 
da 27 -—-3?+4 














dy, dores, 
dz Fi 
dis aê, 
dr a(l4a%) 
dy 2 
de — 242 
dy 2a +8r. 
dy 2x(a+«) 
iw=1+nz. 
Dora 
de ab 
dt qr bu? 
IO=2WI+2na. 
GL nes. 

dy 


e 10"z In 10, 





2» 
E. vn b. 
dy 2b%!n bh. 








116 
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22. u=se, Resp. E-eg+n 
=. d  e(u—1) 
ts n du “o 
= nz dy 1-nz 
Mo y=— Ta 
dy 2 
25. Elm z rh 
se dy Le 
x dr (e + 
dy — 
27. mola 2? 
dy  1(=,-£ 
28. a(s +e3). 
dy 4 
29. Etr: 
da 2-4nt 
50. 7 
vVe2+i- 
a so=nVEHICE quo ; 





Verti+a” 
Sugestão, Racionalise primeiro o denominador 
52 gy=2" Resp. y=2"(1+Ina). 














sede y =D Ítho, 
2vz 
34 e=(2) de (2)(nº-1) 
Rod eram 
38» p= ESGate. E- Era mo): 
36. 1= SEE & vis +75] 
5 y=a(a+bar. acsliteral) 


Nos exercícios 38-47 achar o valor de a para o dado valor de z. 


38 g=in(r+D;r=4 Resp. v=$ 
30 gya=log(tr—-3);r=2. W = 0,3474. 


567 


40. g=z:nvV:+3;2=6 


4a g=m3,q=1. 
ln x? 





52. 


53. 


4a y= E p v=4 
< 

4 y= rea 

4. y=logV2-4z; x=5 

45. y=10;2=4 
dy 

Ache 

48. y=lncz. 

49. gy=em, 

so. gy=alng. 

SL g=e" 


Derive as funções abaixo 





Vaio 

sa In MEDO. 
x 

sã ln Voa 
x 

“Ta? 

6. 1 Y . 

a Se esta 
t 

57. n — ===. 

v21+3 


A PUNÇÃO SEN £ 


47. 


yv= 


n7 





Resp. y = 1,4819. 
y=0 


y = — 0,0483. 


3 

1=(5) ee 
vV2+9 

v= ads ga “o 4 





para cada uma das seguintes funções 


£-u 
bjra 





58. 


59. 
60. 


61. 


62. 


67. — À função sen x. O gráfico de 


(40) 


v=senz 


z 


em va. 
10log t . 
(aos. 


28", 














é o da figura acima. 


(5 2), de um ângulo. 


Cada valor de z é a medida, em radianos 
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Assim, para z=1,y= sen (1 radiano) = sen 57º 18º = 0,841. 
A função sen x é definida e é contínua para todos os valores de x. 
É importante notar que sen z é uma função periódica com período 
27. Realmente 
E sen(z+ 27) = sena, 


isto é, quando o valor de x é acrescido de um período, o valor de 
y é repetido. 

A propriedade de periodicidade tem a seguinte interpretação no 
gráfico da página anterior; a porção da curva compreendida entre as 
paralelas z= 0 e x =27 (arco OQBRC da figura) pode ser deslo- 
cada paralelamente a OX quer para a direita quer para a esquerda de 
uma distância igual a um múltiplo qualquer de 27 e continuar a ser 
ainda parte do gráfico da função na nova posição. 

68. — Teorema. Antes de calcular a derivada de senx ($ 69) 
é necessário provar que 


sen z 





(B) tim =1. 


= & 

Sh r Este limite não pode ser calculado com as 
hr regras do $ 16; devemos lançar mão de outros 
meios que nos fornecem a geometria e a trigo- 

nometria. 
Seja O o centro de um círeulo de raio igual a 1. Seja x = ân- 
gulo AOM medido em radianos. Como o raio é 1, arco AM = x. 
Consideremos o arco AM! = arco AM e tracemos MT e M'T 
tangentes ao círculo em M e M' respectivamente. Da geometria, 

temos 
MM' <arco MAM! <MTAMT 


Ora, por trigonometria, 
2sens<27<2tgã. 
Dividindo por 2 sen x, obtemos 


x 1 


i< . 
senz cost 








Daqui resulta, tomando os recíprocos 


senr 


1> 





> cosz. 
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E sent us E 
Logo, quando « é pequeno, 9 valor de está compreendido 


entre 1 e cost. Mas, quando x—0, lim cosz = cos0 = 1, pois 
cost é contínua para z=0. (V. 8 17). Assim, fica provada a 
igualdade (B). 

É interessante notar, pelo gráfico, o comportamento da função 


sen 





y= 


z 








A função não é definida para x = 0. Atribuamos, contudo, O 
valor 1 à função para x = 0. Obtém-se, assim, uma função defi- 
nida para todos os valores de x e contínua para todos estes valores 
(V. 5 17). 


69. — Derivação de sen v. 
Seja y=senv. 


Pela Regra Geral, $ 27, considerando v como variável inde- 
pendente, temos 


Primerro Passo v+ Ay=sen(v+ At). 
SegunDo Passo Ay = sen (o + Av) — sen. 


Para o cálculo do limite, no Quarto Passo, deve-se transformar 
o segundo membro. Para isto, é mister usar à fórmula de (6), 8 1, 


sen 4 — senB = 2cosi(A + B)send(A — B), 


fazendo A=v+ A, B=v. 
Então J4A+Bj=0+5A, dA —B)= 34. 
Substituindo, 


sen (v + Av) — senv = 2 cos (e + 5 Av) sen 5 Av. 


dr) do 
2 SE Ta 





Logo Ay = deos(» + 
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sen Ed 
Ay As 2 
TERCEIRO Passo. AT cos(? + Z ) Mo 
2 


di 
Quarto Passo. po cost. 
do 


= 


Substituindo este valor de du em (4), $ 38, obtemos 





dy = cosv E 


da do" 


XII er de (een 0) = cone. 


O enunciado da regra correspondente fica a cargo do leitor. 


70. — As outras funções trigonométricas. A função cas x é 
definida e contínua para todo valor de x. É periódica, com período 
27. O gráfico de 


y=cosz 


obtém-se do gráfico de sen x ($ 67), tomando-se 4 reta x = 47 como 
eixo dos yy. 


O gráfico de y=tga 


(V. figura) mostra que a função tg z é descontínua para um número 
infinito de valores da variável independente z, precisamente, para 
z=(n + 3)r, onde n indica um número inteiro positivo ou nega- 
IVO. 

yo De fato, quando «> im, tg x 
tende &o infinito. Mas, da igual- 
dade tg (x + 2) = tg x, vemos que 
a função item o período 7 e os va- 
lores z=(n+3)r diferem de 
“r por um múltiplo do período. 

A função ctg 7 tem o período 
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x. Ela é definida e contínua para todos os valores de x exceto 
x = ny, sendo 2 um inteiro. Para êstes valores ctg 7 torna-se infi- 
nita. Finalmente, sec x e cossec x são periódicas, tendo cada uma 
o período 27. A primeira é descontínua só quando x = (n +3)y 
e a segunda só quando x = nm. Os valores de x para os quais 
estas funções tendem ao infinito determinam assíntotas verticais 
nos gráficos. 

71. — Derivação de cosv 

Seja y = cosb. 


Por (3), p. 2, pode-se escrever 
” 
Edo: 
Derivando pela fórmula XIII, 
dy a E Jé(Z- ) 
dz “TZ dz V2 
calg-(-8) 
cos 2 v da 
dy 


=— senvço. 
[poi cm (3 - ) man por (3), p. 2] 
. 4 a do 
XIV nas dg (cosv) = sento. 


72. — Demonstrações das fórmulas XV-XIX. Estas fórmu- 
las podem ser facilmente obtidas exprimindo-se a função em causa 


em termos de outras funções cujas derivadas já tenham sido achadas, 
e derivando. 


Demonstração DE XV. Seja v=tgo. 


Por (2), p. 2, pode-se escrever 


sen v 
cosy 





y= 
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Derivasgo pela fórmuma VII, 


ad d 
cosv (seno) — sen vz; (cos) 











dy 
dr” costy 
do do 
E ppa pad 
o so 
o cos?y 
do 
a cen ; 
= o = 80 “Te 5 Usando (2), p. 2 
d dy 
E E = sec? p 
XV e q te?) sector. 


Para provar XVE-XIX, basta lembrar que 


XVI cgo=-L vil sev= Lo 
tgv cos v 


XVII. cossec v = —1— - XIX. verseno » = versv = 1 — cosp. 
sen v 


- 75. — Observações. Para a dedução das fórmulas I-XIX foi 
necessário aplicar a Regra Gerul, $ 27, apenas para as seguintes 


d du , do dy a E 
HI rd uto—w)= E + de Soma algébrica 
dont, du j 
vV Er (un) = “Te + = Produto 
du à do 
pe q E 
. df) kr de : 
vu Fm ( =) EI Quociente 
dy dy dr E 
VII Ls Al f 
VIII de dE dE Função de função 
ty 1 Função inversa 
1 de dr” á 
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do 
X É Quo) = =. Logaritmo 
XIII É (sen v) = dos ndo E: Seno 


A dedução das demais bascou-sc nestas e delas dependerão 
também todas as fórmulas de derivação que deduzirmos. Vê-se, 
pois, que a dedução das fórmulas fundamentais de derivação cn- 
volve o cálculo de apenas dois limites de alguma dificuldade, preci- 

















samente, 
sen v 
F = 4 
lim : por 8 68 
ES 
e lin (+00) or $ 61 
lim (1 + 0) por $ 
PROBLEMAS 
Derivar as funções 
1. y=senagz, 
ã Ea A (aa? 
Socução. is cos ax? (az?) por XIH 
lo = 02). 
= Dacosar. Resp. 
2 vyv=tgVl-—s. 
Sorução mma vIcEla af or XV 
; dz dz ” 
fe=v1—a. 
est vi-s-S1—A(—1) 
se? vi -—z 
-=- - Kesp. 
2vi-z 
5 y=ecosg. 
SoLução. Podemos também escrever 
v = (cos a), 
da =3 (cos af É (cos 2) por VT 
nú dz 


lo=cosz e n=3] 
cost x (— sen 2) por XIV 
= —3sengcotz Resp, 





4 


4. y=sennzser'z. 
Sorução. dE -snnc E (enop tema O tenna)  porV 
lu = senaz,e v = sen? 2]. 
=senne-n (sen at. À (gen 2) 
+ sent acos nz É (n2) por VI e XIII 
m sen nz sen?! x cos 2 +n sen" zcos nz 
— msent-1 r(sen nz cos x + cos nz sen x) 
=nsentlgsen(n +I)z Resp. 
5. y=esenaz. Resp. y = acosaz. 
6 y=3cos2r. v = — 6sen27. 
7 s=tg3l 8 = 3sec!3t. 
8. u=2eg = — comett. 
9 y=asec4z. y =4sec4xtgéaz. 
10. p=acossec' bo. p' = ab cossec! bO ctg b9. 
n. y=isenz. y = sena cosa. 
ds — sên2t 
122. s= Vcos2t. = —— . 
di Vcos2t 
; a 2 
15. p= YE30 da — SE SE, 
(tg30)3 
u y= 4 , dy —2tgr, 
i Vsecz dz ser 
15. Yy=zeosg. y =cosz— «sent. 
16. J(0)=-tg8-o. 10) =tgo. 
17. p= Rô, do  BeosB — sen. 
TR 8 do [0 
18. y=senZzrcosz. y =2cos2r cosz—sen 2z sen z. 
19. y=lnsenar. y = actgar. 
20. y=InVcos2Za y=-—tg2z. 
21. = e senbr. y = es (asenbz + dbeosbz). 
22. s->ecteos Qt. 6! =— ct(2sen2t+ cos 21). 


DERIVAÇÃO DAS FUNÇÕES TRANSCENDENTES cap, VIE 














$ 7. 


23 


2a, 
25. 
26. 
27. 
28. 


29. 
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x z x 
v=Inteço Resp. y = ctg a seta 
p= nyhteme E 

I— senz 


J(8) = sen (9+a) cos (8a). SJ (0) = cos20. 





J(x) = sen?(m — 2). fta)=-2sen (m—<) cos(m— 2). 
p=Ttg0-tg0+0. p'=tg'0. 

= una ED  quens( DZ ; 
y = qeaa, e E ( = +eosrinz) 
y = (cosz). w=ylncosz-— xtga). 


Ache a derivada segunda de cada uma das funções abaixo 


30. 


Bl. 


52 


53. 


Sd. 


35. 


36. 


57. 


Ache 


38. 


39. 


10.7 




















dº, 
y=senkz. Resp. = — kº sen kz. 
d 
p=icos26. P cos 20. 
a? 
u=tgo. o = 2sectutgo. 
dy à 
y= cost. da — — 2seux— ncosz. 
sen x dy — 2senx— 2acosz-aisenz . 
“Ce dr o. Fa] 
dº 
s = cost, = — 2&sent. 
s=etsenZt. = =-— et(3sen2t+ 4cos 21). 
y = es sendr. EE = (ss [(a?—bº) sen br4-2ab cos bz). 


d 
e para cada uma das funções 





dy sen (x — 4) 
y=cos(r—y) Resp. Ee. 
dy cos (x + 3) 
er=sentr+Hi). mad “Eus Edo . 
dy a! 


cosy = In(r+y). q TCA 
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; dy 
Nos exercícios 41-50 achar o valor de E para o dado valor 


de x (cm radianos). 








4 y=r—cosz;r=l. Resp. y = 1,841. 
42. y=esen 5 É y = 1,881. 
45 y=Incosz;z=05 y = — 0,546. 
44. Cir=—05. Resp. y = — 3,639. 


É 
45. y=sentreslrr=1. 


46. v=In viga r=ir 





47 Csenz;r=2. 
48. g=IOcEcosmrr=l. 

z 

>. ' 91: 
49. pefeisnD;r=02, vW=— 21,85. 


50 y=I0c"sensz;a 





L y = — 27,00. 
74. — Funções trigonométricas inversas. A equação 
(80) y = senz, 


diz que “z é à medida de um ângulo em radianos enjo seno é igual 
ay? Para um ângulo cêntrico de um círculo com raio iguala 1, 
“é também igual ao arco interceptado (V. $ 2). Simbolicamente, 
escreve-se 

0) . 1 =areseny, 


que se lê “x igual arco seno 7". As funções (1) e (2) são inversas 
tuma dia outra ($ 39). 





Como estamos habituados a chamar de x a variável indepen- 


dente c de y a função, faremos a troca destas letras em (2), obtendo 
essi 


3) y=aresenz. 





Esta função é, pois, definida para todo valor de z cujo valor abso- 
luto seja menor ou iguala 1. 

Para a função (3) usa-se muitas vezes a notação y = sen r, 
que é inconveniente, pois pode ser tomada como sen « com expo 
ente —1 a expressão sem! z. 
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Consideremos, em (3), os valores de y determinados por x = 3, 
isto é, 


(4) y=aresen! 


Um valor de y satisfazendo (4) é y = pm, pois sem jr= 
en 30º = 3. Um segundo valor é y= Cm, pois sm T= 
= sen 150º = 4. Para cada um destes valores de ; pode-se aeres- 
centar ou subtrair um múltiplo qualquer de 27. Logo, e número de 
valores de y satisfazendo (4) é ilimitado. Diz-se, então, que a função 
(V. figura) é de “infinitos valo 











arc sen q 

O gráfico de arc sen z (V. figura) mostra bem esta 

propriedade. Quando x =0M, y= MI, MPs, MPs 
o MQy MO. 

É perm.ssível e aconselhável num grande número de 
problemas escolher um dos muitos valores de y. — Esco- 
lhemos, então, o valor entro — 3 7 cr, isto 6 0 menor 
dos valvres em valor absointo. Por exemplo, 


(5) are sen 3 = Em, arc sen 0=0, are sen(— =—1 7. 





Com isto, a função are sen x torna-se de um só valor, € se 
(60) y=aresenz, então —>Ir<y<im 
No gráfico limitamo-nos ao arco QOP, 
Do mesmo modo cada uma das outras funções trigonométricas 
inversas podem-se tornar de um só valor. Assim, para 
are cos x, se 





(7) y=arecosr, tomu-se OS yLT. 
Por exemplo, 
are cost = Ir, arecos(= |) = Gm arecos(— 1) = 7. 
De (6) e (7) obtemos a identidade 
(8) aresenz +arecosz = 7 


No gráfico de arc cos x (V. figura), nos limitamos 
ao arco QR,P. 

Definições estabelecendo um único valor para cada 
uma das outras funções trigonométricas inversas serão dadas abaixo. 





75. — Derivação de arc sen v. 


oe 
q 
A 
IA 
este 


Seja y = nresens; (— 
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então v=sengy. 


Derivando em relação a y por XIII, 





do ass 
dy vi 
di 1 
portanto = = EE - Por (0), 8 39 


Como » é uma função de x, tem-se, pela (4), 8 38, 


dy. 1 del 1 dv 
dz” cosy de vi-pdo” 









4/1 —+?, tando-se tomado o sinal + do radical, ] 


F. inclusi 
é E inclusivo. 
E) 








do 
ad dz 
XX . —— (arcsenv) = — ===. 
do ADE 
speed. O gráfico 


de Via 


é o arco QP da figura. O coeficiente angular tende ao 
infinito em Q e P e iguala 1 em O. A função cresce 
(y' > 0) no intervalo [— 1, + 1). 





76. — Derivação de arc cos v. 
Seja Yy = are cosv; (0SysS7) 
então v=cosy. 


Derivando em relação a y por XIV, 





seg; 
dy ae yo 
dy 1 
logo do UR Por (0), 8 39 


Mas, como » é função de 2, isto pode ser substituído em (4), 
$ 38, dando 


dy 1 de 1 dv 








dr OT smy do vVi-pdo 


[mr = VI cosy = 41 — >, tendo-s: tomado o sinal + do radical, 
pois sen y é positivo para todos os valores de y entre O e 7 inclusive, 
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XxI 





Se y = arc cosz, então y = — — 





— 1a +1 (arco PQ da segunda figura du página 127), y decresce 
derad(y <0. 

77. — Derivação de arc tg v. Seja 

(1) y = arctgv; então 

(2) v=tgy. 

A função (1) torna-se de um só valor se 
escolhermos o mínimo valor absoluto de y, - 
isto é, um valor entre — ireir, orcemponddente ao arco AB 


da figura. Ainda, quando v—> — 0, 4 — 37; quando 15 + 8, 
vor. Ou, simbôlicamente, 








(3) arctg(+ o)=37, aretg(> o)= jm. 


Derivando (2) em relação a y por XV, 


ira sec? y; 

dy cd Yo 

dy 2d WE LO, 5 
logo do Bssigi Ss Por (0), 8 39 


Como » é função de x, isto pode ser substituído em (A), S 38, 
dando 


(oecêy mL + tem 1 + 9) 





xxII A E aretgo) = Tê 
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Se y = arctgz, então )y = ea função é crescente pari 
Y j 


1 
1+=* 
todos os valores de 7. 


! 
A função aretg — fornece um bom 
z 
exemplo de função descontínua. Vemos, ga e Na 
limitando-nos a um ramo do gráfico de E x 
"ez 
7 








I= 


y = uretg-" 


= 


que quando x tende a zero pela esquerda, y tende a — 17 e quando 
« tende a zero pela direita, y tende a 57. Logo a função é des- 


contínua para z= 0 (S 17). 


78. — Derivação de arc ctg v. Seguin- 
do o método do último parágrafo, obtemos 








q Lu Re e — 
XXIII = (are etgo) = re: E np 





A função é de um só valor se, sendo —=— 
v=meetgo, 0O<y<m-o gráfico dela é, 
neste caso, o arco AB da figura. Tem-se 
também que 450 quando e> + e, y>T quando v>— o, 
isto é, simbolicamente, * 








arectg(+ o) = O arcetg(— 0)=. 


79. — Derivação de arc sec v e arc cossec 1. 
Seja 
(1) y= aresecr 





Esta função é definida para todos os valores de » não situados 
entre — Le +1. Para torná-la de um só valor (v. figura), 


escolha-se y entre 0 e 37 (arco 4B), quando » é positivo; 


escolha-se y entre — 7 e — 57 (arco CD). quando v é negativo. 
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Ainda, se v>+ e, yolg; 
1 
se v>—o, y5>—37T. 


Resolvendo (1), v = sec y. 
Derivando em relação a y por XVII, 





do 
— = secytgy; 
dy 


day 1 
=—D——— . Por (C 39 
logo sec yigy or (0), $ 





Como » é função de 2, tem-se, por (4), $ 38, 


dy 1 do 1 dv 


dr TC Osecyisy dr epi do” 


= 4/5257, tendo-se tomado o nínsl + do ai 








Emo try = Vseey 


E x 
pois te y é positiva para todos o8 valores de y entre 0 e T contre-m e — 7. 


do 







Derivação de arecossec v. Seja 


l 


y = are cossec v;. 


então v 


n 


cossec 7. 


Derivando em relação a y por XVHI e 
procedendo como acima, obtemos 


d 
XXV o (are cosseca) = - 





valores de » 
de um valo 


A função y = eussec e é definida para todos os 
exceto os compreendidos entre — 1 ce +1, e é de mais 


Para torná-la de um só valor (v. figura acima), 








quando v é positivo, escolhe-se y entre 0 c 3 7 (arco AB, 





quando + é negativo, escolhe-se y entre — mc — E (arco CD). 


e q 
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80. — Derivação de arc vers v. Y 
Seja y=arcversv; * em 
então v= versy 
7 P 


Derivando em relação a y por XIX. 


e 
« 


O = seny; 
dy O y 


d 1 
portanto Us 
dv seny 





Por (0), 8 39 


Como » é função de x, tem-se, em virtude de (4), 8 38. 
dy 1 de 1 dy 


de — seny da o pé del 
ny = VI—costy= Vi —Q 





Versai = 4/2012, tendo-se tomado o sinal 
+ do radical. nois sen y é positivo pars os valores de y entre O e 7 inclusive, 








d 
XXVI ag (are verst) = 


PROBLEMAS 
Derive as seguintes funções 


1 y=arctgar. 








a 
(az?) 
a dy ãr à 
Sorução. Errar por XXII 
fo = az). 
2a 
Tea RP 
2 y=aresen(3r-— 423. 
a 
Ligada) 
SoLução. Do o E as por XX 
do vi-gr-ari 
lp=32—-42). 
s-122 3 





Resp. 





vivermos vI- 


* Definida apenes para os valores de » entro O e 2 inclusive, o de mais de um valor. Pará 
tornar 8 função de um só valor, toma-ss y como o menor areo positivo eujo seno verso é 9, Íslo 
é. y está entro O é * inclusivo. Logo, limitamo-nos ao arso OP do grático. 


380 


SoLução. 


6. 


7. 


10. 
H. 
12. 
13. 
lá. 
15. 


16. 


y = arc sec 
TE 


dy 
dr 
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s4+1 

T- 
s(EH 
RR E por XX1Y 
R+1 B+IY 
2 5 
[ 24 

sia 





-=1 


2-l" 


P-n2s-tt+D 














a Ep qu: 
B+1, 27 2410 Resp. 
B-1 2-1 
z 
arc cos " 
a 
aresee E 
a 
are ctg 
a 
Ê 
aresec — 
z 
arc cosscc 27. 





arc sen 


are vers p?. 


raresenZ. 


2? arc cos z. 





de V3-p' 


ro 2x + 








= rare cost — — 








R z 
Ig)= Va!— a! + aaresenco- 
u 
v= atareseno — uva! = vê. 


“ 
q —u 


“ 
— aresen— * 
a 








do Qm 
du Vai-u 
do tê 
Ra 
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2 wê do 
17. v=arcsen “Ma a a 
a “ du 
“ — do 
18. v=aarce = + VZau— ut. mm = 
a+r dy 1 
19. f=arcter dr > TrR 
Y Jana: dE y 
20. z=rarcvers— — 2m-—-p —=—=——. 
r dy Vim 
d; 
2 y= ja! arctge+áin (t-gar = e'arctg o. 
di 
Nos problemas 22 - 27 achar o valor de e para o dado valor 
de z, 
22 y=Tmesenzr=gz. Resp. y' = 1,101. 
25 y=Ízarecosgn=-s. v = 2071, 
mo yo SME, 01 y = — 0,285. 
25. v=VamecgL;z=4. y = — 0,054, 
are sec 27 
26. = a e=1. y = 0,053. 
27. y=zarecossec Vz;a=2. y = 2,142. 
Derivar as funções 
28. aresen 53. aresec VT. 
29. arctg 2 E 34. Sarccosz. 
50. zxar cos . 35. lInarctgs. 
arectg 2x sia ia 
pa 56.  VaresenZr. 
32. arevers(l— 2). 37. 
PROBLEMAS 


Trace as curvas abaixo e ache o coeficiente angular em cada 
ponto onde a curva corte os eixos de coordenadas. 


1. 
2 


y=lng. Resp. Em (1,0), m=1. 
Em (1,0), m = 0,434. 


y = logz. 
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3 y=In(4— 2). Em (3,0), m=— 1; 
“emz=0m=-—| 
4 y=ln vã 
. a 
5. Mostre que se y = do(s +e *) então 3! EA 
= 


Ache os ângules de interseção de cada dos pares de curvas abaixo 


e y=n(g+HDy=n(7—22) Resp. 127º 53. 
+ y=n(z+3,y=In(5— 2). 

8. y=sent,y= cost. Resp. 109º 28, 

9 y=tgm y=ctga. 53º 8", 


10. y=cosz,y=senZz. 


Ache os pontos de máximo, de mínimo e de inflexão sôbre as 
curvas abaixo e trace o gráfico de cada uma delas. 





N y=ang. Resp. Mín. |-—, 
1 DRE Min. (e,º); 

"Nº nz * ponto de inflexão (2,3). 
15. gy=In(S$r-— 2). Máx. (4, In 16). 


JM g=Te. ain. (- , — ) 


ponto de inflexão ( 2 





15. = ar, 


16. Um cabo telegráfico submarino consiste de um núcleo de 
fios de cobre com uma capa de material isolante. Se « indica a 
razão do raio do núcleo para a espessura da capa, sabe-se que à 


É ERRO 3 1 
velocidade da sinalização varia como x? In a Mostre que a velo- 


1 
cidade máxima se obtém quando v-= —=" 
a ve 
17. Qual é o mínimo valor de y = act + bet? Resp. 20h. 


18. Ache o ponto máximo e os pontos de inflexão do gráfico 
dey=c* e trace a curva. 
1 


y 
Resp. Máx. (0, D; tos de inflexão (| + —= », 75H] 
esp áx. (0, 1); pontos de 1 ( VE E 








136 DERIVAÇÃO DAS FUNÇÕES TRANSCENDENTES cap. VII 


19. Mostre que o máximo retângulo com um lado sobre q eixo 
dos sz que pode ser inscrito na curva do problema 18 tem dois de 
seus vértices nos pontos de inflexão. 

Ache o máximo, o mínimo e os pontos de inflexão nos intervalos 
indicados, e desenhe as seguintes curvas. 

20. y=5r-—senz; (0a 27). 

Resp. Min. (Gm, — 0,3424); máx. (É, 3,4840); 
pontos de inflexão (0, 0), (m, À 1), (27, 7). 

21. y=2r-tgz; (0a 7). 

Resp. Máx. (E x, 0,571); mín. (Ém, 5,712): 
pontos de inflexão (0, 0), (m, 27). 

22. yv=tgr-—dtar; (08 7). 

Resp. Mín. & 7, — 2,457); máx. [e 7, — 1010: 
pontos de inflexão (0, 0), (m, — 47). 

23. y=3senz-—dcosz; (0a 27). 

Resp. Máx. (2,498, 5); mín. (5,640, — 5); 
pontos de inflexão (0,927, 0), (4,069, 0º. 


24. y=z+ecs2r; (0a 7). 

25. y=senta- costa; (0a 2). 

26 y=7r+sen2Zz; (0a 7). 

27. y=2—2cos2r;(0 a 7). 

28. =Jmz + senma; (O a 2). 

29. Mostre que o máximodey=asenz + bcoszé Va? + 5º. 


30. Se9 é o ângulo que um leme de navio faz com a quilha, 
mostra-se tedricamente que o efeito giratório do leme é k cos 8 sen? 8, 
sendo k uma constante. Para que valor de 8 é o leme mais eficiente ? 

Resp. Aí por volta de 55º. 


31. Num copo cônico cheio de vinho mergulha-se cuidadosa- 
mente uma esfera de modo tal a causar o maior transbordamento. 
Sabendo que a altura do copo é « e que o ângulo gerador é o, mostre 
que o raio da esfera é 

asena 
sena fcosZa 


52. Achar as dimensões do cilindro de máximo volume que 
pode ser inscrito numa esfera de raio igual a 6cm. (Use o ângulo & 
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subtendido pelo raio da base do cilindro inscrito, como parâmetro, 
Então r = 6senê, h = 12 cos6). 

33. Usando o mesmo parâmetro, resolva o problema 32 no 
caso de se querer um cilindro com área lateral máxima. 

34. Um corpo de pêso W é arrastado no longo de um plano 
horizontal por uma força P cuja linha de ação faz um ângulo x con 
o plano. A grandeza da força é dada por 

mw 
msent + cosz q 


P= 


onde m indica o coeficiente de fricção. Mostre que a resistência é 
mínima quando tg z = m. 
ss. Se um projetil é lançado de O, o seu alcance R sobre um 
plano que em O faz com o plano horizontal um ângulo igual a a é 
ne 20º cos 8 sen (9 — a) 
e gcos' a d 
onde » e q são constantes e 8 é o ângulo de elevação. Calcular o 
valor de 8 que dá o máximo alcance. Resp. 0=im+ia. 
36. A eficiência de uma verruma de declive 8 e ângulo de 
fricção & é dada pela fórmula 
o = tz 6 
te(b + +S 
onde $ é uma constante. Achar o valor de 9 para máxima eficiência 
quando é é um ângulo constante conhecido. 


OUTROS PROBLEMAS 


1 Ascurvasy=r-Inzegy=r-In(l-z) cortam-se na 
origem e ntim outro ponto 4. Achar o ângulo de interseção em A. 
Resp. 103º 30". 
2. Usando os mesmos eixos desenhe as curvas seguintes e 
depois ache os ângulos de interseção: 


v=m(E-i), v=m[32:-E 1). Resp. 32º28' 
E 1 y 4 p. 3 - 


5. Areta AB é tangente à curva de equação y = e + 1 em 
A e corta o eixo dos za em B. Ache as coordenadas de 4 quando o 
comprimento AB é um mínimo. Resp. (0,2). 





Carírero VIT 


APLICAÇÕES A EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS, EQUAÇÕES 
POLARES E RAÍZES 


8).- Equações paramétricas de uma curva. Coeficiente 
angular. Ás coordenadas « e y de um ponto sobre uma curva são 
expressas muitas vezes como funções de uma terceira variável, ou 
parâmetro, t, sob a forma 


ta 
v= 6(0. 


Cada valor de t dá um valor para x e um valor para y e determina, 
pois, um ponto da curva. As equações (1) são chamadas equações 
paramétricas da curva. Se eliminarmos t das equações (1), obte- 
remos as equações retangulares da curva. 


[D) 


Por exemplo, h 
D 


T=reost, D 
2) É — 
y=rsent Osi<2m XxX 
são equações paramétricas do círeulo da fi- 
gura, sendo t o parâmetro, pois se eliminu- 
mos t, 0 que se obtém quadrando e somando os resultados, obtemos 


at+y=ri(costt + sentt) = 12, 


que é a equação retangular do círculo. O parâmetro t deve variar 
de 0a 27 para que o ponto P (x,y) descreva toda a circunferência. 

Como, por (1), y é uma função de t e t uma função de x (função 
inversa), temos 


dy dy dt ve 
= — 4 38 
as por (A), 


EC 
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dy 1 
oi”) E por (€), 8 39 
dt 


logo, 


dy 

dy dt $D 

4 raro 
dt 





= cocficiente angular em P (x,y). 


Por esta fórmula podemos achar o coeficiente angular de uma 
curva cujas equações paramétricas são dadas. 


Exemplo ilustrativo L. Achar us equações da tungeme e normul é os 








comprimentos da subtangente e subnormal à elipse”. 
s=acos é, 

3, 

Eu ( v=bung 
no ponto onde q = 45". 

Sorução. Sudo é o parâmetro, = -amn gi! =be 

ução. Seu parâmetro, Jo = = sen gy44 = cos go 
dy de b 
Substituindo em (4), = — bes  b 


di ctg & = coeliciente angu- 





dz 
lar num ponto qualquer = m. 


né 


Substituindo é = 45º nus dadas equações (3), obtemos 21 (2, nn 
= 1bw'2 como coordenadas do ponto de contato e o coeficiente angular m torna-se 





b na 
m = — upa = — o. 
Substituiado em (1) e (2), $ 43, € reduzindo, obtemos 


* Tracemos, como na figura, os círculos auxiliares maior e menor da elipse. Tor dois pontos 
B e C sobre o mesmo raio tracemos BA paralela a QY e DP parmlelan OX. listas rotas so cu- 
contram num ponto E (z, y) da elipse, porque 


Y 
2=04=UBcsG=acs 


e v= AP 


UD = 0C meu 6 = sen O, 
z ” 
ou Em cos Ge = send. 


Quadrando + somando, obtemos 


E+E cctbtend=l 





equação retangular da alipaç; & chama-se alpumas vezes 
ângulo excêntrico do ponto P da elipse. 
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bz +ay = VZab = equação da tangente 
V2Z(az—by)=a! — 3? = equação da normal 
Substituindo em (3) e (4) 8 43, 


povT(-5)- tes 





= comprimento da subtangente, 


353 (- + ) es tia = comprimento da subnormal. 
E 


Exemplo ilustrativo 2. Dadas us equações da ciclóide* sob forma para- 
métrica 


z=a(9 — senô), 
(9 
y=a(l-—cos0), 
sendo 8 o parâmetro, achar os comprimentos da subtangente, subnormal e 
normal no ponto (x 31) onde 8 = By. 


de di 


Sorução. Derivando, boi a — cosb), O = a send. 


Substituindo em (A), $ 81, 


dy sen 9 fici k 
q" Toe = 908 iciente angular num ponto qualquer. 


6; 
Quando 8 =8, y=n=a(l-cosb), m=m = REST ND 


Como no $ 43, achamos (ver figura ao pé desta página) 


a(1 — cos By? 


TN = subtangente = sen di 


; NM = subnormal = a sen bj. 


MP = comprimento da normal = a /2(1 — cos dh) = 2a sent 84. Por(5),p.3. 


No figura, PA = a sen 6, (se 8 = 61) = subnormal Nf como acima. Logo 
a construção da normal PM e tangente PA é a indicada. 


* O lugar descrito por um ponto da circunferência de um círculo que roda sem arrastar-se 
sôbre uma reta diz-se cielóide. Seja a o raio do círculo, P o ponto móvel e M o ponto de 
contato com a reta fiza OX, que se chame a bass. 

Bo o stoo PM = OM em comprimento, então P tocará O se o círculo roda para a esquerdo. 
Temos, indicando por 6 o ângulo PCM: 





==0N=0M—NH = 08 —o sn 8 = a(9— sen by 
v=NP=MO-AC=a-co8=afti-—cos 8), 


que são as equações peramétricas da 
ciolóide, sendo parâmetro o Angulo 8 
que o raio do circulo rolanto descre- 
ve. UD=27 0 diz-se base de um 
arco da ciclóido e Y diz-se vértice 
do arco. Eliminando 8, obtemos e 
equação retangular 





+= onrcom (57) — Voy 
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Tangentes horizontais e verticais. De (A) e tendo em vista o $ 42, vemos 
que os valores do parâmetro £ para os pontos de contato destas tangentes são 
determinados assim, 





Y 
Tangentes horizontais: acha-se tem E =0 
Et 
dd dr 
Tangentes verticais: acha-se tem q, = 0. 
x di X 
Exemplo ilustrativo 3, Achar os pontos q 
de contato das tangentes horizontais e verticais 
à dióide (V. figurn) 
wo) [Ema tacos ta <A 
“ y=asenf-kasenZ0. é 
dz dy 
Sorução. Gea(- sen) +sen20); dj =a(cosb — cos20). 


Tangentes horizontais: Deve-se ter cos 8 — cos 28 = 0. Substituindo (usan- 
do (5), p. 3), cos 20 = 2 cos26 — 1; resolvendo, obtemos 8 = 0, 120º, 240º. 

Tangentes verticais. Deve-se ter —seng +sen26 =0. Substituindo 
(usando (5), p. 3), sen 28 = 2sen 6 cos $; resolvendo, 6 = 0, 60º, 180º, 300º. 


A raiz comum 8 = O deve ser rejeitada pois o numerador e denominador 
de (4) se anulom e o coeficiente angular é indeterminado (V. $ 12). De (5), 
x =y=0 quando 8 =0. O ponto O diz-se uma cúspide. 

Substituindo os outros valores em (5), os resultados são os seguintes: 


a + 2a vB. 





Tangontes horizontais: pontos de contato (— 


Tangentes verticais: pontos de contato (Ga, ia VD, (- 20,0). 
Duas tangentes verticais coincidem, dando uma “tangente dupla”. 


fistes resultados estão de acôrdo com a figura. 
PROBLEMAS 


Achar as equações da tangente e da normal e os comprimentos 
da subtangente e subnormal a cada uma das seguintes curvas, no 
ponto indicado. 





Tangente Normal Bubt. Subn. 
1. 5=U, y=2U41; t=1. Resp. z—y+2=0, 2+y-4=0, 3 3 
2. 1=8, y=3; t=—1. z—y—2=0, 1+y+4=0, —3, —3. 


3. 2=3t, y=a z+6y—12=0, 6r—y— 








ta v=€, y=3e4, 1=0. Br+y-—8=0, «—39148=0, — 1, — 9. 
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5. x=cos 20, y=sen 8; e-ir. 


. L=82, y=2—t; t=1, 
7. 80=t, Qy=t; 1=2, 


8. 1=6t-1, y=28+3;t=0. 


q=",y=P43tt=1. 


11. 2=tg9, y=ctg 0; 6=i 7. 
12. 2=-3€! y=2e; t=0, 
13. z=3 cosa, y=5senoja=ir. 


14. z=sen 20, y=cos 6; 6=+ nr. 


1 
10. 1= y=U t=— 15. 2=]n (1-2), 3y=t; t=3. 
Em cada um dos exercícios seguintes trace a curva e ache os 
pontos de contato das tangentes horizontal e vertical. 
16. z=3t-B,y=i-+1. Resp. Tangentes horizontais, não há; 


tangentes verticais (2, 2), (—2, 0). 
W7. 2v=3-4senb,y=4-+3cosf. 
Resp. Tangentes horizontais (3, 1), (3, 7); 
tangentes verticais, (7, 4), (—1, 4). 
20. v=sen2t, 


18. z=t!-2t, y=0—12t. y=sen t, 


19. z=h+rcos0, y=k+rsenô, 21. v=costô, y=sen' 6. 


Nas curvas seguintes (figuras no Capítulo XXVI) achar os com- 
primentos da (a) subtangente, (b) subnormal, (c) tangente, (d) nor- 
mal, em cada ponto. 

g=a(cost+tsent), 

22. Curva 


y=a(sent — tcost). 





(8) vetgt, b)ytet, (0) cr re (d) 


Resp. dos ri 


v=4acogt, 


23. Hipociclóide | y=4asemtt. 


(a) — getgt, (b) — vtgt, (0) e (E 


Resp. cos Da . 


Re 
ly= 


s=a (2cost— cos2t), 
y=a(2sent— sen2t). 


24. Círculo 


25. Cardióide 
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as8t 
from 

26. Folium ] ar 
VE qre* 


a 
= Eu cost, 

27. Espiral hiperbóliea | 
v= 


a 
— sent. 
t 


82. — Equações paramétricas. Derivada segunda. Usando 
y" como símbolo para a derivada primeira de y em relação a x, (4), 
$ 81, dará y' como função de +, 


[oD) v = h(0. 


Para achar a derivada segunda 3” usa-se de novo a fórmula 
(4), substituindo-se y por y'. Temos então 


(1) wi== 


caso q = f(t), como em (1), 8 81. 


Exemplo ilustrativo. Achar 4” para a cielóide (Ver exemplo ilustrativo 





2, 5 81). 
( s=a(g —sen6), 
v=a(l -cos6). 
SoLução. Achamos | = TES. e = =a(l — cosb). 
Logo, derivando, 
dy (1 — cosb)cos6 — sontb — cosB-1 fado 
do (1 — cos Bê —Q-cao”” d-cosb” 


Substituindo em (B), 





so teem 


Note que 4” é negativa e, portanto, a curva é côncava para baixo, como 
mostra a figura, p, 140. 
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PROBLEMAS 
1. Em cada um dos exemplos seguintes achar e e = em 
têrmos de t. 


()rz=t-1y=2+L. Resp. dE - 01, 


db) z= 





()r=acost,y=bsent. 


()r= 
(D)r=2(I- sent), y=deost, 


(d) (g) v=sent,y=sen2t, 





(h) z=cos2t, y = sent. 
2. Mostrar que 4 curva x = sec 6, y = tg 0 não tem ponto de 
inflexão. 


5. Em cada um dos exemplos seguintes, desenhar a curva 6 
: achar os pontos de múximo, de mínimo e de inflexão. 


(a) x = 2actgô, y = 2asen?B. 





Resp. Máx. (0,2); pontos de inflexão ( 


(b) x =tgt, y=sentoost. 


Resp. Máx. (1, D;mín. (— 1, =); 





pontos de inflexão (- Va, -*8) , (0,0), (vs, pa , 


83. — Movimento curvilíneo. Velocidade. Quando o pará- 
metto é das equações paramétricas (1), $ 81, é o tempo e as fun- 
ções f(t) e P(t) são contínuas se t varia continuamente, o ponto 
P descreve a trajetória de um movimento curvilineo e 


(99) 2=I(0,v=é(8) 


sin chamadas as- equações do movimento. 
A velocidade do ponto móvel P (x,y) em cada instante é deter 
mibada pelas suas componentes horizontal e vertical. 
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A componente horizontal t. é igual à velocidade ao longo de 
OX da projeção M de P e é, portanto, de acordo com (C), $ ol, 
onde s é substituída por x, 





de 
(e) = 
Do mesmo modo a componente vertical 
ty é 
od 
(D) ne dr 


Tracemos os vetores v e ty & partir de P como na figura, com- 
pletemos o retângulo e tracemos a diagonal passando pr P. Esta 
diagonal orientada a partir de P representa o vetor velocidade em P. 





Vê-se pela figura que à grandeza e a dir 





déle são dadus pelas 


fórmulas 
da qdo 
' = pé tr 
(E) vt=m tr, tgr= Re TTd 
dt 


Comparando com (1), $ 81, vemos que tg7 é igual ao cocfi- 
ciente angular da trajetória em P. Portanto, a direção de » é ao 
longo da tangente à trajetória em P. A grandeza do vetor velo- 
cidade chama-se velocidade. 


84, — Movimento curvilíneo. Acelerações componentes. 
Mostra-se em Mecânica que num movimento curvilíngo o vetor ace- 
leração « não é, como o vetor velocidade, dirigido ao longo da tan- 
gente, mas em direção do lado côncavo da trajetória do movimento, 
Ele pode ser decomposto nuna componente tangencial, os, e numa 
| componente normal, a, onde 





(R 60 raio de curvatura. Ver 8 105). 


| A aceleração (vetor) pode também ser decomposta em compo- 
nentes paralelas aos eixos coordenados. Seguindo o mesmo mé 


LC o DOES SE 
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todo usudo no S 83 p: 





as veloeidades componentes, definimos 


acelcrações componentes paralelas a ON e OY, 





dz 


p 
(Cp) = 





Portanto, construindo um retângulo com vértico P e lados a; 
€ q ventos que a € a diagonal passando por P; temos pois 


(1) «= ViiT(an, 


que di a grandeza do vetor ace 








cão em cada instante. 





No problema 1 ab: 
de um projétil, que ilnst 





entos Uso das equações do movimento 
bem êste e o parágrulo precolente. 





PROBLEMAS 


1. Desprezando-se a resistência do ar, as equações do movi- 
mento de um projéul são 





r=mesG.l, pensenp.t—4E 





ande e, — veloeidade inicial, & = ângulo de proje 
ante e = tempo de pereurso em segundos, 

udo x e 4 medidos em metros. Achuras velo y 
cidades componentes, 


ão com o hori- 











celerações componen- 





' 
tes, a velocidade e a a ão (a) em cada ins- 
tante; (b) no fim do prime segundo, sendo O AX 





1 = 80m por segundo, é — 30º. 






Acluur 
(dra equi 


a direção do movimento no fim do primeiro segundo; 
o retangular da trajetória, 

Sorução. De (C) e (D), 

ta) Snes ç. m=nsng-—NSE 


De (E), ' 








De (E) e (6), a; = 0; ay 8. direção para ba 


(b) Fazendo t=1, ci =30, & = 30" néstes r 





sultados, obtemos 











re 48 m por seg. a =0. 
2m por mg. Gy = —9,Sm por (seg)? 
r=265m por seg. a = 9,8m por (seg. 
ty 





fo) cr = arete E — are tesão = 11º3” = ângulo de direção do mo- 


Ez 
vimento com à horizontal. 


ii A 
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(d) Quando +; = 30, é = 30º, as equações do movimento são 


2=1543, v=15t-49€. 


EA z 49 
Eliminando é, o resultado € y Ei ss «2, uma parábola. 


2. Mostrar que a equação retangular da trajetória do projétil 
no problema 1 é 


49 days 
y=ztgé- d+ teó)a 


3. Um projétil é lançado numa direção inclinada de 45º reluti- 
vamente à horizontal com uma velocidade inicial de 160 pés por 
segundo. Achar (a) as componentes da velocidade no fim do se- 
gundo e do quarto segundos; (b) à velocidade e a direção do movi- 
mento nos mesmos instantes. (*) 

Resp. (a) Quando t=2, v = 13,1 pés por seg, ty — 
= 48,7 pés por seg.; quando & = 4, v, = 113,1 
pés por seg., ty = — 15,7 pés por seg.; 

(b) Quando t=2, v=123,1 pés por seg., T=2"18"; 
quando t=4, v=114,2 pés por seg., T=172" 6, 





4. Com os dados do problema 3 achar a máxima altura alean- 
ada pelo projétil. Se o projétil cai sobre o solo no mesmo nível 
horizontal com que foi atirado, achar o tempo de percurso e o ân- 
gulo de impacto, 


5. Um projétil com a velocidade inicial de 48m por seg. bate 
numa parede vertical à 144m de distância. Mostrar que o ponto 
mais alto da parede que pode ser atingido pelo projétil está a 75,9m 
de altura relativamente ao eixo dos 7x. Qual é é para esta altura. 

Resp. & = 59º aprox, 





6. Se um ponto move-se relativamente a um sistema de coor- 
denadas retangulares segundo a lei 


z=acosttb, y=asnt+e, 
mostre que sua velocidade tem grandeza constante. 
7. Sea trajetória de um ponto móvel é a curva 
fz=a, 
] w= bsenat, 


* 0,8 metros = 22.2 pés (N. TJ. 
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mostrar (a) que a componente sobre OX da velocidade é constante; 
(b) que a aceleração do ponto em cada instante é proporcional à 
distância do ponto ao eixo dos zz. 

8. Dadas as equações de movimento x =, y = (t— 1), (a) 
achar a equação da trajetória em coordenadas retangulares; (b) 
desenhar a trajetória com os vetores velocidade e aceleração em 

dt=1let=2;(c) para que valores do tempo é mínima a 
velocidade? (d) onde está o ponto quando sua velocidade é 10 pés 
por segundo? 


Resp. (a) Parábola, 2 +;f = 1;(c) t=%; (d) (16,9). 





9. No movimento uniforme (velocidade constante) sobro um 
círculo, mostrar que a aceleração em cada ponto P é constante em 
grandeza e dirigida, ao longo do raio, de P para o centro do círculo, 


10. As equações de um movimento curvilíneo são x = 2 cos 2t, 
y=3eost. (a) Mostrar que o ponto móvel oscila sôbre um arco 
da parábola 4% — 9x — 18 =0, Desenhar a curva. (b) Dese- 
nhar os vetores aceleração nos pontos onde v = 0. (c) Desenhar 
o vetor velocidade no ponto onde a velocidade é máxima. 


Dadas as seguintes equações de mavimento curvilíneo, achar, 
no instante dado, tz, dy, U, Ge, Gy, &; posição do ponto (coordenadas); 
direção do movimento. Achar também a equação da trajetória em 
coordenadas retangulares, 


MH. c=Py=2tt=2. 
12. q=2ty=B;t=1. 


15 c=Py=Pjt=2. 

14. 2=3t y=t-3t=3. 

15. 2=2-6y=>1+851-0. 

dó» r=acost, y=asent;t=7. 
17. 2 =4sent, y=2cost;i=37 
18. z=sen2t, y=2cost;t=Jr. 


19. z=2sent;y=cos2t; t=iT. 


20. s=tghy=cigt;t=iz. 
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85. — Coordenadas polares. Ângulo entre o raio vetor e a 
tangente. Seja, em coordenadas polares p, 8, 


O) p=1(9) 
a equação de uma curva. 


Vamos provar o 


Teorema. Se y é o ângulo compreendido entre o raio vetor OP 
e a tangente em P, então 


EA 
(HM) tgy= 7 


= Se 


onde a 





Drmonsrração. Por P e um 8º 
ponto Q(p + Ap, 8 + AB) da curva, O 
próximo de P, tracemos a reta AB. A 
Tracemos também PR perpendicular 
a 00. 


Então (ver figura), 0Q = p + Ap, ângulo POQ = 46, PR = 
=p sen Ad e OR = pros AO. Ainda 


PRO PRO. p sen AO 
(3 POR =p) =00-0RTpFAp-pesAs' 





Indiquemos por y o ângulo compreendido entre o raio vetor 
OP e a tangente PT. Fazendo A8 tender a zero, temos que 


(a) o ponto Q tende a P; 
(b) a secante AB gira cm torno de P e tende à tangente PT; 
(c) o ângulo PQR tende a y. 


Logo 


de pscr AS 
(8) o Ap = rd 


Para obter esta fração numa forma a que se possa aplicar os 
teoremas do $ 16, transíormamo-la como segue: 
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psen AS = psen Af 
p(I-cosAg)+ do — 





2p sen DÊ 4 Ap 


[ pois de (5), p. 3, p — pos 48 = p (1 — cos A8) = 2p sen DP | 





sen AO 
x PTAB 
p sen E 
ag “TT dp 
Pena —A8 7 + AG 
2 


[Dividindo o numerador e denominador por 48 e fatorando] 


Quando 49 > 0, temos, pelo $ 68, 








PER il 
- sen Ag E 20. 
lima = e lim=5—=1. 
2 
; so = Ap do, 
Ora, lim sen 3 =0, lim 9 = 


Logo, os limites do numerador e denominador são, respectivamente, 
Pp ep, o que prova (H). 

Para achar o coeficiente angular (tg 7 na figura), procedemos 
como segue. Tomamos, como usualmente, eixos retangulares 0X 
e OY; temos, então, para P (x,y) 


(4) z=pcos8, y=psenô. 
Usando (1), estas equações tornam-se as equações paramétricas da 
curva, sendo 8 o parâmetro. O coeficiente angular acha-se por 


(4). Assim, de (4), 


E a; 
SE = p'cos6 — psend, de p'senb + pod, 
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2 bes p'senB + pcosô. 
(1) Coeficiente angular da tangente = tg 7 = p eos 8 = p sen 


Verifica-se facilmente a fórmula (7) pela figura da página 149, 
Realmente, do triângulo OPT, 7 = 8 + Yi logo tg 7 = tg (8 + = 











tz0+t; á aa y n 0 p y 
de Substituindo tg 9 = Sos 0 tgy= a e reduzin- 
do, obtemos (7). , 


Exemplo ilustrativo 1. Achar tg ye o 
coeficiente amgular da cardióide p = a (1 — cos). 











SoLução. e p'=usen 6. Substituindo 
em (H) e (1) 

6 (20 -cosb) |  2asnis6 
tv = an 6 à sen 50 eos 50 

=1g40. (65) p. 3) 





cos8 — cos 28 


3 
ns Do ano — 820 (65) (6) Pp. 3) 








Em P na figura, y = êngulo OPP = 560 =) ângulo XOP. Sea tun- 
gente P'F corta o eixo OX formando um ângulo 7, temos ângulo YOP = 180º — 
— ângulo OPF + 7. 





Conseaitentemente, 7 = É 0 — 180º 0 (gr = tg 50, como acima ((3), p. 3). 


Nota. Deduziv-se a [órmela (17) para a figura da po 149. Em eu 
bloma, «s relações entre os ângulos y, 7 e O devem ser determinadas exuminan- 
do-se os sims das funções trigonométricas déles e traçando-se a figura 








Para achar o ângulo de interseção & de duas curvas € e € 
cujas equações são dadas em coordena- 
das polares, podemos proceder como 
segue: Ângulo TET' = ângulo OP T! — 
ângulo OPT, 


ou d=W-—w Logo 
0) 6 = EB 











Deere” 


onde tg W e tg Y são obtidas, por (4), 
das equações das curvas, calculadas no ponto de interseção. 
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Exemplo ilustrativo 2. Achar o ângulo de interseção das curvas p = 
=asen 20 e p= aco 26. 


Sorução Resolvendo o sistema formado pelas duas equações, obtemos, no 
ponto de interseção, 


tg20=1,20=45º, 6 = 2210, 
Da primeira curva, usando (H), 
teW=Btg20-3, para 6 = 203º. 
Da segunda curva, 
tey=—Scotg20=—4, para O = 225º, 
Substituindo em (V), 
ug = dt 
As curvas podem ser vistas no Capítulo XXVI. 


=2... p=arted. Rep. 


86. — Comprimentos da subtangente polar e da subnormal 
polar. Tracemos uma reta NT pela origem, perpendicular ao raio 
vetor do ponto P da curva. Se PT é a tangente e PN a normal 
à curva em P, então 


07 = comprimento da subtangente polar, 
ON = comprimento da subnormal polar, 
da curva em P, 


No triângulo OP Tote Y= e . Logo o! 


(1) 0T=piy=pr a = comprimento 


da subtangente polar * 
No triângulo OPN, tg y = Lo. Logo 


ON o 
(9) * ON = ETA Ea = comprimento da subnormal polar. 





O comprimento da tangente polar (= PT) e o comprimento da 
normal polar (= PN) podem ser achadas pela figura, sendo cada 
uma delas a hipotenusa de um triângulo retângulo. 








* Quando 8 cresce com p, & é posltive e y é ângulo agudo, como n& figura acima. Ene 
tão & subtangento OT é positiva 4 é medida a dircita de ura observador colocado em O a olhuo- 
do ao longo de OP, Quando e é negativa, a subtangoote é negativa e medida a saquerda 
do observador. 
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Exemplo ilustrativo, Achar os comprimentos da subtangente polar e da 
«ub-normal polar à lemniscata p? = a? cos 2 6 (figura no Capítulo XXVI). 


Sorução. Derivando, tomando p como função implícite de 6, 


des 
da = 





20 Se = —202sen 20, ou 


Bubstituindo em (1) e (2), obtemos 


. Cide is 

Comprimento da subtangente polar q senzo 
2 

Comprimento da subnormal polar = — ces E EA 


Se quisermos exprimir os resultados em termos de 8, achamos p em termos 
de 8 da dada equação e substituífmos. Assim, no caso supre, p = = av/cos 26; 
logo o comprimento da subtangente polar é iguala +actg204c0520. 


PROBLEMAS 


1. No círculo p = a sen 6, achar y e 7 em têrmos de 6. 

Resp: Y=0,7=20. 
2. Na parábola p = aseet É, mostrar que 7 + y = 7. 
3. Mostrar que y é constante na espiral logarítmica p = eso. 


Como a tangente faz um ângulo constante com o raio vetor, a curva 
é também chamada de espiral equiangular. 


4. Mostre que tg y = 6 na espiral de Archimedes p = ch. 
Achar os valores de Y quando 6 = 27 e 47. 
Resp. y=80º57 e 85º 27. 


Achar os coeficientes angulares das seguintes curvas nos pontos 
indicados. dio 


5. p=a(i—cosf);0=5. Resp. —1 

6. p=asec?9,p=2a. 3. 

7. p=asen40; origem. 0,1, 0, —1 
8. p?=a!sen 46; origem. 0,1, e, —1. 
9. p=asen36; origem. 0,43 —-V3. 


10. p=acos36; origem. 
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reto, 
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nN. p=acos20; origem. 14. p=a;0=5. 

x Tr 
12. p=asen28; 0 =. 15. po=a;8= 
13. p= 0sen30;0=T. 0, 





Achar o ângulo de interseção entre os seguintes pares de curvas. 


17. pros8=2a,p=5asenb, Resp.: arctg a. 
18. p-=asenô,p=asen20, 
Resp. Na origem, 0º; nos dois outros pontos, are tg 3v3. 


19. psend=2a,p=asee? x .- esp. 45º. 





2 
20. p=4cos0,p=4(1-— cos0). 80º, 
21. p=6c080,0 -2(1 + cos0). 30º. 
22. p=senô, p= cos26, € o arctg SME, 
25. p'sen20=4,pº=lgsedZo. 60º. 


24, p=a(l+cos8),p=b(L-—cos0). 
25. p=sen29,p=cos26-+1. 


26. p'sen28=8,p = 2secô, 


Mostrar que os seguintes pares de curvas curtam-se em ângulo 


27. = 2sen 0, p = 2 cos 0. 








a. 


29. 


Pp 

28. p= 8, pl 
p=a(l+eosf),p=a(!—cosf). 
p 


50. p'sen20=aº, pºcos20 = 5º, 


e 28 esnasaçã O 
St. paso, p= cosseet. 
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32. Achar os comprimentos da subtangente polar, subnormal, 
chimedes p — af. 





tangente e normal da espiral de 4 











Resp. Subtungente = tangente = L 04 
a 


a 





subnormal = a, normal = 40º + 
Observe-se que a subnormal é constante. 


33. Achar os comprimentos da subtangente polar, subnormal, 


tangente o normal na espiral logarítmica p = a?. 


= —P- tangonte = Ra 
Resp. Subtangente = ma” tangente q + pia 
subnormal = pln a, normal = pvl+Ina. 


34. Mostrar que a espiral recíproca pô = a tem subtangente 
polar constante. 


87. — Raízes reais das equações. Métodos gráficos. Um 
valor de x que satisfaz a equação 


(1) Im) =0 


dia-se uma raiz du equação (ou ufna raiz de f(x)). Uma raiz de (1) 
pode ser um número real ou um número imaginário (complexo). 
Daremos agora métodos de determinação aproximada das raízes 
reais, 


Localização* e número de raízes. 


Primerro Mérovo. Construído o gráfico de j(x), isto é, o 
lugar de 
(2) v=I(0), 


as interseções dele com o eixo dos xx são as raizes. A figura nos diz 
logo, portanto, o número de raízes e Os seus valores aproximados. 





* Localizar (ou separar) as raízes reais de uma equação é determinar intervalos em: cada um 
» quais exista uma só das raízes reais de equação (N. To). 


A je 
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Exemplo ilustrativo. Localize todas as raízes 
reais de s===s, 

















(3) 2-92+2Mz-7=0. =| im 

Sorução. O gráfico foi cons- 0/7 
truído no $ 58, Problema 1. Ele 119 
cruza O eixo dos az entre 001. 





Logo, existe uma raiz real entre estes valores e não 
há outras raízes reais. 


O quadro dá os valores de j (0) e f (1), mostrando 
uma mudança de cinal. : 

O quadro de valores de x e y usados no. 
desenho do gráfico podem localizar uma raiz 
exatamente, precisamente, se y=0 para 
algum valor de x. Isto acontece quando os 
valores de y para dois valores sucessivos s=a 
ex «= b tem sinais opostos. Realmente, neste caso, os pontos corres- 
pondentes P (a, f(a)), Q(b,$(b)) estão em lados opostos do eixo 
dos zz e o gráfico de (2), ligando estes pontos, corta, portanto, o eixo 
dos gx. Neste caso existe, pois, uma raiz e esta está compreen- 
dida entre q e b. Precisamente, tem-se o seguinte resultado: 

Se uma função continua $ (x) muda de sinal num intervalo (a, b) 
e sea sua derivada não muda de sinal nesse intervalo, então a equação 
1%) = O tem uma, e sômente uma, raiz compreendida entre a e b. 





A localização, por tentativas, de uma raiz depende deste resul- 
tado. Se a distância entre q e b não é muito grande, uma apro- 
ximação ulterior pode ser achada por interpolação. Isto importa em 
determinar-se q interceção da corda PQ com o eixo dos zz, isto é, a 
porção do gráfico ligando P a A é substituída, como uma aproxi- 
mação, pela corda. 








Exemplo ilustrativo (continuação). A raiz en- z Lay 
tre 0 e 1 pode ser localizada pelo cálculo com mais 04 1,224 
justeza entre 0,3 e 0,4; ver quadro. Seja 0,3+z esta 0,3 +z (raiz) O 
raiz. Então, por interpolação (proporção) 03 —0,588 
* 058 Di. 0,1 1,807 

ao Lar! Em 00% 


Logo 5 = 0,332 é uma segunda aproximação. Esta é a interseção com o eixo 
dos z7 da reta ligando os pontos Q (0,4; 1,224) e P (0,3 ; — 0,583), que estão 
sobre o gráfico de (3). Na figura, MP = — 0,583, NQ = 1,224, do acordo 
com à escala. As abscissas de M e N são 0,3 é 0,4 respectivamente. Ainda, 
MC — £ é os lados homélogos dos triângulos semelhantes MPC e PQR dão a 
proporção acima. 
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Para uma equação algébrica, de que (3) 
é um exemplo, o método de Horner é me- 
lhor adaptado ao cálculo numérico de uma 
raiz com o grau desejado de aproximação 
como o explicam os livros de álgebra. 


88. — Segundo método de localiza- 
ção das raízes reais. O método do $ 58 
adapta-se melhor à construção rápida do 
gráfico de f(x). Por este gráfico as raízes são localizadas e o nú- 
mero delas determinado. Em muitos exemplos, contudo, obtém-se 
o mesmo resultado mais râpidamente traçando-se certas curvas in- 
terceptantes. O exemplo a seguir mostra como se faz isto. 









d| 10º20º 30ºa0º saº6o"a0*a0* 


Radiuno 





' 
' 
1 
! 
t 
í 
] 
, 
4 
t 
f 
1 
1 
1 

Wim» x 
1 
] 
4 
1 
' 
' 
] 
í 
t 
, 


Exemplo ilustrativo. Determinar o número 
de raízes reais (z em radianos) da equação 

[oD) cgz-2=0, 
e localizar a menor raiz. 

Sorução. Eserevamos (3) do modo abaixo 

2 cigr=. 

Traçando-se as curvas 

(6) y=cga e y=z, 
com um mesmo sistema de eixos, as abscissas dos 
pontos de interseção serão raízes de (1). Realmente, 
a eliminação de y em (3) dá a equação (1), da qual 
devem ser obtidos os valores de z dos pontos de 
interseção. 
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No desenho é bom marenr cuidadosamente ambas as escalas (graus e radia- 
nos) sôbre 0X. 

Número de soluções. A curva y=ctg z consiste de um número infinito de ramos 
congruentes a 4QB da figura (V. 8 70). A reta y = x corta ôObviamente cada 
ramo. Logo, a equação (1) tem um 
número infinito de soluções. z z ctgz |ctga-a 


(graus) |fradianos) 








Usando tábuas de cotangentes na- 
turais e os equivilentes radianos dos 
graus, podemos localizar a menor raiz 





50 0873 | 0,839 | —0,084 


ruiz 

















com mais precisão, como mostra 0: 49 0,855 0,869 | +0,014 
quadro. Por interpolação achamos 
z=0,860. Resp. Dif. 0,018 | 0,048 





O segundo método pode ser descrito como segue. 


Muda-se de membro, convenientemente, certos termos de 
f(x) = 0, obtendo-se, digamos, a equação 


(4) film) = flo). 
Descnha-se as curvas 
(5) v= (od, y=I(a), 


usundo os mesmos eixos e com uma escolha conveniente de escalas 
(não necessâriamente a mesma para os dois eixos). 


O número de pontos de interseção destas curvas é igual ao número 
de raizes reais de f(x) = O e as abscissas destes pontos são as raftzes. 


Os termos escolhidos em (4) muitas vezes são tais que uma ou 
ambas us curvas (5) são de tipo conhecido. 


Por exemplo, para localizar as raízes reais de 
vt+diz-5=0 


escrevemos a equação sob a forma 1º = 5 — 42. 


As curvas (5) são então as curvas conhecidas 





y=2*, y=5—4dz, 


uma parábola cúbica e uma reta. 


Como segundo exemplo, consideremos 
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2smPr+1>2=0, 


que podemos escrever sob a forma sen 27 





Então as curvas (5) são nêste caso a conhecida curva y=sen 27 


2-1). 








e a parábola y = 





89. — Método de Newton. Tendo loc: 
todo de Newton fornece um meio de cale 
dela. 


ado umu raiz, o mé- 





wo valor aproximado 


A figura mostra-dois pontos 
Pla,fla)), Q(b, Cb) 


sôbre o gráfico de f (1), um de cada laudo do eixo dos qr. Seja PF 
a tangente em P (Pig. 0). A inters a” desta teta com O cixo 
dos xx é, ôbviamente, um valor aproximado da interseção do grá- 
fico com o eixo dos xx e portanto da correspondente raiz de 
!(x) = 0. O método de Newton determina a interseção de PT 
com o eixo dos xr, 














Fig. a Fig. b 


Achamos a intorseção a” como segue. As coordenadas de P 


são = gi=j(0). O coeficiente angular de PT Cm, = j (a). 
Logo, a equação de PT E ((1), 8 43) 


(69) v— Ja) = fa) (e — a). 
Fazendo y = O e achando x (= a”, temos a fórmula de aprori- 
mação de Newton. 


Fla) 


o d-0-S 





Depois de achar a” por (K), podemos substituir « por a” no se- 
gundo merabro, obtendo 
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neo HO. 


a 7] 





como segunda aproximação. O processo pode ser continuado, dando 
uma sucessão de valores 


ea ar 
a,d',0",0'",..., 


aproximando-se da raiz exata. 

A tangente pode também ser traçada em Q (Fig. b). Então, 
substituindo, em (K), a por b, obtemos b' e de b' obtemos b”, ete., 
ou seja, valores 





DDD, 
aproximando-se da raiz exata. 


Exemplo ilustrativo, Achar a menor raiz de 
É ctgz — 2 =0 

pelo método de Newton: 

SoLução. Aqui f(z) = ctg z-—z, 

Slg=-coselz-l=-2-ctgir. ; 
Pelo exemplo ilustrativo do $ 88, tomamos a = 0,855; logo, pela tabela do $ 88, 
Fla) = 0,014. 

Tem-se também Fla)=—2- (0,869? = — 2,76. 


Logo, por (K), a” = 0,855 + Se =0,860. Resp. 


Se usfssemos b = 0,873 em (K), teríamos 


Usa 
v=0813 — Sig = 0,801. 


Por interpolação achamos x = (0,860. Os resultados acima são válidos 
até a terceira casa decimal. 


Nas iiguras da página 159 observamos que o gráfico atravessa ' 
o eixo dos zz entre a tangente PT e a corda PQ. Logo, a raiz exata 
está entre o valor achado pelo método de Newton e o achado por inter- 
prolação. Este resultado vale, contudo, com a ressalva de que 
f(x) = 0 não tenha raiz entre a e b, isto é, com a ressalva de que 
não exista ponto de inflexão sobre o arco PQ. 


$89 
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PROBLEMAS 


Determinar graficamente o número e a posição aproximada das 
raízes reais de cada uma das equações abaixo. Calcular cada raiz 


i até a segunda casa decimal. 


L 
2 

| 3z 
| PR 
8 

6 

CA 

8 

9. 

10. 

n. 


v+2x—-8=0. Resp. 1,67. 

2 -424+2=0. — 2,21; 0,54; 1,67. 

2-82-5=0. — 2,44; — 0,66; 8,10. 

2—-82—-1=0, — 1,53; — 0,35; 1,88. 

2-3 +3=0. — 0,88; 1,35; 2,583. 

a +37 — 10=0, 1,49. 

v-37—-42+7=0. — 171; 1,14; 3,57, 

W+20—-52-8=0, — 2,76; — 1,36; 2.12, 

27º — 147º +22 +5=0. — 0,51; 0,71; 6,80 

q +87 — 12=0. — 2,36; 1,22. 

at— 47! — 6741202 +9=0. — 2,16; — 0,41; 241; 
4,16. 


at+4a —- 67º — 207 —23=0. — 4,60; 2,60. 


Determinar graficamente o número de raízes reais de cada uma 
das seguintes equações. Calcular a menor raiz (diferente de zero), 
usando a fórmula de interpolação e a de Newton. 


13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20, 
a. 
22. 
23. 


cosz + =0. Resp. Uma raiz; a = — 0,739. 
tgr— 2=0. Número infinito de raízes. 
cos2x— x =0. Uma raiz; z = 0,515. 
3seng—z e O. Resp. Três raizes; x = 2,279. 
2seng—z!=0. Duas raízes; q = 1,404. 

cosz - 227º = 0. Duas raízes; 7 = 0,635. 

etg + 7! = 0. Número infinito de raízes; z = 3,032. 


2sen2z —- 7 =0. Três raízes; x = 1,237. 
sens+tz-—-1l=0. Uma raiz; x = 0,511. 
costr—-1=0. Uma raiz; 2 = 0. 

et — cos =0. Número infinito de raízes; z= 1,29, 
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24. tgr—logz = 0. Número infinito de raízes; z = 3,05. 
25. etz—-3=0. Uma. raiz; x = 0,792. 


26. sen3z — cos2x = 0. Número infinito de raízes; 2= 





27. 2senfz-cos2z=0. Número infinito de raízes; «= 0,517. 

28. tgx— 28 =0. Número infinito de raízes; = 1,14. 

29, O raio interior 7 e o exterior R, em polegadas, do volante 
de uma máquina a vapor, que transmite H cavalos força com a 


velocidade de N rotações por minuto, satisfazem a relação Rº — nº = 
HR 








Se H = 2500, N = 160c»= 6, achar KR. 


Nm? 


30. Uma cuba cilíndrica de fundo hemisférico tem d polegadas 
de diâmetro e uma capacidade de V polegadas cúbicas. Sabendo 


que o comprimento da parte cilíndrica é de h polegadas, mostrar 





que d+ 3hdº = te 


Dados h = 20, V = 800, achar d, 
Resp. d= 6,77. 


51. Se sôbre um açude de B pés de largura, caem Q pés cúbicos 
de água por segundo, tem-se 


3 
Q=3,3(B — 0,2H) 1º (fórmula de Francis). 
onde H é a altura da água acima da crista do açude. Dados 
3 


Q=126eB=3, achar H. (Tire H? da fórmula e depois de- 
senhe) Resp.: H = 1,28. 


32. Se V pés cúbicos é o volume de uma libra de vapor à tem- 
peratura de 7º F. e à pressão de P libras por polegada quadrada, 


V = 0,6490 Ea - 





Dados V = 2,8, 7 = 420º, achu P. 


33. A corda c de um arco s de um círeulo 
de raio r é dada aproximadamente pela fór- 
mula 





$ 


c=s= a" 


Ser =4 pés, c= 5,60 pés, achar s. Resp. s= 6,23 pós. 
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54. A área « de um segmento cireular enjo arco s subtende « 
ângulo cêntrico z (em radiano 





«— senzx). Achar o 
vulor de x se » = 8 polegulas e u = 6t polegadas quadradas, 





Resp. 2,554 radianos. 


55. O volume V de um segmento 
esférico de uma base, de altura CD=h é 





a (ri — Eh) 


Achar À se r=+ pés, U= 150 pés 
cúbicos, 
Resp. h= 432 pés. 
36. O volume V de ma coroa es- 
férica de raio £ e espessura É é 





V=4m(ReE-RA+ ÃO) 





Deduza êste resultado, 
de uma esfera de igual 7 


e h=4pése Véa metade do volume 





alo, achar É 





Resp. U= 0,827 pés. 


37. Uma esfoa de madeira de peso específico S e diâmetro d 
mergulha na água à uma profundidade A. Seja x =h/d e mostre 
que 2! — 32º +58 =0. (Ver problem: Achar 2 para S = 
= 0,786. Resp. 0,702. 











58. Ache o menor o de O para o qual as curvas 
p=ces0ep 2 so cortam. Ache o ângulo de interseção néste 
ponto. Resp. 1,29 radianos; 2 


or posit 








OUTROS PROBLEMAS 





har o ângulo de interseção das curvas p— Zeus) e 
no ponto de inters tado da origem 
Resp. O ponto de interseção é 0 = 0,51 radiano; 75º 56º. 


» mais af: 





2. Most 
ângulos retos. 


1 o 
me a curva p — a sent; 8 cortuse a si mesma em 





5. Um raio vetor da eurdiide p= (1 +eusf) COP. Do 
erntro € do efreulo p = a cos8 tira-se um raio €Q paralelo 4 UM 
e do mesmo sentido. Prove que PQ é normal à cardióide. 
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4. Um quadrado tem uma das diagonais ao longo do eixo polar. 
Está circunscrito à cardióide p=a(i — cos0). Mostre que sua 
bra E R(2+ Va 

5. A trajetória de uma partícula é a elipse p = Ee 
A partícula move-se de modo que o raio vetor p descreve área com 
velocidade de variação constante. Ache à razão entre as veloci- 
dades da partícula nos extremos do eixo maior. 

l—e 
l+e” 





Resp. 


Caríruro IX 
DIFERENCIAIS 


90. — Introdução. Até agora representamos a derivada de 
y = f(x) pelo símbolo 


dy 
de ICO. 


Com insistência chamamos a atenção do leitor para o. fato de 
que o símbolo 


Sy 
dz 


devia ser considerado não como uma fração de numerador dy e deno- 
minador dz e sim como um todo, um único símbolo para indicar o 
limite de 

Ay 


Az 


quando Az tende a zero. 


Há problemas onde é importante dar sentido a dz e dy separa- 
damente e outros onde isto é muito útil, como veremos nas apli- 
cações do cálculo integral. Como fazê-lo é o que vai ser explicado 
a seguir. 


91. —Definições. Sej' (x) éa derivada de f(x) para um parti- 
cular valor de x e 4x é um acréscimo arbitrariamente escolhido de 
x, então a diferencial de f(x), que se indica pelo símbolo df(z), é 
definida pela equação 


dy 


(4) dita) = (0) dr = o do. 


165 








166 DIVERE 





Para f(x) == «, temos (4) = 





dy = àr. 


Logo, quando z é a variável independente, a diferencial de x (=dz) 
éiguala Ar. Portanto, pode-se escrever a equação (4) sob forr a 


(8) “fd = do. 
x 


A diferencial de uma função é iqual à sua derivada multiplicada 
pela diferencial da variável independente, 


y 


Vejiunos o significado geométrico disto. 
Tracemos a curva 7 = f(2). 


Seja $ (1) o valor da derivada em P, 





“Yomemos dr = PQ; então 


dy=f()dr=tg7. PQ= a Po =Qr. 


Logo dy, ou df(e), é o acréscimo (= QT) da ordenada da tangente 
correspondente ao acréscimo dz. 


sto dá à seguinte interpretação do símbolo da derivada como 
fração. 


Se um acréscimo arbitrariamente escolhido da variável indepen- 
dente x relativo à abscissa x de um ponto P (x,y) sobre a curva y = 
= f(x) é indicado com de, então a derivada 


du 





=" ()=tgr, 





de 


indica 0 correspondente ucréscimo da ordenada da tangente em P. 


Observe o estudante que a diferencial (= dy) e o acréscuno 
(= dy) da fenção corresponilentes ao mesmo valor de dz (= Az) 
não sãv em geral iguais. Assim, na figura, dy = QT mas Ay = QL. 





* Em virtude da posição que 2 derivada /º (x) denpa em (1, custuina-se chamí-la. algumas 
vêzes, de coeficiente diferencial de f (2). 
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92. — Aproximação «de acréscimos por diferenciais. Pela 
figura do $ precedente vê-se que dy (QP” na figura) e dy (=07) são 
aproximadamente iguais quando dz (= PQ) é pequeno. Portanto, 
quando se quer apenas um valor aproximado do acréscimo de uma 
função é mais fácil usualmente calcular o valor da correspondente 
diferencial « usar êste valor. 

Exemplo ilustrativo 1. Achar, aproximadamente, o volume de uma corou 
esférica de diâmetro exterior igual a 10 pés e de espessura igual a 1/16 de pé. 

Sorução. O volume V de uma esfera de difimetro x é 


=a 
«o V=lrz. 


Obviamente, 0 volume exato da coroa é a diferença AV entre os volumes 
de duus esferas com diâmtreos 10 pós 9 T pés, respectivamente. Como se quer 
apenas um valor aproximado de AV, podemos achar dV. De (1) e (B), 


av = base, pois Go=bas. 

Pondo 2 = 10, dz = — 4, obtemos dV = 19,63 polegadas cúbicas, aproxi- 
madumente, ondo desprezamos o sinal que significa meramente que V decresce 
quando « decresce, O valor exuto é AV = 19,4 pol. cub. Note-se que a apro- 
ximução é acentuada porque dz é relativamente pequeno, isto é, pequeno com- 
parado com 2 (= 10). O método não valeria a pena, do contrário. 








Exemplo ilustrativo 2. Calcular tg 46º, aproximadamente, usando dife- 
renciais, dados tg 45º = 1, sec 45º = 2, 1º = 0,01745 radiano. 
Sorução. Seja y=tgz. Então, por (B), 





(9) dy = sul zdr. 


Quando 2 muda para x + dz, y muda para y + dy, aproximadamente. Em 
(1) façamos x = (45), dz =0,0175. Então dy =0,0350. Como y= 
= tg dio = 1, y + dy = 1,0350 = tg 46º, aproximadamente. Resp. 

(Tábuas de 4 decimuis dão tg 46º = 1.0355). 


93. —Erros pequenos. Uma segunda aplicação das diferenciais 

apresenta-se quando se quer computar pequenos erros nos cálculos. 

Exemplo ilustrativo 1. Mediu-se o diimetro de um círculo e achou-se 

5,2 polegadas, com um erro máximo de 0,05 pol. Achar o máximo erro aprosi- 
mudo da área quando caleulada pela fórmula 

A=isê (x = diâmetro) 


Sorução. O máximo erro exato em À é, ôbvinmente, a diferença (AA) 
entre a valor dado por (1) quando z = 5,25 e o valor dado por (1) quando x = 5,2 
O erro aproximado é o correspondente vulor de d4. Logo 


e) dá=Irds=)zX52X005=041 pol quadr Resp. 
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Erro relativo e erro per centum. Se du é o erro em u, então 


(3 Ea = êrro relativo; 


di 
(3) 100 = = êrro per centum. 


Por derivação logarítmica ($ 66) pode-se achar diretamente o 
erro relativo. 


Exemplo ilustrativo. Achar os erros relativo e per centum no exemplo 
precedente. 


Sorução. Tomando, em (1), os logaritmos naturais, 
log A = logim +2log 2. 


2 
Derivando, Add, o din td 


Pondo x » 5,2; dz = 0,05, achamos 
Erro relativo em 4 = 0,0192; erro per centum = 182% Resp. 


Os erros em cálculo considerados aqui são devidos a pequenos 
erros nos dados sobre os quais se basea o cálculo, Estes últimos 
são devidos à falta de precisão nas medidas ou podem também re- 
sultar de outras causas. 


PROBLEMAS 


1. Sendo 4 a área do quadrado de lado x, ache d4. Desenhe 
uma figura mostrando o quadrado, dA e dA. Resp. dA = Zxdz. 


2. Ache uma fórmula aproximada para a área de uma coroa 
circular de raio r e largura dr. Qual a fórmula exata? 
Resp. dA =27rdr; AA = (27 + Ar) Ar. 


3. Quais os erros aproximados no volume e área de um cubo 
de aresta igual a 6 polegadas se um erro de 0,02 pol. foi feito ao se 
medir a aresta? 

Resp. Volume, + 2,16 pol. cub; área, + 1,44 pol. quad. 

4. Asfórmulas para a área e o volume de uma esfera são, Tese 


pectivamente, 4= 417º, V= grr. Mediu-sS o raio e achou-se 
3 polegadas. Pergunta-se: (a) qual o máximo erro aproximado 
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em 4 e V se se mediu com a aproximação de 0,01 pol.? (b) qual 
o máximo erro per centum em cada caso? 
Resp. (a) 4, 0,247 pol. quad.; V, 0,387 pol. cub.; 
(b) 4, $% V, 1%. 


5. Mostre com o uso de diferênciais que 
N 
1 1 de : 
FO a a (aproximadamente) 





é. Ache uma fórmula aproximada para o volume de uma del- 
gada coroa cilíndrica de raio r, altura h é espessura É. 

Resp. 27rhi (t muito pequeno). 

7. Deve-se construir uma caixa de forma cúbica com a capa- 
cidade de 1000 pés cub. Qual a precisão da medida da aresta inte- 
rior afim de que o volume seja correto a menos de 3 pés cub.? 

É Resp. Erro < 0,01 pé, 

8. Sey=z? eo possível erro na medida de « é 0,9 quando 
4 = 2, qual o erro possível no valor dey? Use este 1esultado para 
obter valores aproximados de (27,9)? e (26,02, Resp. 0,2;9,2;8,8. 


Use diferenciais para achar um valor aproximado de cada uma 
das seguintes expressões 


9 466. n. iz. 15. &. 15. 4/3. 


10. V98. 12. N/i0IO. 4 Ae Vi. 
v51 
17. Se In 10 = 2,303, aproxime In 10,2 por diferenciais. 
Resp. 2,328. 


18. Sec! = 7,29, aproxime e»! por diferenciais. Resp. 8,13. 

19. Dados sen 60º = 0,86603, cos 60º = 0,5 e 1º = 0,01745 ra- 

diano, use diferenciais para o cômputo dos valores de cada uma 

das expressões abaixo, com quatro decimais: (a) sen 62º; (b) cos 61º; 
(c) sen 59º; (d) cos 58º. 

Resp. (a) 08835; (b) 0,1849; (0) 0,8573; (d) 0,5302. 


20. O tempo de uma oscilação de um pêndulo é dado pela fór- 


2 
mula &* = = onde t é medido em segundos, g = 32,2 e |, o com- 


primento do pêndulo, é medido em pés. Achar (a) o compri- 
mento de um pêndulo oscilando uma vez por segundo; (b) a mi- 
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dança em £ quando o pêndulo de (a) é alongado de 0,01 pé; (c) de 
quanto se atrazará ou se adiantará por dia um relógio com este erro. 
Resp. 3,26pés; (b) 0,00153 seg; (c) — 2min., 12 seg. 
21. Com que exatidão deve ser medido o diâmetro de um cír- 
culo afim de que a área seja exata a menos de 1 por cento? 
Resp. Lrro < 5%. 
22. Mostre que o erro relativo no volume de uma esfera, de- 
vido a um erro na medida do diâmetro, é três vezes o erro relativo 
no raio, 





23. Mostre que o erio relativo na n-égesima potência de um 
número é n vezes o erro relativo no número, 


24. Mostre que o erro relativo na raiz n-egésima de um número 
é ljn vezes o erro relativo no número, 

25. Quando um bloco cúbico de metal é aquecido, cada aresta 
cresce 1/10 por cento por grau de aumento na temperatura. Mostrar 
que a superfície cresce 2/10 por cento por grau e que o volume cresce 
3/10 por cento por grau. 


94, —- Fórmulas para achar as diferenciais das funções. 
Como a diferencial de uma função é igual à derivada multiplicada 
pela diforcncial da vsiiável independente, resulta logo que as fór- 
mulas para achar diferenciais são as mesmas que as para achar deri- 
vadas dadas nos$ $ 29 e 60, se multiplicarmos cada uma delas por dx. 


Isto dá 














L d(e) = 0. 

1 d(x) = de. 

HI dQute-w = dedo — do. 
1v edu. 

v - ud + edu 
VI marte. 

Via uv dr, 
vIL uu La 
Vila 

É 
X dduv)= cao 





xi da?) 


sa FÓRMULAS PARA ACHAR AS DIFERENCIAIS 1 


Xla d() = etdo 

XI du) = vu du d+ uu, w do. 
XL d (sen e) = cost do. 

XIV d(cost) = — senso, 


XV duge)= se de. Eic. 





XX Ete. 





O termo “diferenciação” é usado para indicar u operação de 
achar as diferenciais. Na diferenciação de uma função, acha-se a 
derivada desta do modo usual e depois multiplica-se-a por dz. 





Exemplo ilustrativo 1. Achar à diferencial de 








2+3 
SoLução. dy=d ( EF 


— E+3dr- (r+32ade (8 
(+32 








Exemplo ilustrativo 2. Ache dy em 


Vê — 





= op, 


Sotução. 2birdr — Dalydy = 





Exemplo ilustrativo 3. Ache dp en 

p= atcos20. 
Sorução. 2pdp= ai sen20.2do. 
Csn26 o, 


. dpe— 


Resp. 


Exemplo ilustrativo 4. Ache d[azesen(3t— 419]. 


Sozução, d fare sen (3t-48)] = ev = A), 





I 
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PROBLEMAS 


Ache a diferencial de cada uma das seguintes funções 


1. yag-gza Resp. dy=3(2- dz. 
z a 1 a 
2. pers: av=(L- Sa 
jm adz 
3 = a + b. dy= ===. 
ds ME 
o mm (2 -22)dz 
4 yp=2Va-a, vs 
5. sm qd, ds = abét dt. 
6. uminco. dy = EM 
v 
7 p=send). dp = a cos af do. 
8. y=Insenz. dy = ctga dz. 
9. p=0coso. dp = (cos 6 — 8 sen 8) do. 
10. s = ecos Tt. ds = e(cosmt—7 sen mt)dt 


Achar a diferencial de cada uma das seguintes funções. 


2 da 8 
nm. v= (2-0. 15. =2sen 5. 





12. u=V2+1. 16. s = eSsenbt. 

15. p= = já. p= ERÊ 

tás 1 SE. 18. Se 62-5, 
a+z d= To 

19. Sex! ty=a!, mostre que dy = — SE, 


Ache dy em têrmos de z, y e dz de cada uma das seguintes 
equações. 


for 
Ee) 
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42+3y)dz 

»O. Qu LI Ago 20. Resp. dy = — S2t8nde 

a! +3zy + 4y esp. dy TE Bo 
2 2 2 

2a “+67+2y = 0. 24 23 +y' =q?. 

22 2+4Vwy+2y=a 25. 2—y= et, 

23. Vet Vy= Va 26. sen(z—y) = cos(z+). 


27. A medida dos catetos de um triângulo forneceu 14,5 pés 
para um deles e 21,4 pés para o outro. O máximo erro em cada 
medida é + 0,1 pé. Achar o máximo erro em graus no cálculo do 
ângulo oposto ao lado menor, usando & fórmula que dá a tangente 
desse Angulo. 


95, — Diferencial do arco em coordenadas retangulares. 
Seja s o comprimento do arco AP medido de um ponto fixo 4 da 
curva. Seja As o acréscimo de s (= arco PQ). A demonstração 
A seguir pressupõe que quando Q tende a P 

E corda PQ) 
tim ( arco PQ / de 


Da figura, 





(1) (corda PQ" = (dx)? + (Ay). 


Multiplicando e dividindo por (As)* no primeiro membro e divi- 
dindo ambos os membros por (Ax)?, obtemos 


a (tejo) 


Façamos agora Q tender a P; então Az >0 e temos 


o (ut 


Multiplicando ambos os membros por dx”, obtemos 





(0 ds = do? + dy. 
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Ora, se extrairmos a raiz quadrada em (3) e multiplicarmos 
ambos os membros poi de, 


e: 
e dy 
(D) ds = (: + (“) ) dz 


De (0) resulta também 


(1) de — (1 - (& ) pa 


como se vê fâcilmente. 





Tôdas estas fórmulas são úteis 


De (D) obtemos ds = sec 7 dz, supondo que 7 seja um ângulo 
agudo, pois 


ANE 
(e) =1T+Htg'r=ser. 
de 


Logo, pode-se ficilmente demonstrar que 


dz dy 
(1 do E 0087, q TST. 
[ dy dy ] 
=D =igrestr=snT 
es de s 





Para 1eferência posterior, acrescentamos as fórmulas 


mn Ú ” 
[643] cnT=—+ sent 


ES ce 
+ (ya 





tm 
de” 





onde 


Se o ângulo 7 é obtuso (y' < 0), deve-se colocar um sinal nega- 
tivo antes dos denominadores em (G) e antes de cos 7 em (F). 
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Na figure ao lado, PQ= Ar= de, PT é tangente cu Per 
E agudo O ângulo POT É reto. E 


=turdr= dy Por SOL 





“Temos pois Q 





Latão, Pr= Vide dy = ds Por(C). 


A Figura ajuda a memoriza us relações 





acima. 


A hipótese feita no princípio deste parágrato é provada no $ 99, 


Das 





95, = Diferencial do arco em coordenadas polare 





relações 
(1 r=pend, y=psnf 


uces e polares de um posto, obtemos, 
se, 





entre as conrdenadas reto 


por V, XE e XIV do $ 


O) de= cosfidp — psen Qdo, dy sentido + peos Qdo. 
4 p 





indo e extrundo a tz qua 





Substituindo em (64, 8 95, red 
dra, obtemos o resultado 


an de= Vip + pias, 


ou, escrito de ontro modo, 


3 


mo ape (sa 


A figure foi feita de modo que o 
ângulo Y compreendido entre o raio 
vetor OP eu tungente PT se) 
(E 85 etambéio, Se Ap(= 0 
= 0P), positives.  Fomemos p esmo 
variável independente. Então, Sp- 
No triângulo retângulo PQT, tememos PQ = dp Então OT — 





agudo 
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dg 
Logo 0T=p q do =p dê; por (B) 
portanto PT=Vdpo' + p'dB = ds. Por (H) 
Exemplo ilustrativo 1. Achar a diferencial do arco do círculo 3º + 3 = p?, 
É E dy 2 
SoLução. Derivando, prada do 


Para achar ds em termos de z substituímos em (D), obtendo 
EP (PL EV de 
dem (1 A) do (CEE) as (Co) as VE 
Para achar ds em têrmos de y substitufmos em (E), obtendo 
á PN 2+yin E 
dom (146 )ay = (EE Var-(S)' a Ear 
Exemplo ilustrativo 2. Achar a diferencial do arco da ciolóide x m 
=a(ô -- sen8), y = a(l — cos8) em termos de 6 e dê. (Ver exemplo ilus 
trativo 2, $ 81). 


Sorução. Diferenciando, 














dzma(i —cos6) dê, dy = asen 6 do. 
Substituindo em (0), 
ds? = a? (1 — cos 6) df? + a? sen? O dg? = 2a? (1 — cos 6) dfº. 
De (5), $2 1-cos0 = 2sen?)6. Logo ds = 2asenhOdo. Resp. 


Exemplo ilustrativo 3. Achar & diferencial do arco da cardióido p = 
=a (1 — cos 6) em função de 6. 


Sorução. Diferenciado, Sê = a sem 6. 
A substituição em (1) dá 
de e la? (1 — cos 0) 4d? sen? BJ! dô = a (2 — 2 cos bt dg = 
=a(sen 5 )'a =2asemn Ea. 


PROBLEMAS 
Para cada uma das curvas abaixo achar ds em termos de z e dz. 


1 2y=22 Resp. de=Vifz'dr. 
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2 
2 yf=2pe do = (E tLa 
b as — (a? — bt)a? 
2? + ay = qb? Eq Toa 

3 bio? + ay ab. ds V q (a? = 2º) dz. 
; E AD 

4. 6ay=2t+3. ds = “ga dm 

5. y=lnsecz. ds = secz dr. 

6 ay= a 2 2y=e+es. 

Te aq=a. 10. y=senz. 


É 8. Vi+Vy= va. n. y=costz, 
Para cada uma das curvas seguintes ache ds em termos de y e dy. 


VP + pêdy - 





12. y=2pr, Resp. ds = 7 
Voss 3 
15. ayi= as. de OVER acao 
34º 
2 2 2 A 
14 vi +y'=a?, da= Cas 
y 
15. ay= a? 
16. |—-22-3y=0. 17, 2773 —-y— 4=0, 


Para cada uma das curvas abaixo ache ds, sen 7 e cos 7 em 
têrmos de t e dt, 


18. v=28+3,y=2-2. 20. x =asent, y=acost. 
| 19. 2=38,y=2P. 21. v=4cost, y= senti. 

Para cada uma das curvas seguintes achar ds em termos de 6 e dó. 

22. p= acos0. ds = a dB. 

25. p= 5cos6 + I2senô. ds = 13 d9. 

2. p=1—sen6. ds= V2— 2sen0 do. 
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25. p=3senô-— 4cos0. 350. p=acosnê. 

g 9 
26. p=1+cosô. 31. p= fsentop, 
Dad. pre 

- p=se 2 .p LF cos 
28. p=2- cos6. 53. P=3ob' 

=2+3sen 0. dig 
29. p= sen 8. e "= T300s0' 


97. — Velocidade como rapidez de variação do arco, No 
estudo do movimento curvilíneo ($ 83), a velocidade v foi dada 


por (E), 


(1 vi= nm? 
de d; 
Por (0) e (D) do $ 83, “= n= o. 


Substituindo em (1), usando diferenciais e (C), 8 95, obtemos 


da? dy? ds 
arado dt de 
e dá dt? diz 


Extraindo a raiz quadrada, e tomando o sinal positivo, temos 
ada 
v= FT 


Logo, num movimento curvilínco, a velocidade de um ponto móvel 
é a rapidez de variação do comprimento do arco da trajetória. 


Este resultado deve ser confrontado com a definição de velo- 
cidade no movimento retilíneo como a rapidez de variação da dis- 
tância (8 51). é 


98. — Diferenciais como infinitésimos. Em matemática apli- 
cada a diferencial é muitas vezes tratada como infinitésimo (5 20), 
isto é, como variável que tende a zero. Reciprocamente, relações 
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entre infinitésimos são frequentemente substituídas por relações 
entre diferenciais. Este “princípio da permuta” é muito útil. 

Se x é à variável independente, vimos que Àz = dz e portanto 
Ax pode ser substituído por dz em qualguer equação. Se Ar>O, 
então também dr > 0. Contrariamente, Ay e dy não são, em geral, 
iguais. Mas, quando x tem um valor fixo e Àz (= dz) é um infini- 
tésimo, então Ay também o é, e, de (B), 8 91, dy também é infini- 
tésimo. Ainda mais, é fácil provar à igualdade 


Ay 
1 lim —— =. 
(1) ovo dy 


dy 
Demossmação. Como lim > = J' (2). 
Ed Ar Í G ) 


lemos escrever dy 
Ceia ds sta crEres EE 
P Az 





(o) +i selim i=0, 
4250 


Daqui resulta, em virtude de (B), 
Ay =dy+idr 


Dividindo ambos os membros por dy c trazendo o último têrmo 
para o primeiro membro, 





doi dz 
Ay dy 
À Á 
Logo Jim GE = 1, ot também lim ET =1. QD. 


Damas agora, sem demonstração, o 


TrorbMa DA stiruição. Em problemas que envolvam. só- 
mente razões entre infinitésimos simultâneos, isto é, junções que tendem 
a zero quando a variável independente tende a um mesmo valor, pode-se 
substitui um infinitêsimo por outro simultâneo sempre que este e à 


o primeiro sejam tais que o limite da razão entre eles iguale 1. 
P; 4 q 


E 
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Pelo teorema acima, Ay pode ser substituído por dy e, em geral, 
todo acréscimo pela correspondente diferencial. 





Numa equ 
acima é de fic 


«que seja homogênea em infinitésimos, o teorema 
aplicação. 


Exemplo ilustrativo 1. Por (5), P. 
Seju é um infinittsimo. Então, por (B), 
sen? li por lí e por conseguinte T—-cos i por 4. Também tg i (= sen ijcost) 
pode ser substituída por é. 





Exemplo ilustrativo 2. as grandezas são infinilési: 
mos, se Az > 0. à «4 sendo cada termo do segundo grau. 


Pelo teorema, podemos substituir os infinitésimos como segu 








Corda PQ por arco PQ = às e As por ds; Ay por dy; Az por dz. Então 
(1) toma-se ds? = dz? + dy, isto, & (0). 





99. —Ordem de infinitésimos. Diferenciais de ordem su- 
perior. Sejam é cj infinitésimos simultâncos, isto 6, funções que 
tendem a zero quando « tende a um certo valor x = a. Seja também 





tim À 
z=a À 





L. 


Se LO, diz-se que i e j têm a mesma ordem. 
Ne L=0, diz-se que 7 é de ordem superior a à. 
Se L =, diz-se que j é de ordem inferior a à. 


ju L=1. Então j— 1 é de ordim superior a à. 


j 
[tm tim ( - ') =limÉ-1i= 0] : 
t t 


A recíproca também vale. Neste caso (1 = 1), diz-se que 7 
difere de à por um infinitésimo de ordem superior. 








Por exemplo, dy e Az são de mesma ordem sc $' (x) é diferente de zero e de 
infinito, pois Ay e Az são, com a hipótese feita, de mesma ordem, mas 4y — 
— dy é de ordem superior à Az. Por esta razão, dy diz-se “parte principal de 
Ay”. Obviamente, potências de um infinitésimo é são de ordem superior a i. 





Exemplo ilustrativo. Prove a hipótese do $ 95, 


corda PQ 
arco PQ 
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Sorução. Da figura resulta, por geometria, 


corda PQ < arco PQ < PT + TQ. x 





Portanto, dividindo, 


aro PQ PT TO. 


+ Ama PO e poraa PO O Sana DO” 


Mas, corda PQ =sec q Az, PT =sec 7 Az, 








TQ = Ay — dy; 
logo 
PT mer TQ Ay dy 
corda PQ "sec! corda PQ TCS ar 
Portanto 
im (1700 PO) 
dim RM feria 53) ti fm do atra) o so (EE E) ad 


Diferenciais de ordem superior. Seja y=$(x). A equação 
dy =" (2) det = py dot 


define a diferencial segunda de y. Sey'Z0e o, dy éde mesma 
ordem que 4z?, e portanto de ordem superior a dy. Semelhante 
mente, podem ser definidos dy, ..., dy. 


PROBLEMA 
Num triângulo ABC os lados a, b e c são infinitésimos simul- 


tâneos e c é de ordem superior a b. Prove que lim E =1. 


CaríruLo X 


CURVATURA. RAIO E CÍRCULO DE CURVATURA 


100. — Curvatura. No $ 55 estudamos o comportamento da 
concavidade de uma curva. Vimos que ela depende da velocidade 
de direção da curva. Esta velocidade chama-se, quando calculada 
num dado ponto da curva, curvatura da curva no pon: e se indica 
por K. Vejamos a sua expressão matemática 


Na figura, P' é um ponto da curva 
próximo do ponto P, onde vamos 
calcular K. Quando P descreve o 
arco PP' (= As), a tangente PT 
varia, tomando a posição P'T” 
quando P está sôbre P'. Portanto, o 
ângulo 7 que a tangente PT faz 
com OX recebe um acréscimo Ár 
quando P passa a P'. Pois bem, 
por definição 





À curvatura média do arco PP". 


As 


A curvatura em P(= K) é o limite da curvatura média quando 
P" tende a P, movendo-se sóbre a curva, isto é, 


(A  K= jim &£ E E = curvatura em P. 


Formalmente, a curvatura é a velocidade de variação da incli- 
nação em relação ao arco (confronte $ 50). 
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Como o ângulo Ar é medido em radianos e o comprimento do 
arco Às em unidades de comprimento, resulta que a unidade de cur- 
vatura num ponto é um radiano por unidade de comprimento. 


101. — Curvatura de um círculo. 


“TrorEMA. A curvatura de um ctreulo num ponto qualquer é o 
recíproco do raio e, portanto, é à mesma cm todos os pontos. 


Demonstração. O ângulo Ar, 
da figura, compreendido entre as 
tangentes em P e em P* é igual ao 
ângulo cêntrico PCP” compreendido 
entre os raios CP e CP, Logo. 





ES 
dr APCP CR (1 
ás As TasTR' 


pois o ângulo PCP” é medido em radianos, isto é, a curvatura média 
do arco PP! é igual à uma constante. Fazendo As 0, temos o 
resultado desejado. 





Do ponto de vista da curvatura, o círculo é a mais simples das 
curvas, pois que se encurva com velocidade de curvatura uniforme. 
Obviamente, a curvatura de uma reta é zero em todos os pontos. 


102. — Fórmulas para a curvatura, coordenadas retan- 
gulares. 


“Izonrema. Quando a equação de uma curva é dada em coorde- 
nadas retangulares, então 

Y 
Da 


+y? 


(B) K= 





onde y' e y” são, respectivamente, as derivadas primeira e segunda de 
y em relação a x. 








Demonstração. Como 7 =arcigy (: = ) 
temos, derivando, 
cd pk o 
(1 E. Por XXIL, $ 60 


de 1 pyt 
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Mas 
(2 se =(1+ ve, Por (3), 8 95 
Dividindo (1) por (2), obtemos (B). QE. 


Exercício. Se y for a variável independente, mostre que 


ca pit 


(o K=—E.,. 
+? 


onde 7” e x”! são, respectivamente, as derivadas primeira e segunda 
de z em relação a y. 


A fórmula (C) é usada nos casos em que a derivação em rolação 
a y é mais simples. A fórmula (B) não vale quando y' é infinita, 
isto é, quando a tangente em P é vertical. Neste caso, usa-se tam- 
bém, a (C), que fornece 


g=0 e K=— q”. 


Sinal de K. Escolhendo o sinal positivo no denominador de 
(B), vemos que K e y” tem sinais iguais, isto é, K é positivo ou ne- 
gativo, segundo a curva é côncava para cima ou para baixo. 


Exemplo ilustrativo 1. Acher a curvatura da parábola 4º = 4% (a) no 
ponto (1, 2), (b) no vértice. 


2 a(2 2y 
Sorução. fe > dE cio eg 
JOLUÇÃO. pistas (2) 


(a) Quando z=1 e y=2, temos y =1, y'=—4. Substituindo em 
(B, K=— 1 V2=—0,177. Logo, em (1, 2) à curva é côncava para beixo e 
a inclinação da tangente varia na razão de 0,177 radiano por unidade de arco. 
Como 0,177 radiano = 107”, o ângulo entre as tangentes em P (1, 2) e num ponto 
Q, tal que arco PQ = 0,1 unidade, é aproximadamente 1º. 





(6) No vértice (0,0), y é infinita. Logo, usa-se (C). 





neldo do p 


1 
205º K=-—o. Rep 


CD 
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» 
& 


Exemplo ilustrativo 2. Achsr K para a ciclóide (v. $ 81). 
z=e(0-sn6), y=a(l —co8). 


Sorução. No exemplo ilustrativo 2, $ 81, achamos 





Togo 


No exemplo ilustrativo do $ 82 mostrou-se também que 


2 
Cai cao 


Substituindo em (B), i 


Ka -— 


Resp. 
2a P 


1 
“O tosniô 





103, — Fórmula especial para equações paramétricas. Da 
equação (4), $ 81, temos, por derivação 


dedy — dydia 
dt dt? 


(65) e E) 
dt 


Logo, usando (B), $ 82, substituindo em (B), $ 102, e reduzindo, 











obtemos 
PR) 
(D) K= ot, 
E 


2 +y) 
onde as linhas indicam derivadas em relação a t, isto é, 


a Pr so MH dy 
ente, et pa, pa E 





de” de? 


A fórmula (D) é cômoda, mas é melhor muitas vezes proceder 
como no exemplo ilustrativo 2, $ 102, achando 3 como no $ 81, 
y” como no $ 82, e substituindo diretamente em (8). 
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104. — Fórmula para a curvatura; coordenadas polares. 


Teorema. Quando a equação de uma curva é dada em coor- 
denadas polares, 


2420" pp” 
(E K-º p e 
(+ pr)? 


onde p' e p” são, respectivamente, as derivadas primeira e segunda, 
de p em relação a 9. 


Demonstração. Por(J), 885, 7=8+Y. 


Logo 
D a =1+ Ea à 
Por (H), $ 85, Y = arete + 
Logo 





Consequentemente, por (1), 





é dr pERap O ppl 
(2) = ERE 
De (1), $ 86, 
d 
(3) o + er. 
Dividindo (2) por (2), obtém-se (E) QD. 


Exemplo ifustrativo, Achar a curvatura da espiral logarítmica p = e? 
num ponto qualquer. 


Sonução. a =p'= ef ap; Rss =p" = ate = dp. 


DS RE DUE PR NI DE saiaiZioosscocimst.mzí8888 
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Substituindo em (E), K = Resp. 





pvi+a 


105. — Raio de curvatura. O raio de curvatura R num ponto 
de uma curva é igual ao recíproco da cirvatura nesse ponto. Logo, 
de (B), 


tolos 


LA d+y9 
(7) a A - 


Exemplo ilustrativo. Achar o raio de curvatura num ponto qualquer 


da catenária y = 


veja 


x - 
(= + ca) (figura no capítulo XXVI) 





Sorução. y =" 





p R 
Vo R=É, 
a a 

Resp. 


106, — Curvas de transição (estradas). As curvas nas es- 
tradas devem ser construídas de modo a permitirem uma passagem 
suave de um trecho em linha reta para outro de direção diferente, 
afim de ser possível o uso das mesmas com velocidade razoável. Além 
de tornar giadativa a mudança de curvatura, os engenheiros fazem 
uso de curvas de transição para ligar as partes retas do trajeto. Estas 
curvas devem ter curvatura nula nos pontos de junção. Geral- 
mente, empregam-se para este fim arcos de parábolas cúbicas. 


Exemplo ilustrativo, Uma curva de transição numa estrada tem a 
forma de um arco da parábola cúbica y = j 2º. Com que rapidez muda de 
direção um carro que percorre este trecho da estrada, quando passa (a) pelo ponto 
(3,9? (%) pelo ponto (2, $)? (e) pelo ponto (1, 3)? (A unidado de compri- 


mento é uma milha). 


Soruçã dy By 

Sorução. Bo? oz 

Substituindo em (B), K= e ; 
ara 
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(a) Em (89), K = = radiano por milha = 28' por milho. Reep. 
PR - a E 
6) Em (2,8) K = os Tadiano por milhe = 316º por milha. esp. 


(o Em, 3, K = E - e radiano por milha = 40º 30º por milha. 
2 Resp. 
107. — Círculo de curvatura. Consideremos um ponto P da 
curva C. A tangente à curva em P tem o mesmo coeficiente an- 
gular que a curva em P ($ 42). Podemos 
também construir, em cada ponto da curva, 
um círculo tangente cuja curvatura seja a 
mesma que a da própria curva no ponto. 
Para isto, procedemos como segue. Traçamos 
a normal à curva em P, do lado côncavo da 
curva. Sobre ela marcamos um ponto c tal que distância Pc = raio 
de curvatura (= R) em P. Com c como centro desenhamos um 
círculo passando por P. A curvatura deste círculo é então 





ale 


isto é, a curvatura do círculo é igual a da curva em P. O círculo 
assim construído chama-se círculo de curvatura no ponto P da curva. 


Em geral, o círculo de curvatura de uma curva num ponto corta 
a curva no ponto. Isto está ilustrado pela figura acima. (confronte 
com a tangente num ponto de inflexão (8 57) ). 


Assim como a tangente em P mostra a direção da curva em P, 
o círculo de curvatura em P ajuda-nos a, materialmente, formar 
uma idéia geométrica da curvatura da curva em P, pois são iguais 
em P as velocidades de variação da direção da curva e da direção 
do círculo. 


Num próximo parágrafo ($ 114), o círculo de curvatura será 
Jefinido como a posição limite de um círculo secante, uma defini- 
ção anáioga à de tangente dada no $ 28. 
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Exemplo ilustrativo 1. Achar o 
raio de curvatura no ponto (3, 4) da hi- 
pérbole equilátera zy = 12 e traçar o 
correspondente círculo de curvatura. 


jo. YU. 4 Ey 2y 
Sorução. TS qa 
ty 8 

dt” q 





O círculo de curvatura cruza a curva em dois pontos 
Exemplo ilustrativo 2. Achar R em (2, 1) para a hipérbole 
2 +4ry- 2 =10 
Sorução. Derivando, tomando y como função implícita de x, obtemos 


q+2y+2zmy —2yy = 





Derivando de novo, tomando y e y' como funções implícitas de 7, obtemos 
1+4y 2 +2(z-Wy' =0. 


Substituindo os valores dados z = 2, y = 1, achamos y' = —2,y" = E 


Logo, por (F), R= + VT. Resp. 


O método deste exemplo (precisamente, tomar y e 4” como funções implt- 
citas de x) é usado, de preferência, quando se quer sômente os valores numéricos 
de 4 ey” e não expressões gerais para eles em têrmos de z e y. 


PROBLEMAS 


Ache o raio de curvatura de cada uma das curvas seguintes, 
no ponto indicado. Trace a curva e o correspondente círculo de 
curvatura. 


1. 24 = 2º; (0,0). Resp. R=1, 


E 
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2 Gy=2%; (2, 3). R= iv. 
s p=2(1, 1. R=BvVI3, 
4 y=senz; 67, 1, R=1. 
5. y=e;(0, 1. R=24/3. 
6 z2—-4y=9;(5,2). s. y=2sen2z; (L7,9). 
7. p=" +8 (1,3). 9. y=tgs; (Er, 1). 


Calcule o raio de curvatura no ponto (x, 3) de cada uma das 
curvas abaixo. 
3 
A+ 9x)? 


= = 
10. y=4º, Resp. R E 


nm y=2pz. 

3 
tr? + ay? 
12. biz? — atyt = abr. R= (biz, ta ui?) 


15. biz? tap = qb? 








3 
3 1 2 q 
14 22 + Pa =. R= fo ttnd o 
a 2 Es A 
15. a3 49? = 03. R=3(amy)'. 
16. q = raro vers E — V2ry— q. R= 22. 
x. y=Insecz. R=secx. 


18. Se o ponto de contato da tangente em (2, 4) à parábola 
yº = 8x move-se ao longo da curva uma distância As = 0,1, sob 
que ângulo, aproximadamente, dará a tangente uma volta? (Use 
diferenciais). 


19. A inclinação da curva 27 y = x* no ponto À (3,1) é 45º. 
Usc diferenciais para achar aproximadamente a inclinação da curva 
no ponto B da curva tal que a distância, ao longo da curva, entre 
4 e B seja Às = 0,2 unidades. 


DO SO = DU E maca a RR ED an NR 
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Calcule o raio de curvatura no ponto (ps, 6) de cada ima das 
curvas abaixo. 





20. O círculo p = a senê. Resp. R 

21. A espiral de Arquimedes p = aô. k 

22. A caurdióide p = «(1 — cos6). R 

23 À lemniscata pº = 0? cos 28. R 

24. A parábola p = a seç?3 0. R=2asec'ih. | 
25. A curva p=asm io. R = Saseniho. 





3 
a(5— 40050)? 


26. A trissetriiz p = 2a cos0 — a. R= 9 = U cos) 
eg 1 





27. A hipérbole equilateral p? cos 20 = 











, a(l-e) a(1-c)(I-2Zecosbi+e)* 
28. A cônico = o R=+ em 
SACRA, 1-—-ccos8 E (Le cos 8y)* 
Achar o raio de curvatura de cada uma das curvas abaixo, no 
ponto indicado. Desenhar a curva e o correspondente círculo de 








curvatura. 
29. = Resp. R=3/2. 
30. SB, y=3t—-Bt=1. R=6. 
5 2=24, y=2eht=0, R=2V/2. 
32 rv=acost,y=asent;t=t. R=a. 


36. z=2sent, y-vos2t; t=Em. 





4 
5 r=2hp= St 


34 uv=Pry=b-lt=10 377 z=tety=cigtt=t7. 


35. v=d4costy=2sentiy=1. 38. r=i-sent,y=1-cost;t=7. 
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39. Achar o raio de curvatura no ponto t = & da hipociclóide 
v=acost,y=asent. 
Resp. R=Sasenticost. 


40. Achar o raio de curvatura no ponto t = é, da involuta do 
círculo 
gx =a(cost+tisent), 


y=a(sent — tcost). Resp. R= at. 


41. Achar o ponto da cuva y = «& onde a curvatura é máxima, 
Resp. v= 0347. 


42. Achar os pontos da curva 3y = «! — 2x onde a curva- 
tura é máxima. 
Resp. 2 = + 0,95), 


43. Mostrar que o raio de curvatura é infinito num ponto de 
inflexão. 

44. Dada a curva y = 37 — 2º, 

(a) Achar o raio de curvatura no ponto máximo da curva (cuja 
ordenada é máxima) e desenhar o correspondente círculo de curvatura. 

(b) Provar que o ponto máximo da curva não é o ponto de má- 
xima curvatura. 


(e) Achar a menos de centésimos a abscissa do ponto de má- 
xima curvatura. Resp. x = 101. 


45. Achar o raio de curvatura em cada ponto máximo ou mi- 
nimo da curva y = xt— 22º, Desenhar a curva e os círculos de 
curvatura. Achar os pontos da curva onde o raio de curvatura 
é mínimo. 


46. Mostrar que num ponto de mínimo raio de curvatura, 
sôbre a curva 2) = f (1), tem-se 


(8) -2009] 
Aga) Ars) — qe LIT aa) do 


47. Mostrar que a curvatura da parábola cúbica 3a?y 








2 
Es 1 YTs 
cresce de zero a um máximo quando 7 cresce de zero a za 125. 


Achar o mínimo valor do raio de curvatura. Resp. 0,983a. 
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108. —Centro de curvatura. À tangente em P(xr,4y) à uma 
curva y = f(x) tem a propriedade de serem x, y e y iguais em P 
para à tangente e para a curva. O círculo de curvatura em ? tem 
uma propriedade semelhante; precisamente, x, 4, y' cy” tem os 
mesmos valores em P para o círculo de curvatura e para a curva. 

Derinição. O centro de curvatura («,B) em um ponto P(z,y) 
sobre q curva é o centro do círculo de curvatura. 


Teorema. As coordenadas q, 8 do centro de curvatura em 
P(z,y) são 





va+y (us 
(O asas TES ra er 
Demonsrração. A equação do círculo de curvatura é 
1) (G-a+(y—BP=R, 


onde KR é dado por (7). Derivando (1), 





2) Vea 





Da segunda destas equações, obtemos, substituindo o valor de 
R dado por (5). 
' uy Ê +n? 
GQ)  (y—8P=-— TR mes: ao 


Da primeira das equações (2) obtemos, usando (3), 


(49 r-a=-—y(y—B) LO, 





Achando 8 em (3), o em (4), obte- 
mos (6), ; Q.ED. 

Exercício 1. Calcule (6) dire- 
tamente da figura, usando (6), 895, 
(a = «—R sen 7, B = y+cosr, etc). 





Exercício2. Sex cx” são, res- 
pectivamente, a derivada primeira 
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e segunda de « em relação a 3, deduza (G) sob a forma 


Ita” “a 
dn + d=% (+ 


a=2+ 5, Sa 
x x 





As fórmulas (H) podem ser usadas quando 3! é infinita ou a 
derivação em relação a y é mais simples. 
Exemplo ilustrativo. Achar as coordenadas do centro de curvatura da 


parábola y? = 4 pz correspondente (a) à um ponto qualquer da curva; (b) ao 
vértice. . 


Y 
ê e É fe AR 
Sorução. Usando (3), temos 2! = É, 1! = 1 
Logo amas cas 42p, PN 
o x 
Boy tra RES 
é 49º 49” 


J 
Portanto (1) (: 2+2p- 


curvatura correspondente a um ponto qualquer da curva. 





) é o centro de 


b) (27,0) é o centro de curvatura correspondente ao vértice (0, 0). 


Sabemos, pelo $ 57, que num ponto de inflexão (como Q na 
figura abaixo). 





Logo, por (B), $ 102, à curvatura K = 0; por (E), $ 105, e (0), 
$ 108, vemos que, em geral, a, 8 e R crescem indefinidamente 
quando a derivada segunda tende a zero, a menos que a tangente 
seja vertical, isto é, supondo que P se move 
com a tangente ao longo da curva até 7”, 

no ponto de inflexão Q a curvatura é zero, 
pára momentâneamente a rotação da tan- 
gente e como a direção desta rotação muda, q 
o centro de curvatura se distancia indefi- 
nidamente e, portanto, o raio de curvatu- F 
ra tende ao infi-nito. 


109. — Evolutas. O lugar dos centros 
de curvatura de uma dada curva chama-se a eroluta da curva. Con- 
sideremós o círculo de curvatura em um ponto P da curva. Se P 
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se move sobre a curva, podemos supor 0 correspondente círculo de 
curvatura rolando sobre a curva com o ponto, com o seu raio va- 
riando de modo 'a ser sempre igual ao raio de curvatura da curva 
no ponto P. A curva CC; descrita pelo centro do circulo é à evo 
luta de PP, 





As fórmulas (G) e (H), $ 108, dão as coordenadas a, 8 de um 
ponto qualquer da evoluta em termos das coordenadas 2, y do cor- 
respondente ponto sobre a curva. Mas y é uma função de x;logo, 


estas fórmulas dão logo as equações paramétricas da evoluta em termos 
do parametro x. 


Para achar a equação retangular da evoluta, eliminamos x e y 
entre as duas expressões e a equação dada da curva. Não existe 
um processo de eliminação que possa ser aplicado em todos os casos,. 
dependendo o método a ser adotado da forma da dada equação. 
Num grande número de casos, contudo, o leitor pode achar a equa- 
são retangular da evoluta seguindo os passos abaixo. 


Primerro Passo. Ache a e B de (6) ou (H), S 108. 


Seauxpo Passo. Ache x e y em têrmos de a e B nas duas equa- 
ções obtidas. 


Tercerro Passo. Substitua estes valores de x e y na dada egua- 
são e reduza. Isto dá uma relação entre as raridveis a e B, queéa 
equação da evoluta. 
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Exemplo ilustrativo 1. Achar a equação ds evoluta da. parábola 4º = 4 pz. 
dy (2p dy 4pt 


SoLução. Ec AT 
a EM 
Primeiro passo. a=32+2p B=— 1a. 

a-2p 

Segundo passo. 2-= x 
A 
=— (pt 


2 
Terceiro passo. (47ºB)3 =4p 





ou p= (e-2p) 

Lembrando que a denota a abacissa e 3 a ordenada de um sistema de 
coordenadas retangulares, vemos que a evoluta du parábola AOB é a parábola 
semi-cúbica DC'E, sendo C”, C, C1, C2 os centros de curvatura, respectivamen- 
te, em O, P, Py Pa. 

Exemplo ilustrativo 2. Achar a equação da evoluta da elipse ba? + 
+atyf = atbr, 


dy Pr dy bs 
SoLução. Ea 7 


(2 vas 
as 


Primeiro passo. q = 


Segundo passo. 2 = 





2 2 2 

Terceiro passo. (aa)3 + (bB)3 =(a?—-53)3, 
equação da evoluta EHE'H' da elipse ABA'B'. E, E', H', H são os centros de 
curvatura correspondentes aos pontos 4, 4º, B, B' da curva e €, €º, C” corres. 
pondem sos pontos P, P”, P”. 

Exemplo ilustrativo 3. As equações paramétricas de ums curva são: 

.es1 0 e 
a) nd RA Ai 


Ache a equação da evoluta em forma paramétrica, desenhe a curva e a 
evoluta, ache o raio de curvatura no ponto onde t = 1 e trace o correspondente 
circulo de curvatura, 
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dat o 
Soução. Pd Ea t Por(4), 881. 
dy pie? 
ele W=T Por (B), $ 82. 
Substituindo em (G) e reduzindo, temos 
1-2 2H 460 +3t 
(e) a-iDIDÃO, paço 
que são as equações paramétricas da evo- T 
luta. Dando valores ao parâmetro t cal) z 
culamos x, y de (1) e a de (2), tabulando| 
os resultados, -sj4 |.8 
Desenhemos à curva e a sua evoluta. 5 s 
4 2|8 rá | 8.19 
O ponto (4, 0) é comum à curva e à 4 3 4 3 
evoluta. A curva (parábola semi-cúbica)) 3 | BR 
está inteiramente a direita e a evoluta intei-[— 2] 1 [716 [5 [72 
ramente & esquerda de z = 4. R 4 E % 
O círculo de curvatura em (4,3), | Uh 2 e pes 
1 
ondet =1, teráocentroem 4'(-1, 3) | O ctáãlo 
sôbre a cvoluta e rio = 44º. Para uma) 4, | L | 1 [1/2 
verificação, achemos o ruio do curvatura, Ê 8 2 E 
em A. De (F), $ 105, obtemos 312 sims 
ali | wa 
5 4 19 
eq + ea e AR E 
R= tutor = /Z quando t 2 E 3 a 
ajzls 
Isto deve ser igual à distância. 
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BAD 6-D- 


Exemplo ilustrativo 4. Achar as equações paramétricas da evoluta da 
cielóide 


Por (1), 8 3. 





8) 
y=a(l — cos!) 


( z=e(t- sent). 
Soiução. Como no exemplo ilustrativo do $ 82, obtemos 


dy smt dy 1 
dr CT cost! de a — co Bê 





Substituindo estes resultados nas fórmulas (G), $ 108, obtemos 


a =at(t+ sent), 
(4) 


B=-a(l-—cost). Resp. 


Nota. Se eliminarmos t nas equações (4), resultará a equação retangular 
da evoluta 00'Qº referida aos eixos O'a e 0'B. As coordenadas de O em relação 
a estes eixos são (— ma, — 2a). Transformemos as equações (4) mudando as 
coordenadas e usando 0X, OY como novos eixos. Então 


a=r-ma, f=y-2a 
Seja também t= E — 7. 


Substituindo em (4) e reduzin- 
do, as equações da evoluta tor- 
nam-se 


s=a(! — sent), 
(5) 


eixo Y 





y=a(]-— cost). 








Como (5) e (3) são idênticas q QE 
em forma, temos 


A evoluta de uma ciclóide é também uma ciclóide cujo círculo gerador é 
igual ao da ciclóide dada. 


110, -— Propriedades da evoluta. A evoluta tem duas pro- 
priedades interessantes. 


Teorema 1. A normal em um ponto P (x,y) de uma curva é 
tangente á evoluta no centro de curvatura C (a, B) de P. (Ver figuras 
no parágrafo precedente). 
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Demonstração. Da figura, 


a=z- Rsenr, 
(69) 
8=y+Rcosr. 
A reta PC está sobre a normal em P e 
(2) Coeficiente angular de 





pomicbço 
s-a tgr 





= coeficiente angular da normal em P,. 


Vamos mostrar que o coeficiente angular da evoluta é igual ao 
coeficiente angular de PC. Notemos que 


coeficiente angular da evoluta = de ; 


pois « e É são as coordenadas retangulares de um ponto qualquer 
da evoluta. 


Escolhamos como variável independente o comprimento do 
arco da dada curva; então, x, y, R, 7, « e B são funções de s. Deri- 
vando (1) em relação a s obtemos 





da de dr dR 

(3) Eq Resto senta, 

dB dy dr aR 

(4 do di Rsent + cost E rcdá 
des UU ug RE a do 
Mas do — COST; q; = Sent, pelo $ 95; e ds > E 


Substituindo em (3) e (4) e reduzindo, obtemos 





E da (o dR dB dr. 
(5) de SO ST gg OT 


a Ce — == WS DS O 
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Dividindo a segunda equação em (5) pela primeira, temos 


8 Rã ao a 
(6) a ctgr = mr coeficiente angular de PC. 


QE, 


Teorema 2. O comprimento de um arco da evoluta de uma 


curva é igual à diferença entre os raios de curvatura da dada curva 
nos pontos em que ela encontra as tangentes às extremidades do arco 
da evoluta, posto que ao longo do arco da dada curva, R cresça ou de- 
cresça. 


Demonstração. Quadrando as equações (5) e somando, obtemos 


0 (dB y 7 (8) 
(o (=) pi dsP T Nas) 
Mas, se sº = comprimento do arco da evoluta, 


ds: = da: + dB, 


por ((), S 95, sendo s=3', 2x =a, y =. Logo, (7) afirma que 
OM WAR (E) ds, dR 
68) =) Na) qo dg: 


Limitando-nos a um arco da dada curva para o qual o segundo 
membro não muda de sinal, podemos escrever 





ds ds 
(9) meti ou G=-1 


Em outras palavras, a velocidade de variação do arco da evoluta em 
relaçãoa Ré +1 ou — 1. Logo, pelo $ 50, acréscimos correspon- 
dentes de s' e R são iguais em valor absoluto, ou seja, 

(10) s—so=+(R- Ro), 
ou (ver figura, p. 195) areo CC, = + (PC, — PC). 


Fica, assim, provado o teorema. 
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No exemplo ilustrativo 4, $ 109, observamos que em 0º, R=0; 
em P', R=4a. Logo, arco O QG' = 4a. 


O comprimento de um arco da ciclóide (como 00'Q") é oito vezes 
o comprimento do raio do círculo gerador. 


111. — Involutas e sua construção mecânica. Torçamos 
convenientemente uma lâmina flexível de modo que ela tome a forma, 
da curva C40s, evoluta da cur- 
va P,P,, e suponhamos que um 
barbante de comprimento Rs, 
com uma extremidade presa em 
Os, Seja extendido ao longo da 
lâmina (ou curva). Dos resul- 
tados do último parágrafo de- 
corre que se levantarmos o bar- 
bante, mantendo-o sempre dis- 
tendido, pela extremidade livre, 
esta descreverá a curva P;Pp. 
Daí o nome evoluta. 

Diz-se que a curva PP, é 
uma involuta de CiCs. Obviamente, todo ponto do barbante descre- 
verá uma involuta, isto é, uma dada curva tem um número infini- 
to de involutas, mas uma só evoluta. 





As involutas P,Po, P/ Pg, Pr! PY! são chamadas curvas pa- 
ralelas, pois a distância entre duas quaisquer dessas curvas, medida 
ao longo das normais comuhs a elas, é constante. 


Observe o leitor que a parábola e a elipse das páginas 195 e 196 
podem ser construídas deste modo a partir de suas evolutas. 


PROBLEMAS 


Ache o raio c centro de curvatura de cada uma das seguintes 
curvas, no ponto dado. Verifique os resultados provando (a) que 
o centro de curvatura está sobre a normal à curva no dado ponto 
e (b) que a distância entre o dado ponto e o centro de curvatura é 
igual ao raio de curvatura. 
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1 2py=2*!;(0,0). Resp. (0,7) 

2 v+áy= 9 (3,9. wo, — 5). 
3 n-y= (3,9. (2, E). 
4º m=6 (2,9. o 9). 

& y=e; (0,1. (— 2,3. 
6. y=cosz; (0, 1). (0, 0). 

Te y=lnz; (1,0. (3, —2). 

8 y=2sen2s; (kr, 2). (dr, 39). 

9» (+60 tzy=0(—3,3). (— 13,8). 


10. 2y=42-4;(0,-2). 

NH. q=2+2;(2,9. 

12, y=senta; (4,1). 

15. v=itg2z; (dr, D. 

Achar as coordenadas do centro de curvatura num ponto qual- 
quer (x, y) de cada uma das seguintes curvas 


3y? e 


MM yê=2pz. Resp. a= ,B= 


-E. 
Ea 8 = “> 9y 

Gay "E Qu 
a CAD 


15. 4) = ar, 


16. blz? — aly? = a%b?, 


at E 
(a? + by 
Basico 
EA Ea 2 12 
1. 23 4+y'=a?, a=2+323y?, 
2 1 
B=y+32y 


18. Achar os raios e centros de curvatura da curva zy = 4 
nos pontos (1, 4) e (2,2). Desenhar o arco da evoluta entre êstes 
centros. Qual é o comprimento deste? 

Resp. Em (1,49), R=FVI,a=B 8-8; 
em (2,2), R:=2V2 0 =4, B=4; 
R— Ri = 5,933. 
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Achar as equações paramétricas da evoluta de cada uma das 


seguintes curvas, em função do parâmetro t. 


Desenhar a curva 


e a sua evoluta e, pelo menos, um círculo de curvatura. 


19. 
20. 
21. 
22 
23. 
24, 


25 


26. 


27. 


28. 


29. 
30. 
Sl. 
32. 
53 
Sá. 
55. 
36. 
37. 
58. 


59. 


2=38,y=3!-P. Resp a=HI+28-1), B=-48, 


s=3, y=-—6. 
s=6-U,y=2t. 
2=2, y="—2. 
s=4y=3+€. 





z=acost, y=bsent. 


acost, 
asenêt, 
a(cost + tsent), 


a=-Íp,B=30-5. 
a=4-38,B=-—2º, 
a=-28,B=3t, 
a=-PB=n+38, 
a=7-38,B=-28, 








. 1H+9 Bracatnndt 

SO AR MARE =" 
2» 

a= ED as, 


sen? t. 


(bl — a?) 
Beco 


a=acost+3acostsentt, 
B=3acostsent + asent, 
a=acost, B=asent. 


2 

y 

z 

y=a(sent— tcost). 
c=4-Uy=2t. 
2=2t,y=16-€. 
=", v= te. 
z=1-—cost,y=t-— sent. 
x = costt, y = sentt. 

mv =asect, y=btgt. 
v=cost, y=t, 

x = 6sent,y=3cost. 

7 = 3cossect, y = 4ctgt. 
e=a(t+sent. 
y=a(l— cost). 


aq =2cost +cos2t. 
y = 2sent + sen 2t. 


112. — Transformação de derivadas. Algumas das fórmu- 
las deduzidas acima podem ser obtidas de outras fórmulas estabe- 
lecendo relações entre derivadus. Dois casos serão vistos aqui. 
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Troca das variáveis dependente e independente. 





E é dy dy a 
Noração. Seja y = rm yW = a = EE etc., 
, 
1 v= = Er etc. 
Por IX, $ 29, 
1 
OD y= 
dy 
dy dy 
Temos y = Ta 
Usando (1), obtemos 
EE RE se 
dy af 
E EM 
(1 pri sao 
dy” 
mr BW! dy 
Temos im a mA 
dy” Ret — 3! 
Usando (J), Su E SRS 
ar ate! — 3gtn 
(8) upr= — EE der 


Prosseguindo, obtém-se relações entre derivadas de ordem mais 
alta. Por estas fórmulas, equações em y', y, 4”, etc. podem ser 
transformadas em equações em 2”, 2”, 2”, ete. 

Exemplo ilustrativo, Transforme (B), $ 102, em (C) do mesmo parágrafo. 

Sorução. Usendo (I) e (J) acima, 


E 


EA 2 z Re 
Ci 133º E aiccaiad 
a+y97 ( + (+12 





K = 
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Transformação de coordenadas retangulares em polares. Dadas 
as relações 


(1) z=pcos6, y=psenô 


entre as coordenadas retangulares e polares de um ponto, se a 
equação polar de uma curva é p = J(9), então as equações (1) são 
as equações paramétricas da curva, sendo 8 o parâmetro. 

Sendo 8 a variável independente e indicando com 2º, 2”, y', y", 
p',p!! as derivadas sucessivas destas variáveis em relação a O, temos, 
derivando (1), 

(2) w=-psenf+p' cos, y =pcos8 +p' send; 

(39) q!=—2p'send +" —p) cos 8, 

y' = 2p' cos0 + (9” — p) send. 
Equações em 2, 4 2/, 3, 2”, 1! podem, pelas fórmulas (1, (2) 
e (3), ser transformadas em equações em p, 9,0%, 0” 


Exemplo ilustrativo. Deduza (E), $ 104, diretamente de (D), 8 108. 


SoLução. Tomando separadamente o numerador e denominador de (D), 
subetituindo com base em (2) e (3) e reduzindo, obtemos os resultados 


ny ye =p+20%-pp'; 2 yt = pt + pl 
A substituição destes valores em (D) dá (E). 


PROBLEMAS 


Nos exercícios 1-5 troque as variáveis dependente e independente. 


2 
de ai +y E = 0. Resp. (E) = 0. 
dy e RE. a Cu 
Frio Ho-D 0 IH) Dao 
Es + dy Bu da (2) aro 
(y o( arq O at a) tom 40 
Ey an (Eu dy 
eggs Ty (é de) la 
2) (69) - (8). 





bg 





Ed 


» 





gr 
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6. Transforme 








7. Transforme a equação E — 
mando «x = cost. Resp. + +u=0. 
dy 
8. Transforme a equação ER] + 21 RR O tomando 
x= dl Resp. v4 ay =0. 
nr KG -u u 


OUTROS PROBLEMAS 


1. Achar as equações paramétricas da evoluta da curva q = 
=3cost+cos3t y=3sent-— sen3t. Achar também o centro 
de curvatura para t = O e mostrar que ele coincide com o correspon- 
dente ponto da dada curva. 


Resp. a=Gest—2cos3t, 8 =Gsent+2sen3t. 


2 Se Réo raio de curvatura num ponto da elipse bi? + 
+ey=ab! e Déa distância da origem à tangente à curva no 
ponto, prove que RD' = q%?, 


3. Achar as equações da evoluta da parábola yº = 4, usando 
z como parâmetro. Achar os pontos da parábola para os quais os 
correspondentes centros de curvatura são também pontos da pará- 
bola. - Achar, finalmente, o comprimento da parte da evoluta in- 
terna à parábola. 


Resp. (24242); 4(V2- 1. 
4. (a) Em cada ponto (z, y) de certa curva, o coeficiente an- 
z(1+3) 
Ta E 
Mostrar que a equação da curva E log(l +) =1-V5-22. 


gular dela é igual à - A curva passa pelo ponto (2,0). 
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(b) Achar a curvatura da curva no ponto (2,0) e desenhar uma 
porção da curva próxima dêle Resp. K= = v5. 
(c) Traçar o círculo de curvatura no ponto 
8 5 
Resp. a = 9: B= ro 


5. O coeficiente angular da tangente a certa curva € no ponto 
di . k 
P é dado por e = e onde s é o comprimento do arco (medido 
de algum ponto fixo) e a é uma constante. O centro de curva- 
tura de Cem P é P”. Indicando com R o raio de curvatura de € 
em P e com R' o raio de curvatura da evoluta de C em P”, mos- 
trar que 


sta 2s(s + a?) 
(a) p=Cte, (d) de = delito, 


CaríruLo XI 


TEOREMA DO VALOR MÉDIO E SUAS APLICAÇÕES 


113. Teorema de Rolle Um teorema fundamental no desen- 
volvimento teórico do cálculo será explicado agora. 


Seja y=J(x) uma 
função de x, de um só 
valor, contínua no inter- 
valo [a, b], (8 7) e nula 
nos extremos deste inter- 
valo (J (a) = 0, f (5) = 0). 
Suponhamos também que 
J (x) tenha uma derivada 
finita f' (x) em cada ponto 
interior (a < x <b) do intervalo. A função será, então, represen- 
tada graficamente por uma curva contínua, como na figura. A 
intuição geométrica mostra logo que para ao menos um valor de x 
compreendido entre a e d a tangente é paralela. ao eixo dos xx (como 
em P), isto é, tem o cocficiente angular igual a zero. Isto ilustra O 





Teorema DE RoLLE. Se f(x), contínua no intervalo (a, b), é 
nula nas extremidades e tem uma derivada $' (x) finita em cada ponto 
interno ao intervalo, então f(x) deve se anular para ao menos um 
valor de z compreendido entre a e b. 


A demonstração é simples. Realmente, ou f (x) é nula em todos 
os pontos de [a, b] e o teorema está demonstrado, ou não é. Neste 
segundo caso, podemos fazer duas hipóteses: ou f(x) começa cres- 
cendo ou começa decrescendo. Vejamos a primeira hipótese: f (x) 
não pode crescer sempre, pois é nula em b; logo, há um dado ponto 
€ interno ao intervalo, de onde ela passa a decrescer. Neste ponto 
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j(x) tem um máximo e portanto f'(c) = 0. Vejamos a segunda 
hipótese: j (x) não pode decrescer sempre, pois é nula em b; logo, 
há um ponto c' interno a [a, b] de onde a função passa a crescer. 
Neste ponto, ela tem um mínimo e portanto J' (c) = 0. 


x 









A figura ilustra um caso em que não 
vale o teorema de Rolle porque J'(z) é in- 
finita num ponto x = c interno a (0,0). Em 
nenhum ponto do gráfico é a tangente para- 
tela ao eixo dos 2%. 


114. Círculo osculador. Se um 
círculo passa por três pontos vizi- 
nhos Ps, P,, Ps de uma curva e se 
se faz P, e Ps tender a Po, moven- 
do-se sobre a curva, então o círculo 
tenderá, em geral, a uma figura li- 
mite, a qual é também um círculo. Psy 


Palsgto) 


Este diz-se circulo osculador à curva no ponto Po. 
Teorema, O circulo osculador coincide com o de curvatura. 
Demonsraação. Seja 
1) v=j(a) 

a equação da curva; sejam Zo, Z1, 3: &8 absrissas dos pontos Po, Pi, 


P, respectivamente, (o”, 8") o centro e R” o raio do círculo passando 
pelos três pontos. Então a equação do círculo é 


(-aptWy-B=R"; 


como as coordenadas dos pontos Ps, P,, Pa devem satisfazer esta 
equação, temos 


[erramos 





(n- atm —-BP-Rº=0, 
(mA MW —B)—Rº=0. 


(2) 
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Consideremos a função de z definida por 
PO=G-ar+(y- By", 


na qual y é definido por (1). 
Das equações (2) obtemos 
F(a)=0, F(a)=0, F()=0. 
Logo, pelo teorema de Rolle ($ 113), Fº (x) deve se anular para ao 


menos dois valores de z, um compreendido entre Zo e 74, digamos 
x”, outro compreendido entre x, e Za, digamos 4”, isto é, 


F()=0, P()=0. 


Daqui resulta, pela «mesma razão, que F” (x) deve se anular para 
algum valor de x compreendido entre x' e 2”, digamos 23; logo 
, 


F'(m) = 0. 


Portanto os elementos o”, 8' e R' do cfreulo passando pelos 
pontos Po, P; e P, devem satisfazer as três equações. 


Fa)=0, F()=0, Px) =0. 

Façamos agora os pontos P; e P; tender a Ps, movendo-se 
sobre a curva; então 74, Za, &, 2 e 7; tenderão a % e os elementos 
«, Be R do círculo osculador serão, pois, determinados pelas três 
equações 

F()=0, F(a)=0, Fº(r9=0, 
ou, desprezando os fndices, pelas equações 

63) E-t(y—Bp=R, 

(4 (r— o) +(y— B)y' =0, derivando (3). 

(5) 1+w+(y—8)y” =o0, derivando (4). 
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De (4) e (5) deduzimos, supondo y” 0, 


(6) sm a- UU, esa 





Tirando a e 8 destas duas últimas equações, obtemos o resul- 
tado expresso por (6), $ 108. Substituindo os valores (6) em (3) 
e do resultado tirando R, obtemos a (F) do $ 105. Logo, o cír- 
culo osculador coincide com o de curvatura. 

No $ 28 definimos a tangente em P como a posição limite de 
uma reta passando por P e por um ponto Q sobre a curva, pró- 
ximo de P, quando Q tende a P, movendo-se sobre a curva. Vemos 
agora que o círculo de curvatura em P é a posição limite de um 
círculo passando por P e por dois pontos próximos, sobre a curva, 
quando estes últimos tendem a P. 


115. — Ponto limite da interseção de normais consecu- 
tivas. 


Teorema. O centro de curvatura C num ponto P de uma curva 
é a posição limite da interseção entre a normal à curva em Pe a normal 
à curva num ponto próximo a P, quando 


Cras 
o ponto próximo tende à P. ! e 
Chai 
Demonstração. Seja 
1) v=i(2) 
12h) 
a equação da curva. Filzo Vol 


As equações das normais à curva em dois pontos 
próximos P, e P, são 


(xo — D+ (4 — DF (xo) = 0, 
ga-o)+an—nf(m=0. 


Se as normais se cortam em C' (o”, 8'), as coordenadas deste 
ponto devem satisfazer as duas equações, isto é, 


f mw-)+(Ôw-—B) ICC) =0, 
Uma) m-B)Tm=o. 
Consideremos agora a função de x definida por 
dm=(1—-0)+(4—8)y, 
na qual y é definida por (1). 


(67) 
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Então, as equações (2) mostram que 


d(x)=0, d(m)=0. 


Logo, pelo teorema de Rolle ($ 113), &'(x) anula-se para algum 
valor de x compreendido entre z, e z:, digamos 2”, Consequente- 
mente, o” e 8” são determinadas pelas duas equações 


Gm) =0, d'(1)=0. 
Fazendo agora P, tender a Po, temos que x” tende a xo, dando 
Pl) =0, &(m)=0, 


e C'(o”, B') tenderá a um ponto € (a, 8) sôbre a normal em Ps. 
Tirados os índices e tiradas as linhas, as duas últimas equações 
são 
E-d+(y-By=o, 
1+y+(y—- BW =0. 


Achando os valores de a e 8 nestas equações, obtemos resultados 
idênticos aos expressos por (G) do $ 108. Q.E.D, 


116. — Teoremas do valor médio (Leis da média). Para 
aplicações posteriores necessitamos do 


Teorema. Se J(x), F(x) e suas derivadas primeiras são con- 
tinuas no intervalo [a, b] e se, ainda, F' (x) não se anula no interior 
de [a, b], então para algum valor x = x, compreendido entre a e b, 





IO -fla (x) 
(4) FOFO Fe) (a<m<5) 


Demonstração. Consideremos a função 


0 cn fre -ral-Ut) 16 
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Temos & (a) = &(b) = O e por conseguinte pode-se aplicar o teo- 
rema de Rolle, $ 113. Ora, 


Pb) — fa) 


(2 CO ra 


F'(a) — JF (a). 


Logo, existe algum valor z = 7, compreendido entre a e b tal que 


(3 Or e)-rtm=o. 


Dividindo por F (x) (pois, lembremos, F'(x1) 0) e trans- 
pondo, obtemos (4). Q.ED. 


Se F(x) = 2, (4) torna-se 


(B) 166) — Sta) 


O = (o) (8<n<b) 


Nesta forma o teorema tem uma 
interpretação geométrica simples. Na F 
figura, a curva é o gráfico de j (x), € 


OC=a, CA =J(a), 





OD=b, DB=14(b). 





Logo 


Le = S = coeficiente angular da reta AB. 


Como f' (x1) é o coeficiente angular da curva num ponto do 
arco AB, (B) diz que o coeficiente angular nesse ponto é igual ao 
coeficiente angular da reta AB. Logo, há ao menos um ponto sobre 
o arco 4B no qual a tangente à curva é paralela à corda AB. 


O leitor deve desenhar curvas (como a primeira do $ 113) que 
mostrem poder existir mais de um tal ponto no intervalo e curvas 
que, por outro lado, mostrem que o teorema pode não ser verda- 
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deiro se f(x) é descontínua para algum valor de z compreendido 
entre a e b ou então f(x) é descontínua (como na segunda figura 
do $ 113) 


A fórmula (3) pode também ser escrita sob a forma 
(Ce) Sb) = Sa) + (b — a) f' (eo. 


Seja b=a+ Aa; então b— a = Aa e, como x, é um número 
compreendido entre a e b, podemos escrever 


r=a+8 da, 


onde 8 é positivo e menor que 1. Substituindo em (€), obtemos 
outra forma do teorema do valor médio: 


(D)  jla+4)-j(a)=hAj(a+0Ão) (0<8<1 
PROBLEMAS | 


1. Verificar o teorema de Rolle achando os valores de x para 
os quais j (x) e f' (x) se anulam em cada um dos casos seguintes. 


(a) J)=2—-3z. (e) j(x) = senmz — coste, 
(6) Je) =62"- 2, O IO=tge—r 

(o fivg)=a-+br+ er. (g Jg) =zlnz. 

(d) f(x) = senz. M) j(m) = ae 


2. Dado j(z)=tgz, então f(0)=0 e f(m)=0. Pergun- 
ta-se; vale o teorema de Rolle para a função j (x), isto é,J' (x) anula-se 
alguma vez entre 0 em? Explicar a resposta. 


3. Para (y+1=«x!, tem-se y=0 para x=-—-1ey=0 
para z = 1. Pergunta-se: vale o teorema de Rolle, isto é, y' anula-se 
alguma vez no interior do intervalo [— 1,1]? Explicar a resposta. 





4. Em cada um dos seguintes casos achar 7 tal que 
SO) =H0) + Cb — f(x). 
(a) JO)=2,e=1,b=20 Resp m=15. 
db) = Vraslb=4 nm = 2,25. 
(O) IJ=e,a=0,b=1. m=In(e-1)= 0,54, 
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to 


O iM)=D,a=1,b=2 
(o Jm)= “nz, a=05,b=1,5. 


O Io=-snTE c=0,b=1. 


5 Dado f(x)=1l/x,a=-l,b=1, existe valor 7; tal que 
IO) =I()+06- fm? 
6. Dadoj(x)=28,9a=-1,b=a1, existe valor 7; tal que 


10) =I(0)+(6-— )f'(m? 


117. — Formas indeterminadas. Quando, para um parti- 
cular valor da variável independente, uma função toma uma das 
formas 


0 
dO, 0Xe, eco, 0, of 1º, 


diz-se que ela é indeterminada e que a função não é definida para 
aquêle valor da variável independente, Por exemplo, seja 


PEC 


“= pt) 
e suponhamos que para algum valor, a, da variável, se tenha 
10=0, F(g)= 


Para este valor de x nossa função não é definida, mas é imediato, 
pelo que já se viu (Caso II, $ 17), que podemos atribuir à função, 
para x = q, um valor tal que ela resulte contínua para z = a, sem- 
pre que existir o limite da função quando x tende a c. 


118. — Funções indeterminedas. Be a-função f (x) é inde- 


terminada para x = q, isto é, se para 7 = % ela toma uma das formas 
indeterminadas acima e se 


lim 7 (27) 
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existe e é finito, então atribuímos êste valor à função para x = a, 
com o que a função toma-se, pois, contínua para x = a (8 17). 


O limite pode, algumas vezes, ser achado depois de transfor- 
mações simples como mostram os exemplos seguintes. 


do 
Exemplo ilustrativo 1, Dado j (2) = E 2, prove que lim f(x) = 4. 
Zz-2 252 


Sorução. (2) é indeterminada, mas, dividindo o numerador pelo deno- 
minador, (2) = 2 +2, e lim (2 +2) = 4. 
1—8 


Exemplo ilustrativo 2. Dado f (7) =sec 2 — tg 2, prove que im J(2) = 0. 
ar 


SoLução. J(z) é indeterminada (= — o). Transformemos como segue: 





l-—-cenz 1-senz l+senz coz 
secr—tgr= - . = 
cos 7 cos x l+snz I+sena 


Logo, o limite é zero. 


Veja também o $ 18. Métodos gerais para levantar as inde- 
terminações apresentadas pelas formas do $ 117 dependem do cál 
culo. 


119. — Forma indeterminada > Dada uma função da 
PRO) = = 
forma Fe; onde j(a)=0 e F(a)=0, (portanto uma função 


indeterminada para z = q), quer-se achar 


im 1) 
Pee) 
Provaremos que 
(E tim LD 2 tim LO 
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Demonstração. Em virtude de (4), $ 116, e pondo b=z, 
temos 


[9D) Fr)” 





(a<zx <a) 


pois f(a) = 0, F(a) =0. 


Se z—a, também x, — q; logo, se o segundo membro de (1) 
tende a um limite quando z;—, então o primeiro membro terá 
ô mesmo limite, Com isto fica provada a igualdade (E). 


De (E) resulta, se J' (a) e F' (a) não são simultâncamente nulas 


im (BD = LO 


a dn FT Fa 


70) z 
REGRA PARA LEVANTAR À INDETERMINAÇÃO o Derive o nume- 


rador e o denominador. As derivadas obtidas serão, respectivamente, o 
numerador e o denominador de uma nova fração cujo valor no ponto 
de indeterminação da primitiva fração é o limite desta quando a va- 
ridvel independente tende para o ponto de interminação. 


No caso em que f' (a) = 0 e F'(a) = 0, isto é, no caso de serem 
nulas as derivadas primeiras para z = a, então (E) pode ser apli- 
cada à razão 


1) 
F'(a) 





ea regra dará Pi 5 = o a 





Pode ser necessário repetir o processo várias vezes. 


Chamamos a atenção do estudante para o erro muito comum 
de se derivar a expressão toda como uma fração, por VII. 





E 
G 
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Seg = e, a substitui 





- 1 
ão 7 = - reduz o problema ao cálculo 
z 


do limite para 2 = 0. 4 





sim, 


in FO = —- ' Ê em a 


Portanto, a regra vale também nêste caso. 








, ; n 
Exemplo ilustrativo 1. Prove que lim “ILE 


20 





SoLução. Seja / (x) = sen nz, E (2) = 2. Então $(0) = 0, F(0) = O. Logó, 
por (E). 


1 o tm LO O ti 0080 
TC a da ae; 


| Exemplo ilustrativo 2. Proveque lim E Et2 (3 
= 


Ad oa+I" 2 


Sorução. Seja f(z) = 7º — 3z 42, F(x) = 2! —- 23 -z +1. Então J(1) m 
=0. F(1) =0. Logo, por (E), 


1 a tD tim DÉSD O . indotormi 
dm pç) o lm pi) = lmsags=1o 0" indeterminada. 


a LO po SE 
“hm po) PMs 


nose 


QED. 








— 22 


Exemplo ilustrativo 3. Prove que lim É 
E senz 


z 


Soução. Sejaj()=S-ez-2zF(2)=z—snz. Então/(0) =D 
F(0)=0. Logo, por (E), 


NES a E. 


ID qm O ” 
dr ir) Em I-coss "O: 





- indeterminada. 


EAEC) MD isa DA 
ho ETs) (2) “2ão sens 





=. .'. indeterminada. 


LD mto 


=lm oc cinto =2 QED. 





o 


$ 117 
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PROBLEMAS 


Usando as derivadas *, calcular os limites abaixo. 


7. 


9 


10. 


mn. 


12. 


13. 


lá. 


15. 




















Resp. 5. 
1 
nani” 
lim 22 1. 
zo12—1 
lim ETC 2 
i 
z>0 sent 
tgz— 2 
2>02— senz” . 
' In sen x 1 
dm qr — 2a)?" : E 
es 
o qt pq 
lim . In —. 
250 & b 
lim “= mesenô Ca 
0—0  seniô o Cds 
lim tda its sen a cos 6. 
2—6 — é 
co e+seny—l 
Di mc PEA À 2. 
voo In(l+y) 
lim setó- 2tg À —2ted 1 ã 
x I+costó 
6-5 
lim r-art—-arta 
r—a Cd] ú 
ii SD MAO Nr Vila 
es2r—-3V19-57" 
4x a z—senz 
16. lim ———. 
500 T 





tg9+sec8— 1 
850 tg8 — sec8 + 1º 2—0 seria 


tgr — senz 


lim 17. dim 


* Depois de derivar, deve o estudante, em cada caso, reduzir à expressão obtido à forma 
mais simples antes do substituir o valor da variável. 
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18. São dados (V. figura) um círculo 
de centro O e raio r e uma reta tangente 
ao círculo no ponto 4, Sendo AM = arco 
AP (V. figura), achar a posição limite de 
B quando P tende a 4, movendo-se sôbre 
a curva. Resp. OB = 27. 





120. — Forma indeterminada =. Para achar 


im ID) 
din r() 


quando f(x) e F(x) tendem ao infinito, para z—a, seguimos a 
mesma regra que a dada no $ 119 para o levantamento da indeter- 


. 0 E 
minação —, precisamente: 


Derivamos o numerador e o denominador e as derivadas obtidas 
vão ser, respectivamente, o numerador e o denominador 'de uma 
nova fração. O limite da nova fração, quando existe, é igual ao da 
primitiva fração. 


Uma demonstração deste resultado está fora do escopo deste livro, 


Inz 








Exemplo ilustrativo. Prove que lim —L? =0. 
= 50 Cossec 7 

Sorução. Seja f (x) = In 2, P (7) = cossecz. Então /(0) = — o, F (0) = 

=. Togo, pela regra, 
Es 
IDO z 2 csmta O 

SE Po SG comeca O TER O O” 

Então, por (E), 
— sent —2snzcosz 








QED. 


lim -= 
20 Tc08z zeent 





121. — Forma indeterminada 0. e. Se uma função f (7).& (x) 
toma a forma indeterminada O. o para z = a, escrevemos a dada 
função como abaixo 
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19).60- LE (ay 
86) 7 


E 0 
que, assim posta, toma uma das formas JU = quando r=a e 


é, portanto, conduzida a casos já vistos no $ 119 ou $ 120. 


Como se viu, o produto f (x) . é (x) pode ser posto sob uma de 
duas formas. Qual seja a mais cômoda delas para os cálculos vai 
depender das funções dadas. 


Exemplo ilustrativo. Prove que lim (sc 32c0852) = — É. 
jr 3 


SoLução. Como sec & =, cos E x = 0, escrevemos 


cos5z 
cos3 7” 








secBzcos6z =. à «cosõa = 


os 3 7 
Sejo f(x) =cosbz, F(a) = cos3%. Então (47) =0, F()7) =0. 


io LO = im LO - tim Dôtn6z) 5 qr 
Logo, por (E), qa Flo Mn) ME Sgemnõa F QED. 


122, — Transformação da forma indeterminada o — o, 
Em geral é possível transformar a forma indeterminada «o — o 
em uma das duas outras a = 

0! o 


Exemplo ilustrativo. Provar que lim (secz — tga) =0. 
Came 1d 


Sorução. Temos seckm —-tgir = — o. .'. indeterminado. 
Por (0), p: 2, mes — igs = 1 —dnz (loss 
cos” cosz cost 


Seja f(z)=1 —senz, FG) ema. Então J($7) =0, F(bm) =0 
Logo, por (E), 


1O ml D tm SPEA ; 
Rio) to E dera da QD: 








222 
Calcular os limites seguintes: 
Resp. 
1. lim BZ 0. 
so» Jº 
2 Stg 2 2. 
2>0 ctg 27 
. tg30 
3. lim E, +. 
a * tgô 3 
3 
4. lim É 0. 
zo (* 
a 
5 lim À o. 
so Ina” 
6. lim ce — o 
mo Ing” 
= lisenZr 
7. lim ————. 1. 
= Inseng 
8. lim ln sen 2. 0. 
20 
am, TÊ 1 
9. lim — tg. am. 
o P E” a 
s. 
10. Jim x sen — a. 
am 
1. lim (7 — 2x) tg. 2. 
x 


a) 





12. lim (1 — tg 0) sec 20. 
mç 
13 tim [ goal 
“o LL 2—1 
E [ 1 z ] 
14. lim | — — — |. 
ea Linz Ing 


125. — Sobre as formas indeterminadas 0º, 1º e «0, 


que a função 
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cap, XI 


PROBLEMAS 


1. 


| + 


ef 





15. lim | ——— 
So sento 
16. lim [+ -— 
vo ly — 1 
1 
17. lim [= —— 
z—0 Lsent x 
18. lim Ene 
emo zlnz 


19. lim 8 cossec 28. 
0— 





EQ 


us 
21. lim (6º 6) tez - 


22. lim (sec50 — tg 0). 
= 
E tim [E - imadem 
2 las Qu(em= + 1) 


24. lim [E- 1 ] 
“om la vtga)' 


25. lim Cod ] 
im [2182 3 Sci « 











**a 
a D—-4 qt 
26. lim tg—. 
EA 4 


im [agirao >] 
Eita cdo log(1+2%) qd" 


[5-4] 
seno Jo 


28. lim 
20 


Para 


Toto 
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tome uma das formas indeterminadas acima num dado pento x, 
devemos ter á 


IG)=0, d(x)=0, dando O, 


ou il)=1, G(x)=, dando 1º, 
ou IW=e, 6()=0, dundo é 
Seja v=I (te, 


“Tomando os logaritmos naturais de ambos es membros. 
Iny = q (2) Inj (1). 


Em qualquer dos casos acima, a função In toma no ponto £ 
a forma indeterminada. 


0. o. 


Calculada esta pelo modo ilustrado no $ 121, obtemos o limite 
do logaritmo da função. Sendo este igual no logaritmo do limito 
da função, é conhecido o limite da função, pois da igualdade In y=a 
resulta y = €º. 


E: 





plo ilustrativo 1. Prove que lim 27 =). 
250 


Sorução. A função toma 4 forma indeterminada 0º quando z =0. 





Seja TE: 
então ny=anz=0.- o, quandoz=0 
: 
Pelo 8121 Iny= 7- quando z = O 
z 
A, 
Pelo $ 120, tim BZ 2 tim E no. 
250 1 0 250 É 
z 2 
Logo tim ny =0,e lim y=lim 2º =e =]. QED. 
z— 0 z>0 


2 
Exemplo ilustrativo 2. Prove que lim (2 —ajttiz: =”. 
> 


Soução. A função toma a forma indeterminada 1º quando pe x4: 
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Então ny=tgimin2e-2s=<.0, quando 4 =1 
ne-2 o 
Pelo 5 121, iny= Gagre = Os quando z = 1 
ER 
me-D T2-z 2 
Pod de it DO Ss rca é 
É 2 ' ' tgfmz 2z 
Logo lim lay=, e lim y=lim (2- 87 = er 
2 , 3 PR 
QED. 


Exemplo ilustrativo 3, Prove que lim (ctg a)*Pz =1. 
—o 


SoLução. A função toma a forma indeterminada «º quando z = 0. 
Seja v = (ctg a)tnz; 
então Iny=senzinctgr=0.0, quando 7 = 6 


netga (o 








Pelo 5 121, In y coa O! quando x = 0 
— cossec! z 
Pelo $ 120, lim CCZ gm — CEE q Sn E 0, 
emb CONECTE pod) — COSSECTCÍg E ro) CO A 
lim 1 = 0, tn = li tag 2) RL me 4 me), .E.D. 
Logo lmloy=0, e lim y = lim (ctg 2) 1. QED 
PROBLEMAS 
Calcule cada um dos limites abaixo: 
1. lim (sen x)t8=. Resp. 1. 8. lim À cos 2) $ 
z ao z 
pra 
2 
2 % É 2 
2. lim (2 + 1) 5 e. 9. lim (cos 2) . 
o x +. z 
; 1 ; 2º 
3. lim —. 10. lim À cos 2) . 
no] e 0 z 
ay É 
4. lim (1 +). a es. 10. lim (e2 + 29)!º, 
25» y 20 
5. lim (1 + sen ajetes. e. 12. lim (x + I)etez 
=>0 20 
L py 
6. lim (e + 2)*. e: 13. lim (1) é 
0 z+0 x 
1 
E 


7. lim (14 n9). e. 14. lim (1 + ajnz, 
0 20 
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124. Teorema geral do valor médio. Seja a constante R 
definida pela equação 


€) II af(a-W-a R=b0. 
Seja F (x) a função obtida do primeiro membro de (1) substi- 


tuindo-se b por x, isto é, 


QD Pew=Iw-jla-t-af(a-ile-u R. 
De (1), F(b) = 0 e de (2), F(a) = 0; logo, pelo teorema de 


Rolle ($ 113), para ao menos um valor x; de x, compreendido entre 
aeb, temos F(r) =0, Ora, 


F()="(0)-S(a)-(r—aR; 
logo Ply)= (mm) fa -—(m-aR=0. 
Como F (x) = 0 e F'(a) = 0, podemos aplicar de novo o teo- 
vema de Rolle: a função F'(x) anula-se em ao menos um ponto %. 


“ompreendido entre a e x. Ora, 


Fr(a)=I"(0)-R; logo F'(rx)=/"(2)-R=0 
e portanto R=I"(a). 


Substituindo este resultado em (1), obtemos - 
1 
1) 6) =I(0)+(O— af (a) + E OD — af (ea). 
ES (a<m<b) 


Continuando este processo vamos obter o resultado 


0 10-10+0 Pr + Cdr + 
+ Cm (D+... +E— So DE jo (o 
10 ar). (a<n<b 
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A equação (G) exprime o teorema geral «do valor médio e é chamada 
a lei geral da média. a 

125. — Máximos e mínimos pelo método analítico. Usan- 
do os resultados dos $ $ 116 e 124, podemos fazer um estudo geral 
dos máximos e mínimos das funções de uma só variável independente. 

Dada a função j (x), seja k um número positivo tão pequeno 
quanto se queira; então, as definições dadas no $ 46 podem ser for- 
muladas como segue. 

Se para todos os valores de x, diferentes de a, do intervalo 
(a— ha +h); 


(1) Ja) — $ (a) = número negativo, 








então (e) tem um máximo quando x = a. Se, pelo contrário, 
2) 3x) — $ (a) = número positivo, 


então, f(x) tem um mínimo quando « = a. 

Começarernos com uma demonstração analítica do critério dado 
no parágrafo 45. 

Uma função é crescente quando a derivada é positiva, decrescente 
quando a derivada é negativa. 

Realmente, seja y = f(x). Quando Az é pequeno, o quociente 
= e a derivada f' (x) tem o mesmo sinal ($ 24). Seja f'(27) > 0. 
Então, sendo Àz positivo, também é positivo Ay e, sendo Az nega- 
tivo, também é negativo Ay, isto é, f (x) é crescente. Uma demons- 
tração semelhante pode ser feita quando f' (x) < O. 

Vê-se fâcilmente agora que 

Se j (a) é um máximo ou míhimo de j (x), então f' (a) = 0. - 

Realmente, se J' (a) fosse diferente de zero, j (x) seria crescente 
ou decrescente quando « é próximo de a e portanto f (a) não seria 
nem máximo nem mínimo. 

Procuremos condições suficientes gerais para a existência de 
máximos ou mínimos. Consideremos, para isso, os seguintes casos. 

1 Sojaf()=0e7"(0)=0. 

De (F), $ 124, trocando b por z e transpondo j (a), obtemos 


o so-to- Era. <u<a) 
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Como j” (a) x O e se supõe j” (x) contínua, podemos escolhe 
um intervalo [a — h, a + A] tão pequeno que nele j' (a) e J'(x) 
tenham o mesmo sinal. Como (z — a)? não muda de sinal, o se- 
gundo membro de (3) também não muda e portanto a diferença 


dx) — Sta) 


não muda de sinal quando z varia no intervalo [a — h,a + A]. Ora, 
o sinal desta diferença é o mesmo de f” (a); logo, tendo em vista (1) 
e (2) acima, 
(4) J(a) é um máximo se J' (a) = 0 e f” (a) = número negativo; 
(5) J(a) é um minimo se f (a) = 0 e 1" (a) = número positivo. 
Estas condições são as mesmas que as do $ 56. 
H. Seja f(a)=j(a)=0ef"(a)x0. 


De (G), 8 124, pondo n = 3, substituindo b por x e mudando 
f(a) de membro, 


6. JM -s(a= E (rafa). (a<m<a) 


Como antes, /'” (x) terá o mesmo sinal que /'” (a). Mas (z— a) 
muda do sinal — para + quando x cresce atravessando a. Logo, a 
diferença 


la) — Sa) 
deve mudar de sinal e portanto f (a) não é máximo nem mínimo. 
HI. Seja j'(a) =J"(0)... = JMD(a) =0 e [9 (0) 50, 


Continuando o processo como ilustrado em 1 e II, vê-se que se 
a primeira das derivadas de 7 (x) que não se anula para x = a é de 
ordem par (= n), então 


(H) J(a) é um máximo se ft (a) = número negativo; 
(1) $(a) é um mínimo se fe (a) = número positivo. 


Se a primeira das derivadas de j (x) que não se anula para z = à 
é de ordem impar, então f (a) não será nem um máximo nem um mt- 
nimo. 
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PROBLEMAS 


Examine cada uma das seguintes funções no que concerne a 
máximos e mínimos, usando o método do último parágrafo. 


1 vt-47+5. Resp. z=õ0, nem um nem outro. 
q =3,dá mínimo = — 22, 
2 HI +33. £ = —1, nem um nem outro, 
5 u(x— 22, z=0, nem um nem outro. 
2 = &, dá máximo = 1,11, 
4 z(x—(r+HIS £=2, dá mínimo = 0. 


5. Investigue 42º — 152! + 207º — 107? em v = 1. 

6. Mostre que se a primeira derivada de f (x) que não se anula 
para z = q é de ordem ímpar (= n), então j (x) é uma função cres- 
cente ou decrescente quando x = a, segundo seja jº) (a) positiva 
ou negativa. 


OUTRÔÊS PROBLEMAS 


= dy 
1. Sey=e+ez,achedremtêrmosdeyedy. Resp. de=", 
, veay p Vy-á 
a 3 
2. Prove que-—lIn (32+24 V92º + 1227) = —======., 
e ) Vyzi fita 


3. Prove que 


: 
ElEeent- 2 vzHi- fnervErD]-2 var. 





4. Prove que a curva z= "+28, y=3t+4t não tem 
ponto de inflexão. 

5. Prove que os pontos de interseção das curvas 2y = x sen x 
e y= cosa são pontos de inílexão da primeira curva. Traceas 
duas curvas, usando um só sistema de referências. 


6. Dado o movimento harmônico amortecido 
s = qettsenci, 


onde a, be c são constantes positivas, provar que os sucessivos va- 
lores de t para os quais v = O formam ums progressão aritmética 
e que os correspondentes valores de s formam uma progressão geo- 
métrica decrescente. 
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7. A abscissa de um ponto P móvel sóbre a parábola y = ax? 
cresce à razão de uma unidade por segundo. Sejam O a origem é 
T à interseção do eixo dos zz com a tangente à parábola em P. 
Mostrar que a velocidade de variação do comprimento do arco OP 
é, em valor absoluto, igual à razão EE 

8. Seja MP a ordenada num ponto P da catenária (ver Cap 
XXVI). Seja MA a perpendicular à tangente em P. Prove que 
o comprimento de MA é constante e igual a a. 


9. A curva z?y + 12y = 144 tem um máximo e dois pontos 
de inflexão. Ache a área do triângulo formado pelas tangentes à 
curva néstes três pontos. Resp. 1. 


10. Dados In6 = 1,792 e In7 = 1,946, calcular In 6,15 pri- 
“meiro por interpolação e depois por diferenciais. Mostre gráfica- 
mente que o valor exato está compreendido entre as duas aproximações. 


12. Dada a elipse biz? + a*yº = a?b?, achar o menor dos com- 
primentos dos segmentos interceptados sôbre as tangentes pelos eixos 
coordenados. Resp. a+b. 

12. É dada a área limitada, no primeiro quadrante, pelas 
curvas gi = zey!= 4. Um retângulo com lados paralelos aos eixos 
é desenhado dentro dos limites da área. A largura do retângulo é 
J e uma das diagonais tem uma extremidade em cada curva. Achar 
a área do retângulo de máxima área que pode ser construído dêste 
modo, Resp. 0,019. 

13. Dão-se retângulos com um lado sôbre o eixo dos zz, um 
segundo sôbre a reta z =) e um vértice sôbre a curva y = c*. 
Achar a área do maior dêstes retângulos. Resp. ce! = 0,7788. 

14. Achar os máximos é mínimos de 

E -L 
y=ace —-3rx-—2ae *. 
Resp. Máx. = — q; mín. =a(1 — 31og 2). 

15. Achar os máximos e mínimos de y em À 

+Iz +24 +57-694+5=0. 
Resp. Máx. = 1; mín, = 5. 


CÁLCULO INTEGRAL 


CarírrLo XIL 


INTEGRAÇÃO -—- INTEGRAIS IMEDIATAS 


126 — Integração. O leitor já está familiarizado com as ope- 
rações mutuamente inversas de adição e subtração, multiplicação e 
divisão, potenciação e radiciação. Nos exemplos que seguem, os 
segundos membros de uma coluna são, respectivamente, as funções 
inversas dos segundos membros da outra coluna. 








gel, = + Vy ; 
n= e", = loga; 
y=senr, = areseny. 


No cáleulo diferencial aprendemos como calcular a derivada 
f(x) de uma dada função f (x), uma operação indicada por 
EA E 
3 = 10, 
dz 
ou, se usarmos diferenciais, por 
dia) = (4) de 


Os problemas do cáleulo integral dependem da operação inversa, 
precisamente: 


Achar numa função f (x) cuja derivada 
O) 1(m)=óta) 
é dada. 
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Ou, já que é usual usar diferenciais no cálculo integral, podemos 
escrever 
(2) di (o) = f(x) de = 6 (x) de 
e pôr o problema como segue: 


Dada a diferencial de uma função, achar a função. 


A função f (x) assim achada chama-se uma integral da dada fun- 
ção, o processo de achá-la chama-se integração e a operação de inte- 


gtação é indicada pelo sinal de integração* SÍ pos antes da dada 


expressão diferencial; assim, 


e) Jroa-ro, 


lê-se integral de f' (x) dz igual a $(x). A diferencial dz indica que x 
é a variável de integração. Por exemplo, 


(a) se f(x) = 2º, então j (a) dr = Saida e 


f Baido 


(b) se f(x) = sen x, então f(x) dz = coszdr e 


Seosras =senz. 


(o) se f(x) = arctgz, então f (v) de = 


fig re lg 
EE 


Como é aparente das explicações acima, a derivação e a integração 
são operações inversas uma da outra. Vamos pôr isto em destaque. 








da é 
1+2º 


Diferenciando (3), temos 


4 a frioa cria 


“Dia a História que este sinal proveio ds distorção de 5, primeira letra da nalavra sonia 
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Substituindo o valor de fº (x) dz [| = dj (x)] de (2) em (3), obte- 
mos 


(5) f di =1(. 

Portanto, considerados como símbolos de operação, E e / ro 
são inversos um do outro, ou, se estamos usando diferenciais, d e / 
são inversos um do outro. 


Quando d é seguido por Fá » eles se neuttalizam, como em (4), 


mas quando fe seguido por d, como em (5), isto não se dá em geral. 


A razão disto será vista no próximo parágrafo, quando dermos a 
definição de constante de integração. 


127. — Constante de integração. Integral indefinida. Do 
parágrafo precedente resulta que 
e ade = 27º, pois d(2) = Jade; 
favas» pois dt +2)=32dz; 
fosa-a- pois d(* — 7)=3a'dr. 


De fato, como d(2+0)=3zx'dr, 


onde € é uma constante arbitrária, temos 


foras. 


Uma constante C surgida deste modo diz-se uma constante de inte- 
gração; é um número independente da variável de integração. Como 
podemos dar a € tantos valores quantos quizermos, resulta que se 
uma dada expressão diferencial tem uma integral, ela tem uma 
infinidade, duas quaisquer delas diferindo apenas por uma cons- 
tante. Logo 


froe-sa+c; 





ESSE E 
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como C não é definida, n expressão 
Hao+ o 


chama-se integral indefinida de $' (x) dx. ; 


É evidente que se é (x) é uma função cuja derivada é (x), 
então & (x) + C, onde € é uma constante qualquer, é também uma ; 
função cuja derivada é f (x). Temos, pois, o 


Teorema. Se duas funções diferem por uma constante, elas tem 
a mesma derivada. 


Não é óbvio, contudo, que se é (x) é uma função cuja deri- | 
vada é f(x), então tola função tendo f (x) por derivada seja de 
forma 

PMD+C, 
onde C é ums constante. Em outras palavras, resta demonstrar o 


TEorEMA RECÍPROCO. Se duas funções tem a mesma derivada, 
elas diferem por uma constante. 


Drmonsrração. Sejam G(z) e W(r) duas funções tendo 
mesma derivada f (x). Ponhamos 


F(x) = & (x) — y (x); então, por hipótese, 
O PO ÉLO-VO=I0-IM-=o. 


Mas, pelo teorema do valor médio (D), $ 116, temos 














F(L+A)-F(W)=AF(2+0 A). (0<8<1) 
F(g+AM)-F(W=o0,. 


pois, por (1), a derivada de F (x) é nula para todo valor de z. 
Logo F(a+tA)=F(), 
o que mostra que a função 


F(m=G(2)— ya) 
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não muda de valor quando z varia, isto é, que &(z) e y (x) diferem 
só por uma constante. 


A constante C pode ser determinada quando conhecermos o 
valor da integral para algum valor da variável. Isto será ilustrado 
por numerosos exemplos no próximo capítulo; no presente nos dedi- 
caremos apenas a mostrar como se acha a integral indefinida de 
uma dada função. 


No que se segue, admitiremos que tóda função contínua tem uma 
integral indefinida, resultado êste cuja demonstração está fora do 
escopo deste livro. A sua validade para as funções elementares, 
contudo, vai aparecer claramente nos estudos dos próximos capítulos. 


Em todos os casos de integração indefinida pode-se verificar a 
exatidão dos resultados obtidos pela propriedade seguinte: a dife- 
rencial da integral deve ser igual à dada expressão diferencial. 


128. — Integrais imediatas. O cálculo diferencial fornece uma 
Regra Geral de derivação (8 27). No cálculo integra! não existe, 
porém, uma regra para integrar qualquer função*. Cada caso de 
integração requer um processo específico no qual intervêm resu - 
tados, já obtidos, sobre a derivação, precisamente, devemos estar 
aptos a responder a perguntas: Que função, quando derivada, dá 
a função que quero integrar? Essencialmente, a integração pro- 
cede, pois, por tentativas. Há, contudo, tabelas que facilitam o 
trabalho, como a que dumos a seguir, chamada das integrais imedia- 
tas. Para o cômputo de uma integral qualquer, comparamos a 
dada expressão diferencial com as da tabela. Se ela for igual a 
uma das da tabela, o resultado é conhecido; se não for, procuramos 
reduzí-la a uma das da tabela com o emprego de determinadas 
regras e também de artifícios, que só a prática pode sugerir. Por 
isto, grande parte de nosso texto será dedicado à explicação de mé- 
todos para integrar as funções que mais frequentemente aparecem 
na resolução dos problemas práticos: 


De cada resultado de derivação pode ser sempre obtida uma 
fórmula de integração. Assim, de III, $ 94, obtém-se 

fa) q integrol de uma soma algébrica de funções é a soma algé- 
brica das integrais das parcelas. 


* Embora se saibe que « integral de uma dade função existe, pode não ser posvel 
exprimíle em termos das funções que conhecemos. 
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DemonstRAÇÃO. Derivando a expressão 


fas fa fue 


sendo u, * e w funções de uma única variável, obtemos 


du + do — du. Por II, 8 94 


(co Sousas faut faro fam 


De IV, 8 94, obtém-se 
(b) Um fator constante pode ser escritoantes ou depois do sinal 
de integração. 


Demonstração. Diferenciando a expressão 


a / dv 


obtemos Por IV, 8 94 


(2 





Pela importância que tem, as duas regras acima encabeçarão a 
lista abaixo das integrais imediatas. 


INTEGRAIS IMEDIATAS 


(1) Suas am= faus far fo. 
(2) Sama fa. 
(3) fu-s+o. 


pe ' > 
(4 feno. (nx —1) 


(5) f&-me+o 


v 
=lne+lnc=lne. 
fpondo € = In ed. 


286 


(6) 


(m 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(4) 


(15) 


(16) 


(17) 


(8) 


(19) 


(192) 


(20) 


(21) 
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foneg+o. 


fesmero. 


Sfenvãr= comu +o. 
Seosodo=sme+o. 

Sosrdr= t+. 

S eossectodo = — ctgo+ O 
Ssertavar= ems+o. 

S cos uctgu do = — cossecv 4- €. 
Susa= met C=nsco+o. 
Soavar= memo. 

Jsmvdr= tn (mor + teu) +. 


Scossesv do = in (oosseo» — ctg) + C. 








dv 1 v 
gro ate he. 
f d .1ylDCic. (qi>a?) 


va” 2a “vfa 
do 1 a+v 
Sac dpntttro. (uv! <a?) 


E o 
Errada 
=n(t+tvra+C. 





[ses 
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(223) fvara=+ Va Caro sen E +C. 
(3) PAGES RE 

sSnç+ VEEB+C. 


129.— Fórmulas (3), (4)e (5). Estas são demonstradas fâcilmente. 
Demonstração de (3). Como d(z+ 0) =dz, II, 8 94 


obtemos 
Ja =2+C. 


DemonstRAÇÃO DE (4). Como 





iii 
a(s +0)= wa, VI, $ 94 


GÊ pri 
obtemos do = ET + €. 


Isto 4 verdadeiro para todos os valores de n exceto n = — 1, 
pois quando n = — 1, (4) envolve divisão por zero. 
O caso em que n = — 1 vem sob (5). 


Demonstração DE (5). Como 


dot o=L, x, 8 9 


obtemos E =Inv+C. 


O resultado obtido pode também ser posto sob a forma 


f&-mor, 
v 


indicando-se a constante C de integração por Inc. 

A fórmula (5) diz que-se a expressão sob o sinal de integração é 
uma fração cujo numerador é a diferencial do denominador, então a 
integral é o logaritmo natural do denominador. 
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EXEMPLOS ILUSTRATIVOS * 
Calcule as integrais abaixo 


qse 


t. Sede = 551 





7 
ts E + €, por (4), onde» = zen=6, 


3 


2 SVede=Súde= 2 +c, por (4), onde v=z é 








5 SE -gsrad 


e 


Fat, por (4), onde v=r e 





—+C= 


n=-3. 
” 
4 Swdz=aStdr= S+e, por (2) e (4) 
5 SQr-sr- gra) dr 


S2aida-Soride-Sirde+ S4de por (1) 
=2fvde-sSedr-3Sxdr+s Sde por (2) 











2 hr 3a? 
903 q tt+o. 


Nota. Embora cada integração requeira uma constante arbitrária, escre- 
vemos apenas uma constunte que é, pois, à soma das demais, 





. 

=Sflaridi-Sfbe?de+S3co dz por (t) 

=2afcidr— bfride+3c fd por (2) 
É 


+ 
=24.E -b. 


por (4) 





E! 
a +-S+e. 





* Quando aprendendo à integrar, o estudsals deve exervitor-se, oralmente, integtanda fun- 
ções eimples. 
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Scarsrão. Desenvolva primeiro. 
3 
eba? 


8. / (a? + bay ade = ET TE 4c, 


SoLução. Esta pode ser conduzida à forma (4). De fato,] Confronto com (4): 
basta inscrir o fator 2 b? depois do ainal de integração e antes [1 = 2 +hit,n =1 


1 a ' E 
de zdz e Ee antes do sinal de integração, pois estas opera-| de = 2b2rebr. 
b 
í 
ções so neutralizam por (2). 


f (8 Ate demão | (HR Ca do) [-a: f vd do = 


1 
(at + dry? 
3» 


3 


2 
EC nor | 
bt 





+€. 


Nora. Chama-se a atenção do leitor para não transferir uma função da 
variável de um lado para ontro do sinal de integração, pois isto muda o valor 
do resultado. 


3az dr 









Sozução. Por (23 





Esta se assemelha à (5). Se inserimos o fator 2º ] Confronto com 





. ! , 1 Com GA TER dy me 
depois do sinal de integração e o fator ;— antes, o va- |? dê + dx, dy 
21 j =2eedr 
lor da expressão não mudará 
do 


qa dade 
+ 


3a 
= Salmo + Cor (5 ] 








mt see +o. 
gi da End , 
10. fEE-:- g inte D+e. 





SoLução. Dividamos primeiro o numerador pelo denominador. Temos 


3 
spt da 
Gar 
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Substituindo na integral, usendo (1) e integrando, obtemos a resposta. 
2z-1 





n face peeraro. 


4 





ia, 2851 a 
Sozução. Dividindo, SEE q 1 — 5-7. Substituindo e usando (1), 





eto. 
A função a ser integrada diz-se integrando. Assim, no exemplo 
ilustrativo 1, p. 238, o integrando é 2º. 


PROBLEMAS 
Verificar as integrações abaixo. 


é fuu-Zso 6 Srardo-apro. 
1 2dt 244 
2 JfE--dro. . fêz =a-S+0. 
' 4 
E fêu-lÃ o. 8 S vas = EV e 
dz dz =— 
a [Ecovi+ro. cas c. 
2 v2z e 






vz 
A EN 
de (303 | gu 
5 VT ps "+€. 
LA a 
n. fe — 2a 45 VG- E Se, 10st =32+€ 





12 mo 


É p=2 42 
135. SE-Be-s+2+0. 
14 Svigs-na tt so 


15 SEE gs +sma to. 


z 


ER 
16. faria -tettot 


Pt pr EV 
Va-dy o b 


1. +c. 
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18. fas bora etc. 
1. fagrayd = Sterc. 


ea 

20. fla by) dy = — LR po 
a 

a fivziria= rt o. 

no fogosa my 824 Bio, 


o 4xº dr .8VX+8 

VEFE 3 
Geade 1 
(532)! B-3e 


2 f(vi- voido mar -tE VE pr, 
16 fax Molde  BVa o Ver, ç, 


PomvartÊ ro. 


+C. 


2, +C. 





E 
é dt ve E 


VE FRoO do te 
PL Ay 
O farm = abriga to 
a dr 1 A 
5% [rtp atari te 


dt 1 
ali Sa =- obtido FO 


32. fra +ba)t de = “E + toe Ci 





em VETE a = o timê 


Cerndo Do 
4 [a rãs 2 VE TI +. 
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+€. 





Es [Stone 2vetar 
“CS vE+3r 3 


so. [ Stnedde dade 





' a 3 
37. Sestrconzar= [ oena) con de= SEMAD 4 o 8 Z.o 


Sugestão. Use (4), pondo v = sen 2, do = conzdz,n = 2. 
sen? ar 


38. Ssenarcosarar =D 4 C. 
2a 


cos! = 





39. So 27cos?27dr = — +C. 


z 
E se Ô dy = tel 
so. faz sec? de E 


PA cos az dz - 2vb+senar 
Vb + senaz a 





sex 1 
a (ee) des -Irmeto: 


sf dz =nQ+3m q 


2+37 3 
aci de In (2 + 2º) 
44, (EE EE =? +€. 
tato m(a+bt) (o, 
Cr+ de , 
6. [rss ct 3)+C. 
+ dy nGr+4Y) 
DO erra ea 
a [a cº dg elntehde) | 
arde b 
as. E 
1-cosz 
sec? y dy ao 
50. E RR In(e+big)+e. 
1 [Ltd mer p+C. 


s+2 
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o [+ +Ddz o 
z+1 


(e+adr x, 5nQe+3) 


—s+Iln(r+D+C. 











pr Z+3 “2 4 Rato 
te da 

54 [EE -imeenre 
8 + D 

ss [et 2d =2m(0!-W-6+4C. 


Caleule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 






por derivaç 





é fam Hotmrdj= Bione T e 
3 + 2 a 
Verificação. dt-B5(6— 5x)? +Cl= 5.5 (60-52) Ho 10 sjda. 


=. date 
Vo D52 






+ 


ds pes +, 
Sae 3njdr 
+12 


E] 
a 





(t+ 2)dt 
d+ 
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o sen a8 dg . os (e + enz)dz 
4 cos ad + bd Ve — cost 
cossec? & dó f sec2 8 tg 26 d9 
72 Pa se. [52 —. 
V2ctrd +3 3sec26—2 
(Qu +5)dr 
73. TESrIç 81. 





130. — Demonstrações de (6) e (7) Resultam imediatamente 
das fórmulas correspondentes de derivação, XI e XL a, $ 94, 


” 
Exemplo ilustrativo, Prove que f balz da = a +€. 


Sorução. Sosa =+ forma. 


Esta se assemelha & (6). Ponhamos v = 2x; tem-se dv = 2dx. Inserindo 
o fator 2 antes de dz e o fator 3 antes do sinal de integração, temos 


' b Mo 
b attde = 5 dedo od ad (22) =7 a" dom ti - 


nb tiso. Por (6). 


PROBLEMAS 


Calcule as seguintes integrais 








1 foma-zaro. « firica fe so. 
à fé de = 0 4.€. 5 fora +0. 
Ina 
v 
de Cedo a vã 
a fo=-2+0 sf =28"" 40, 


«fls +e* Dacalé ci) ro. 
e Sle- ca t(E carro 
% Soa = +0. 
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10. Sfemeszar -emro. 

mn. fesscnm=en+o. 

2 fvia=2vi+o. 

13. forea=-, So 

14 fora-s +C. 

15. fe+ +emdr= e rt)ro 


Calcule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados, 
por derivação. 


16. fo es dr. 22. SE) a 27. aeb: 
PR po 
17. fe 23. ps . 28. Sosera 

















Adt 5 x 
E 2. f: (+ 9dr 29. fe y' de. 
19. Je de. 
2”. a : 25. fS Par 30 fes sen2zdz. 





2 
2. fuea 26. fra 3. fe se ; 
e 


151. Demonstrações de (8)—(17). As fórmulas (8)—(18) re- 
sultam logo das fórmulas correspondentes dc derivação, XII, ete. 
$ 9. 


: sen v do 
Des ão pe (14). | tgudo= f GD 
EMONSTRAÇÃO DE (14) gudo cos v 


ces F — sen vu dv 
= cosv 
d (cos?) 


cos» 


246 INTEGRAÇÃO — INTEGRAIS IMEDIATAS car. XII 


=—Incosp +€ (por (5) 
=Inscer+C. 


] 





[pois -Incoe = tm = Ui fosco Insee | 
seco 


Demonstração de (15). 
Sa do fardo - [irao 
id senv sen y 
=Insenv+C. Por (5) 


Demonstração DE (16). 









Jumo secr = sec 


secrtgu + sec? p 
secv + tgv 


E Pa secutgo + secio 
Sra f seco + tg do 


= apa + tgr) 
= secv + tg r 


=In(secr+Htg)+e. Por (5) 








DeMmonstiuAÇÃO DE (17). Como cossecr = 


cossecr — etgr — cossee » ctg v + cossec? p 
= Cossec b = ; ” 
cossecv — elg uv cossec v — ctg v 


- cossec v ctg v + cossec? n 
/ cossec v dv = free comer de 
cossec v — ctg 


-/' ossec peter) 
cossecr — ctg b 


= In (cossecr — ctgr) + C. Por (5) 











Uma outra forma de (17) é 


fosse vde=Intgtr +C. (ver Problema 4, p. 248). 


Exemplo ilustrativo 1. Prove que 


Senzais-- ns Bar. 
EE 
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Sonução. Ela se assemelha a (8). Realmente, pondo-se + = 20x, por- 
. 1 
tanio dy = 2a dx, inserindo-se o fator 20 antes de dr e o fator 57 antes 


ão, obtemos 


n 2ar-Za “[- E funvdo 
2a 


— vosar+C=— 


do sinal de integ 


fes 2az de= af 


pa 1. 
E qu 





a cost +€, por 8] 








Exemplo ilustrativo 2. Prove que 


fostecara minas +ncos2s +C. 





Sontção. (25 — 1 = ui2s—2lg25 +. 


WZs=set2s— 1. Por (2) 8 2 
Logo, substituindo 


fosze-arao f s amando fo 2sds— fostem 


sv => 28 Então do =2ds Usando (10) c (1), Os passos são 








Ponhu 
como segui 


feera = fe qi Bsdils 
fusos fuera 


PROBLEMAS 











Ver 


1 
1. Sos mades (sentir dC de Sesserar-m tgá rd O. 


z i 5 
à fic de = o lnserbr + 5 fue 3He si di= pace st AC. 
Ê 


ear as seguintes tategrações 


5 e seçar da = E In (secar + tg ar) + €. 
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1 
6. Sons ayctgay dy=— q Cossee ay+C. 
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2 Sede do 
2 f cosee 3rxdr=—getg3r+ o. nf =tgs +, 


8 fotaZar=2ment+o. 12 [20 + ctagdo 


=tg0-ctg0+C. 
9. Sfeseea = Ttgs +0. 15. fecó -— ted) do = 
=2tg P — sec) -6+C. 
dz k) dr =e, 
10, Zeus etgr+o. ul E ctgz+ 


+ cosseca + C, 


Sugestão para 14. Multiplique o numerador e o denominador por 1 —- cosze 
eduza antes de integrar 


dr 
ny PR SU c. 
E Eua tgu — secx + 


sen sds 

<= JLC. 

16 f LE cosa In(1l+coss) +C. 
seca dr 


wo feed (+ tg0) 40. 


18. fecosatdr =isena!+C. 





we feet endode = dq — cos22) +C. 


sent dr 
20. |->>===.= 2V4t- coss tc. 
V4-cos a 


GQ +cosz) dz 
s+senz 


sec? 0 d8 
22 |f-—>————== Vi+2tg8+4C. 
V1+21g6 E 


BI: =In(z+seng)+C, 


Calcule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 
por derivação. 


2. fm ZE q, 24. fes (b + ax) dz. 


Alo SR a ii ai 
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25. | ossos (a— tda) dr. 38. S (e 26 — cossec Sao. 
8,8 sã 
26. sec tg do. 39. | (teh + secó) do. 
soc ctg SÊ EA 
am. | coseo É ctg = dê so. f(tsas — ctg ) as. 
os. fo E de a fíctes - dr 
29. Sooszaras, 42 Ko t— 1) dt. 
350, Su Gde. efa — cossec y)dy. 
a f o 44 fria o 
“PJ tg” “JI-cosz 














32 E, 45 Srs 
“J sent40 "J 1-senz” 
dy /. sen2xdr 
O o j 45: 3+cos2a 
sen MZ dz po cos tdt 
de ve o Va+bsent” 
dt cossec f ctg 8 do 
ee: JF sente es fe — 4 cossecê * 
dy 49 
so fil 44 








af, eia . so. [Notemrde - 
cos! br cos? 1 


132. — Demonstrações de (18)-(21). As fórmulas (18) e (20) 
resultam imediatamente das fórmulas correspondentes de derivação. 


DemoxsrRAÇÃo DE (18). Como 





(SO 
1 dy . 
a( a Ne tes +º)=5 E+s" por XXII, $ 60, 
Ro po 
do E v 
obtemos rr Ra te +€. 
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Dexonsrrações ve (19) E (194). Demonstremos primeiro (19) 
“Temos, pela álgebra, 


Logo 


Então 5: o 
fi 











n(tt—0)- 5 lute + a) por (5) 


QU as ea a 
SSH por (2), 8 1. 





E e 


mm dado caso. Mais furde veres 





Logo, uma ou outra pode ser apl 





mos que em muitos exempúos deve-se eferêneia a uma das duas integrais. 





Demonsritação py 20, Como 


) (au sen * +€) 
u 


obtemos 








Duxos 
variável; diferenciado, de = a sectsde. Logo, por substitui 





SERAÇÃO DIE DE Seju v=utgo, onde 2 é uma nova 
io, 
r 
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[ LE fz 2 
Vuc + Vagiz + 


cade = In(secz + tg) +e (por (16) 

















-m(ge+rvwe+rD+e Por(2, 52 





a 
=n(r+ vv +a)-lna+e 


Pondo = -—lma+e, obtemos 





= dz, oblemos 







secz dz 


por (16) 
D+e por 


E )es lu(r+ 





Exemplo ilustrativo, Caleule à integral 


dz 1 EA 
fm Po bah Tide ec 


Ponlisimos 
mos o maerador por 2 e divi- 


ten = 9 então 









1 Dei bia? 
que +O 
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bj PROBLEMAS 
Calcular as Integrais 


Í F: dz 1 
; 1 =+9- Fat ÇÃO. 
dr 1 —2 
| à Ss ala n(E5) +e. 
E Lie 
Ses o mento 
n(s + VE-19)+C. 


au(io)+o 


1 8r7—-1 q 
E n(S2=) +. 


= : m(2L30 4c. 


Ed 











cosôdo 
4— sento 


Rs 
4 
b dr b ax —e 
a: Sets Tac E) e: 


2-—senô 


m(pteno), Cc. 
| 





d 5 
12. AE = a arc sen x? + €. 
= 


az dz a a 
13. SEE = anntro 
at 1 
jts” aro ts (12 ro. 
E Per Dn (ay + VIT +C. 


du = u+3 
“(és = aro sen ( 2 )re. 
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Calcule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 
por derivação. 


O Sdy Gtdt | 
"Lã no *Jow-i6 "“Js-3r 


sen 8 dg 


dy ds 
18. Tas nao =Aa 7º ===: 28. ===" 
Saca Sé 4 4º cost 
E a a edi so dz 
PRE ; CJan=e “Sm 
5% da E sã x dr na du E 
Drs "J Vias "JiTqga- 
ai Tdr = +32 ez dz a Taldo 
“J3tra "JS vida ace 


As fórmulas (18)-(21) envolvem expressões quadráticas (1º = a?, 
a? — v?) com dois termos apenas. Se uma integral envolve uma 
expressão quadrática contendo três termos, esta pode ser reduzida 
a uma com dois termos completando o quadrado, como mostram os 
exemplos seguintes: 


Exemplo ilustrativo 1, Verificar o seguinte: 
dr 1 z+1 
Sa ques -+C. 
SoLução. tl +2s+t5=2+22+1+4=(r+HIP+A4. 


é dz Ee dr E 
CJ r+2c+5 G+R+2 


Esta está sob forma (18). Seja, realmente, v=2+1, a =2. Então 
dy = dz e à integral acima toma-se 


& 1 o o z+1 
Seg dent ro= Furto 27 +0. 



































Exemplo ilustrativo 2. — tds oarenen El g, 
- v2yz-2 3 


Soroção. Esta é da forma (20), pois o coeficiente de 2º é negativo. 


; 
Temos atammea (2 o+1)4 do 2 (01). 
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Seja vu =2— 
2dz 
v2+2— 
=2nresen TAC, por (20) 
= 2are sen des +C. 
Exemplo ilustrativo 3 a 
; ilustrativ Car 
xemplo ilustrativo 3, de pra 


s(2tdo-D)-s(R4dordom 


: = [(:+5)- 





SuLução. 3º +47 — 7 














PROBLEMAS 


Caleule as seguintes integruis. 








1. 

2 

3 

4. -aresen(la —- BD) +€ 
do Dofo sy a 

E rs qu(=)+e 





dz 
a ; 4 ) 
6. Ja jo wete(2z—- D+€. 
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16. 


17. 





) +. 


n(s+ta+r v2 


f Ra = 1 Ee Cm v+s 

P+rBy+Lo 5 24 +: 
de 2 

fi Foro ae te 


ME 
vifa+a 


f. do 
+drrão 

dy A 
O Ererrer oro areta(2E a Dre 


e dx arc sen ade E )+ E” 
Visa de 2 o ' 





































Culeule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 


por derivação. 


20. 


21. 





mf. 

º O error 

ár SE A SE 
E 2+27— 4 A 32 +47+1 

dr dy 

ER S&a pi Sci 

E 1 4 dr . = a* dz : 
É Vz—42+13 “Jorge 

30. EE de ms 5 37 PER ii . 
“Jvigi-a : fra 


Ex Ss do ' = / dz . 
. Vo = go + 15 CJ vor nr+8 
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xdr d; 
32. E Ee aç 39. SycE= rc 


Quando o integrando é uma fração cujo numerador é uma ex- 
pressão do primeiro grau e cujo denominador é do segundo ou à raiz 
quadrada de uma tal expressão, a integral pode ser reduzida a uma 
imediata, como mostraremos nos seguintes exemplos. 





Exemplo ilustrativo 1. Prove que 


3z 
vs? +9 





dr É VISTO Inte + VIA Fo +c. 


SoLução. Multiplicando por dz e aplicando (1). 








8201 3zdz -f do 
vad+o vaz+o vát+o 
Por (4) e (21) obtemos, pois, a resposta. 


Exemplo ilustrativo 2. Prove que 





22-3 1 4 7 13 37-83 
Sadie -in(s+do-D) Bu FERE 


Sorução. 32t+44-7=3[(2+5)'- 27, pelo exemplo ilustrativo 
3 p. 254. 
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Usando (5) e (19) e substituindo de novo » = 2 + temos o resultado 
acima, 
PROBLEMAS 


Calcule as seguintes integrais. 








dU+2a)dr 2 
Ji ER ErT =arctgztIn(L+2)+C. 

2 [Letld o DT tm(A VE-D+O. 
3 — V1—2!-—arcsena +. ii 
(Ge- Ddr 3 E: Zu 
4 CEro =9 a ax? + 9) a are tg + O 
(38 — 2)ds TESTE eiação A 

5 EPE =—349-3º — 2aresen 3 +C. 
é [ELSE Vaçitan(es VEEM 














vErã 
(2x RR 5v6 (= a) 

s = In (32!-2)- É 

á /S gd (gi 285 2) n:446)" 


(-Dd 5 vã a 
 /V5E-S = 7 V38-9- Ming V3+ 88-90) 40. 


t+9da 1 a r—6 A 
9 Dk rea = a In (6x 2?) m(E=S )re 


Qu+ 5d x 3 d; 
10. [ea = In(r* + 2245) + 5 are nl G: 





12 


e .— 
11. iricâr=3 In(txº-4x— a tpa( 





12. = = Sd -62- 923 
12 3z+1— 42 
4, 34 +1+ 4 





)+e 
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te Sh VIT Fa) + o. 


à 3 yT——— 
mg. [— q Vir er 


18. 





Calcule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 
por derivação. 


(dr +3de 


19. 1 
2 2-F1 








(L+ 2) dr 
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133. Demonstrações de (22) e (23). Para demonstrar (22) 
ponhamos 


v=asenz. 
Então dr=acoszdz, 
Va —p = Vea z=acosz. 





Logo 


fva — vd = o foste de = SÉ f(oos 2241) de por (3) 52, 


2 2 
=sn22+ Ge+C. 


2 


Para obter o resultado em têrmos de », temos, pela primeira das 
igualdades acima, 





” v 
2 =atesen o, sen2z = 2senzcosz =2 = 
a 


Substituindo, obtemos (22). 


Demonstração DE (23). Pela substituição v = atgz, mes 
tramos (V. 4 132) imediatamente que 
Seozas 


(1) Ju +aldy fases asetede = 


Anteriormente mostrou-se que 
cde=Isecztgz—Iln(secz+tgo) +. 


(2 Se 
Como tge =, seca = Mede, deduzimos de (1) e (2), 











(3) fvs Fed vor +S nto VER”, 





onde C = € na, Logo, (23) está demonstrada quando se 





toma o sinal positivo. 
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Pondo » = a sec 2, obtemos (ver $ 132) 
(49 S vaca fatarasestwedecos futescosde 


= a foscade a fo 


Comparando (4) com (2), temos 


cada. 








es 2 2 
(5) So — aid = secztgz— Sn (secz +tga) + C. 








Mas secz = E ; logo tgz = Substituindo em (5), 


a 
obtemos (23) quando há o sinal negativo antes de a?. 


Exemplo ilustrativo 1. Prove o seguinte 


Jvictau ty E 


és gar ente +o. 





Sorução. Conftonte com (22) e ponha a? = 4, v = 3z. Então dy = 3 dz. 
Logo 


fviasa a fvictesa-s [vacas 


Usando (22), e pondo » = 32, a? = 4, obtemos a resposta. 


Exemplo ilustrativo 2. 


E [324427 dz= 


2.3 
18 











= [l+9 VIE FT lo(B:+2+ VD 424-2]) +C. 
Sorução. Pelo exemplo ilustrativo 3, p. 254. 
stsset=s[(2+5) Cosimo 


para v=z+i,a =. Então do = dz 





figa fviracia- vs f vera. 


Usando (23), e pondo » = 2 +, a = É, obtemos a resposta. 


elo 
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PROBLEMAS 


Verifique as seguintes integrações. 

nf viciBa = E VIERA Larem2s+ o. 

2 [ViFord = EVITE + A no, VEIO. 
a fyg-ra=s VE-4-Wn(+ VE-D)A+C. 

4 [vã Uria = 25-92? + DearosenÉE sc. 
sf viro = VIE + Sn(e+ Var 9+O. 
6. [v5= Eds = E VESTE + E uresnaõ+ o. 


1 f vii 


o / vs-de rea ato! v5=22+2! 
+2n(z-14+ V5-252+49)+0. 





= ! VE t+ 2 aro sent Z 





x +€. 











2 f viz- qdo = E 2a — 7 + pare sen (21) +C, 


10. [ vig-ar paga = 2201 voar ção. 


+$n(Qr-1+ VIO-42 +42) +40. 


Calcule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 
por derivação. 


nf vi=S2ar. 16. fv5=42= rias. 
12 fvirasa. mf virEcAaa, 
13. fvssrta. 18. fva=arrid. 
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19. fa —2%- side. 
20. fz — 27 +48dz. 





134, — Diferenciais trigonométricas. Consideraremos agora 
algumas diferenciais trigonométricas que ocorrem com frequência e 
que podem ser conduzidas a integrais imediatas com simples trans- 
formações trigonométricas. 


Exempro 1. Achar S seno uco u du. 
Quando m ou n é um inteiro positivo ímpar, não importando o 


que o outro possa ser, a integração pode ser feita com simples trans- 
formações no integrando e usando (4). 


' 
sf dom +. 


Por exemplo, se m é ímpar, escrevemos 





sen” 4 = sen"! usenu. 


Então, pois que m — 1 é par, o primeiro fator do segundo termo 
é uma potência de sen? u e pode ser expresso em potências de cos? u 
pela substituição 
sen?u = 1 — costu 


A integral toma, pois, a forma 


e5) / (soma de termos envolvendo cos u) sen u du. 
Como senudu = — d(cosu), cada têrmo a ser integrado é da 
forma v” dy sendo v 

Semelhantemente, se n é ímpar, escrevemos cos” u= cos" wu cos u 
e usamos a substituição cos?u = 1 — sen?u. Então, a integral 
torna-se 


cost. 





(2) Soma de termos envolvendo sen 4) cosu du. 


Exemplo ilusiativo 1. Achar sen? cost z dz. 
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Sorução. fu acostrdz Som seos!z eos dz 
= fo s(1 — sen zjl cos z dz por (2), $ 2 


a 
-J (sen? a — 2 sent z + sent 2) cosz dr 


= fem z) cosz tema fun a)tcosgdz + J (sen 2)8 cos 2 dz 


Sen e por (4) 





Aqui senz do =coszdz, cn =2,4,e 6 respectivamente. 





Exemplo ilustrativo 2. Prove que Sos Jade > 


2eotls- Prod 
Ecosth a -2eos dz +C, 


Sorução. Seju fz =u Então z =2uú dz =2du. Substituindo, 


(9 hi aiados f sent u du. 


Ora Setur fotu mona fa — cos? u) sem u du 
- fruto fo 


Usundo este resultado no segundo membro de (3) e substituindo u por x, 
temos q resposta. 





2 4 sen u du =—cosu + jeostu +C. 





PROBLEMAS 


Caleule as seguintes integrais 


1 
1. Soontzdr= dese cosz +. 


af 


EA Semiósndas=—Swso+o. 





nº 8 cos 8 dê = +sen6 + Cs 


4. Sntorcosora = Esntoz +. 
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por 
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5 Scos:20 n2040 = —Seost29 40. 

6 fe dz = cossecr — +cosseiz + C. 

7. ES a =secp+csg+C. 

8. Scostesentade = — Soota + tonta +. 
9 Sentada =— cosz + acos a — Ecostr + C. 


2 
10. Sosa de = sent — Fsenia + Fsentz + c. 


sent y 


n. dy=—2Vcosy(1 — 2 cos? y + L cost c. 
Sd uv E) u+costy) + 


cos t = 1 
12. | === dt = 3 senFt(l — dsentt + Lsentt) + O. 


sent 


Calcule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 
derivação. 


13. Ssentzoao. 18. S centma cos: mede 
9 

14. cos! > dê. 19. | senênzdz. 

5 Senzecosara. 20. Serasa. 





16. Senstcosta. 21. neta ds do. 
V'sen O 
[ sen! 21 

17. cos É sent É ap. 22. [> ds. 
5: 2 2 me Vcos2 x 


Exempro II. Achar Seus ou Semmuan. 


Estas integrais são facilmente calculáveis quando n é um 


inteiro de modo semelhante ao dos exemplos anteriores. 


O método consiste, principalmente, em usar as igualdades 


tgru = tg”? utglu=— tpr?u(seciu-— ll) 
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ou ctgtu = ctgr?uctg'u = ctgr?u(cosseciu — 1) Por (2), 82. 


Os exemplos abaixo mostram o que fazer a seguir. 


Exemplo ilustrativo 1, Achar f tetz da. 


SoLução. fusca - futewts-a 
= feria [si 
- fuestames- [onto - nã 


, 
- [SE -uareso. Por (4) e (10) 


Exemplo ilustrativo 2. Prove que 


Sosiza —totgi2a — !lnsen2z +0 


Sorução. Seja 2x =u. Então z =u, dz =$du. Substituindo, 


(4 Sfosisã a foruns. 
Temos fes = Som -ctgludu 
- fotautomes u-—l)du 
- foanomes ua - formuda 


= —Soetg'u-—lnsenu +C. Por (4) e (15) 


Usando este resultado no segundo membro de (4) e pondo de novo u = 27, 
obtemos a resposta. 


Exempto III. Achar Soserudu ou Seosseer uu E 


Elas podem ser calculadas iâcilmente quando n é um inteiro 
positivo par. O primeiro passo é escrever 





sec"u = sect? useciu = (tg?u 4 1) 
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-2 


cossec" u = cossecr?u cossec? u = (ctg?u + 1)? cosseetu. 


Por (2), 8 2. 


ou 


O exemplo mostra os passos subsequentes. 


festan-: 


Exemplo ilustrativo 3. Prove qu tg x + 





+2tgiz +40. 
SoLução. Seja kz =u. Então x =2u, dz =?2du. Substituindo, 


Sonstoã Jesuas. 
Temos / ecotu dy = / sect - exe? u du 


- fuera +1secludu  por(2), S 2 


- fuma + fuêua 


=Etguttgu +. Por (4) e (10) 


Si 





Substituindo de novo no segundo membro de (5) « pondo u = x, obtemos 
a resposta. 





Exencícro. Ponha seclu =1 +tg?u no segundo membro de (5), eleve 
no quadrado e proceda como no exemplo ilustrativo J acima. 


ExempLo IV. Achar fº gru sec" udu ou Sie u cossec" u du, 


Quando n é um inteiro positivo par, procedemos como no Exem- 
plo TIL. 


Exemplo ilustrativo 4, Achar pá tata seciz dz. 
SoLução. Sw esceirdr = PRM + see z dz por(Z), 82 


- firermicat futes ? eds 


tz tz oa A 
g EE +. Por (4) 





Aqui v=tga, do = sec?z dr, ete. 
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Quando m é impar podemos proceder como no exemplo seguinte. 
Exemplo ilustrativo 5. Achar fue ade. 
Sorução. Sw asecirdr= | tgfzseclzsecrtgzdr 
= Jess sec? seca tg x de por (2), 52 
- fes — Qseciz + sect a) sec x tga dr 


seclz  2seciz 


+82 4c. Por (4) 





Aqui » = sec x, do = seca tg 2 de, ete. 
()s métodos usados nos exemplos acima são, obviamente, limi- 
tados em suas aplicações. Por exemplo, eles falham no caso seguinte. 


Sssuduo fecuseetuda 


= facentgtudu + in(ecu + tg) 


Realmente, não podemos ir adiante com o que nos fornecem as 
integrais imediatas. Posteriormente, outros métodos serão intro- 
duzidos, de uso mais geral. 


EXERCICIOS 


Calcule as integrais. 


Jo fosza=suatinasr+e. 


É 
2 ptg' 
Sfeei 


ER So 22 cossec 27 dr = É cossec 27 — Icosset2r+C. 


ERR pr iai sen 
= > ctg 3 3ln sen + €. 








Eq 


used de= ads 
é f cossec qu=Ide4 sete O. 


a 


E Sfessodo = drsgo- Eaesd + Sn sc30 + 0. 
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por 





cap, XII 
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sentódo à 
ogro Fte p+O. 


dz = Legog-l 
7 Sana tee tio 2r-—-Sctg2r+C. 


8 fere = 
e sentz 
E 
sen 2x dz 
E 
cos? x 


Ictgis + O. 


+ 2 
=Stga+ Ste + O. 


& 


Es o Ê 
0. Sisaset ada = Fsec? a — Fsecta +C. 


4 
un. Sc) dee — À ctg ar + Setgras) + 0. 





tgaz 


12 Sctatzo + ciganas = -Setgzo+C. 


13. Se dt—ctg dt) dt= ste? dt+etg? bt] + Tv É tm sen 2bt + € 


Calcule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 


derivação. 


14. Seutaras. 
15. Soa. 
16. fosses E ar. 
2 
sect t dt 
17. f ur 
sect 2 dz 


Vigz 
4 
5: f (een dz 
ctgar 
z z 
20. sed 
0. Se 3 ds dz 





n f — de. 
“J sen'Brcos!3x 
cossec bz 
2a; Seg tgbr ) as 
ted ) 
j (Es Edo 
a 
24, Ses) dt 
cos ai 
tg'a dr 
25. = - 
fra 
26. Suemdzar. 


E fã 20d0, 
X sect 26 


2 


A 





Exempro V. Achar f senmucosudupor meio de ângulos 
múltiplos. 
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Quando m ou n é um inteiro positivo fmpar, o meio mais simples 
é o apresentado no Exemplo I, $ 134. Quando m e n são simul- 
tâneamente inteiros positivos pares o integrando pode ser trans- 
formado por substituições trigonométricas convenientes numa ex- 
pressão envolvendo senos e cossenos de ângulos múltiplos e daí, 
então, integrada. Para isto, empregam-se as seguintes fórmulas 





senucosu=ksenZu, por (5), $2 
sentu=4 —cos2u, por (5), 82 
i 


cossu=) +1cos2u, por (5), 82 





Exemplo ilustrativo 1. Achar / cos? u du. 


Sozução. ferias -fs +F cos 2u)du 


=3 qu td f oszudo =S tisnZu+e. 
Exemplo ildteatio 2. Achar f sen? 2 costa de. 
Sorução. A sentzcosxdy = | sen'2xdr por (5), 8 2 


=4 4 - tentado por (5), 8 2 


=p msents+O. 


Exemplo ilustrativo 3. Achar JA sent a cos dz. 
Sorução. Ses zcostrdz = | (senzcos 2)! sentzdr 
-fº senta a (4 — 1 cos 22) dz 


-& fetarad sent 22 cos Zrdz 


fa-tosau- 
4 futzsmosa 


x  sent4z sent2r 
16 64 48 





+€. 
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ExempLo VI. Como achar f sen me cos ng dz, Sin ma sen nx de 
ou fes mz cos nx dz, quando mn. 


Por (6), 8 2,senmzcosnz =son(m +mn)z+3 sen (m — nz. 


: faenmecosnado =) faen(m + n) ode + 
+3 funm nado 


cos(m + n)r costm — njz 


2(m+n) Qm=n) 1º 





Semelhantemente, achamos 


h , co sn(m+nz | sen(m-mz 4. 
S scam smnsdo “2m+o + ama) +0; 


, = sentm+en)z sen (m — n)x q 
S cosmos near TES +*ama) +C. 
PROBLEMAS 


Calcule as integrais 


z sen2gz 
de 2 Eis ". 
Sen ada 5 4 +0 


2 Sentado E ten q senda 























52 
35 Soostads = S2 4 tende , sendo, q 
4. Sentada = 8. senda + ndo k dsnta +€ 
5. Seostado = dep tende sente , êmoir 
6 Sontas do = E endar ; 


2 
7. font costa = E ni Eos 
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senZaz | senda 
tax dr = > + + 6: 
8. Soa az dr di + sa + 
zÕisen 








9. Smizevostao dr = a 


90 
10. fe — sen 0d = 2 + teos0 — E 


9 





19, 2un6 (snio q 


di, atoa E 


(sen? & + cos 4 do = 


= 


cos2 7 


12, senZrcosdrda = 


a 








senB:sen2zde = 


to 


x senTr 
+ 


“as. fcostecossada q +. 





E 





Calcule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 
por derivação 


15. cost ar dr. 2. Ja + cosa) de, 
16. 


cost ax de. 22 fivsazo — cos 20) dO. 


17. 


+, 


sentar costardri 2% Siva 2 sem O) do. 


q 
sent a cos? a dê. 24. feunza — senda) dr. 


= 


SS 


19. fsenZacosZada. 25. Som a +teos2adr. 


20. sen? reco rdr. 26. Ses r+2cos22 dr. 





135. — Integração de expressões contendo va: — uº ou 
uia” por substituicão trigonomérica. Em muitos casns 
o melhor meio de integrar txis expressões é mudar a variável como 
segue: 


quando ocorre Va? — w põesc u=asmz; 
quando ccorre Va! + u' põe-se u=atgz: 


quando ocorre ul —n? põese u=asecz. 





CTT 
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Estas substituições foram usadas nos $$ 132-133. Com elas, 
climina-se o radical em cada esso. Realmente 











(q Vw —asentz=a VI — sen? = qcosz; 
(2) Va +atg' z asecz; 
(3) Va: seciz atg 2. 
Exemplo ilustrativo 1. Achar od 1. 

(02 — ua 


Sorução. Seja u = a sen 2; então du = a cosz de e, ussado (1), 


du acoszdz 1 de 1 2 ado 
(a? — ul? 


+C. 








u a 
Realmente, como sen z = |, o triângulo re- ju 


“ 





tângulo ao lado diz que tgz = 5 
Du 


eder 
avs2+9 





Exemplo ilustrativo 2. Prove que 


Sorução. Aqui V4272+9=vVu+a parau=21,0=3. 


Seja, pois, 27 = u; então z =)u, dz = Jdu. Substituindo, 


(a Sã nn -f, du -f du 
AEE Suvi ra uvira 


Seja u = a tg2; então du = a sec?z dz e, usando (2), 


asectado 1 fsecedo À de 
e atgz-asecz q tge a sen 2 


- oq = À tn (comece — ctg 2) +C. 














Como tgz = , tem-se, pela figura, & 


cosseg 7 = 
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Logo çê ra QuE 
uvwra & 


Substitiindo de novo em (4) e pondo, como acima, u=2z e a =3, 
obtemos a resposta. 





PROBLEMAS 


Caleule as integrais 


“f da = 
gt 22d 


a ve 





+e 











+€. 
Ros 
ad - VIE +2aresenl 4 o. 


% Ea 
=-— === +In(r4 VE FBA+C. 
ver +8s H 





“ E 
— are sen 3 +C. 








= ps do M6-r 


f 
n nd 0a 


Calcule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 
por derivação. 
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fa Res +Il6dr já f. dz ; 
E z VII 
E fa. o Fe ESA 
g (2— aj 
15. E rar 20. Eder 
nv4— a? Va +s 


E 
E pass, a f-E=. 
E RV TR 


= PRA ut du $a: V2:+ Odz 
ç ——— . . e 


136. — Integração por partes. Se u e r são funções de uma 
única variável independente, temos, pela fórmula de derivação de 
um produto (V. $ 94). 


d(w)=udo +odu. 
ou, transpondo, 
udo = d(u)-—vdu, 


Integrando esta, obtemos a fórmula inversa 


(A) Sud fo, 


chamada fórmula de integração por partes. sta fórmula conduz a 
integração de udv, que muitas vezes não sabemos fazer, à de vdu 
que pode, eventualmente, ser feita por se apresentar sob forma con- 
veniente. O método de integração por partes é um dos mais úteis 
do cálculo integral. 

Para aplicar esta fórmula, a expressão sob o sinal de integração 
deve ser separada em dois fatores, precisamente, u e dv. Não há 
regra para a escolha destes fatores, podendo-se dizer apenas que 

(a) dx é sempre uma parte de dv; 

(b) a integração de dv deve ser possível; 

(c) se a expressão a ser integrada é o produto de duas funções, 
é melhor, usualmente, escolher a que se apresenta mais complica- 
da, e que seja possível integrar, como parte de dv. 
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Os exemplos seguintes mostrarão com detalhes como & fórmula 
deve ser aplicada. 
Exemplo ilustrativo 1. Achar fo acosrdr. 


Soução. Seja u=z é demtosrde; 
então 


du= de é vo fourdeanas. 


Substituindo em (4), 


u dy “uz v du 
tom me, um mem mm mm 
zcozdz =zsenz— senzdz=zsenz+coz+C. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar gluz de. 


Sorução. Seja uminz c dowzdz; 


então 
dum SE o um foton To 
L 2z 


Substituindo em (4), 


Ea É de 
Jovem S- 2 


El Es 
=qha-+e- 


Exemplo ilustrativo 3. Achar + set de, 


SoLução. Seja u=esz e domade; 
então, 


dumez.ady e ve fran. 


Substituindo em (4), 


. 2 Ea 
fusca E [Tera 


de a e 
AE é [ae dz. 
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Mas 2ºeºz não é tão simples de integrar como ze% dr; isto mostra que não 
escolhemos os fatores convenientemente. Contrã 





mente, seja 


u=z e de= cdr; 


du=dr e feza 


Substituindo em (4), 


então, 











Pode ser necessário icar a fórmula de integração por partes 
mais de uma vez, como no exemplo seguinte, 


Exemplo ilustrativo 4, Achar fee dz. 


Sorução. Seja 


então, 
a 
du=24dz ce v= ee dz = 


Substituindo em (A), 


fee dot O [O ardr 
a a 
EO DE fome. 
a Ta 


A integral no último têrmo pode ser achada aplicando-se de novo à fór 


mula (4), o que dá 
fue Dre. | 


Substituindo este resultado em (1), oblemos 


frear Fat (-+) +€ 
a Ca a 


Exemplo ilustrativo 5. Prove que 


e do=2 dr; 




















fe Sede -Ysccetgz +Iln(secz +tg) + 0. 





Ei 


e 
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secz e dy = seclzdz; 





Sorução. Seja u 
então 
du=secztgzdz e v=tgz. 


Substituindo em (4), 


Sessão one fucrutet 


Na nova integral, ponhumos, tg?z = seciz — 1. Obtemos 


Sort mesma funde sina ttro +C. 


membro e dividindo por 2 





ssando a integral do segundo 
temos o resultado desejado 





Exemplo ilustrativo 6. Prove que 


es? (sen uz — n cos nz) 
fem nede = REED 4 q, 








SoLução. Seja u= ea e do = sen neda ; 
cosnr 
então, du = ue dz c Dia 


Substituindo nu fórmula (4), 


ME enRuz ; 
(2) Je sen mede = —* RES OEa Je nzdr. 
n 7 


Integrando de novo por partes, 





seja u= ec do=cosnade; 


sen nz, 
" 





então du =cerdr e 





Logo, por (4); 


(3) af; az cos na tz = em A RA eitsennrdr. 


Substituindo em (2), obtemos 


E 
4) fe senna de = (a mins — fico 2) E 
E 


Trazendo a do segundo para 





As duas integrais em (4) são as mesmas. 
primeiro membro, obtém-se o resultado. 








8 INTEGRAÇÃO — INTEGRAIS IMEDIATAS cap, XII 


Entre as mais importantes aplicações do método de integração 
por partes está a integração de 


(a) diferenciais envolvendo produtos, 
(b) diferenciais envolvendo logaritmos, 
(c) diferenciais envolvendo funções circulares inversas. 


EXERCICIOS 


Calcule as integrais. 

1. fesmnade = mz - sena +. 

VE) finsa=eme-n+o. 

5 fusn E denso E docs +C. 

4 Seconede = Ep IDT 4, 

5 Suseotudu = utgutInoosu+C. 

6 fosmava= o -sosn6r- Beos6r+O. 


2 cosn 2ysenn ? cos ni 
fa sen ny dy = a] Us a Um 4 E Hc. 


z 1 
a Sasasma h&- me)+e 
Edo 1 
9. Sfemsi= E (me-D)re. 


10. Saxe senado = raresona + vVI-2+C. 





a. Sastezar= caretas Intra +o. 
12. Sasocigudy = varecigu + + an+C. 
13. Sasecosarde = carcoosza 4 VIER +C. 
14. fases uau = vareseoy -In(y+ VE D+C. 





$ 136 INTEGRAÇÃO POR PARTES 279 


15. Sox cosseo + dt=t are cossee 5 +2in (t+ vVe-D4C, 





2 
16. Sfeucieca Elas So. 
17. Sfocte vid = (4 Darctg v7- vE+C. 
18. frea- “(2420 +4)+4C. 


ê 
19. Seesoa- (sen +cos6) +C. 





o = ghz ng + D+. 


2 
2. Sesaresensar = E gre sen + E E vi-2+0. 





3 
a [(BEADA o, A Tn(r + D- 240. 





ze da 


25 Tra” rate 
tm sen mt — cosmt) | 
+ 
mu feira = O CASACO “o +C. 


Calcule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 
por derivação. 


z 1 
25 Sans ia. 31. Sacco lay. 
2 y 
26. sf cos! 27 dz. 32. Sam cossee nt dt. 
z 
27. Jo coszdz. 33 Sresmyõa. 
28. Jar sen mz dz. 34. Jo aresenz dr. 
zarc sen z dz 
29. Sox ctg Sd. 35. Fá ; 
1 o dz 
30. Sam cos dz. 56. fee, 
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37. Sour igedr. 

38. fe +2u)dr. 
Ê L 

39. Je +u)tdr. 44, fa cos midi, 

8 -+ t 

40. f Picos dA. 45. Je “sen TE dt 
+ 

am Já sen mí dt. 40. Ses 


137. — Comentários. A integração é, de modo geral, uma 
oporação muis difícil que a derivação. Realmente, uma integral tão 
simples (em aparência) como 


S vzs ade 


não pode ser calculada, isto é, não há função elementar cuja derivada 





PcosBidt. 


“Odo. 





seja Vesenz Para muxiliar na integração, há tabelus de integrais 
já preparadas. Uma pequena é dada no Capítulo XXVII déste 
livro. O modo de usá-la está explicado abaixo no $ 176. Nesta 
altura, basta ter presente que os métodos até agora apresentados 
são aplicáveis a muitos problemas. Outros métodos serão dados 
em capítulos posteriores. 


EXERCÍCIOS DIVERSOS 


Culeule cada uma das integrais abaixo e verifique os resultados 


por derivação. 


=f 


6 





$ 137 


A f de : 
2— 62+9 

5 f dr 
2+8 

10. Ss 
á 2! — 64 + 10 

n Se + 20%) dr. 

12, Je — 2a): dz. 

de 

5 fãs 

14 Sr ar cosaz dr. 

15. Sen az cos” az dr. 


16. fina — Va) de. 





17, Je tg 20 — ctg 0): do. 


a f dxdr 
. 1-4!" 





a de 
19. * 
+1 
E ax dx 
20, 





vz —1 
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24. fesussta 
25. f sent Lao. 


26: 


30. 


32 


35. 


Sá, 


37. 


38. 


' f sou o, 
5 
JS sen ar , 








. Seat ade 

a fe + sen x) dr. 

É fe - cosa) dr, 
Ja + guide. 


sen 9 do 


“Sacos 


+ sengrdt 
E cost 
fe senZtdt. 
g Ssenzocossoao. 


39. Sunó sen d qd. 


40. 


; Sosa cus 2 a der. 


CaríruLo XIII 
CONSTANTE DE INTEGRAÇÃO 


138. — Determinação da constante de integração pelas 
condições iniciais. Como dissemos no parágrafo 127, a constante 
de integração pode ser determinada quando conhecemos o valor da 
integral para algum valor da variável. Para se determinar a cons- 
tante de integração é, pois, necessário ter outros dados além da ex- 
pressão a ser integrada. Ilustremos isto com um exemplo. 


Exemplo ilustrativo. Achar uma função cuja derivada primeira é 34º 
— 2x +5e que para x =1 tenha o valor 12. 


Sorução. (82? — 22 +65) dz é a expressão diferencial a ser integrada. 
Aseim Sfos-ztna-a essere, 


onde C 6 a constante de integração. Das condições do problema o resultado 
deve ser 12 para 7 = 1, isto é, 


12=1-1+5+€, ou Cm=7. 


Logo ! —- 2 +5z+7 é a função pedida. 
139. — Significado geométrico da constante de integração. 
Este será ilustrado por exemplos. 


Exemplo ilustrativo 1. Determinar a equação da curva em.cada ponto da 
qual a tangente tem 22 por coeficiente angular. 


282 





g 139 SIGNIFICADO DA CONSTANTE DE INTEGRAÇÃO 283 
Sorução. Como o coeficiente angular da tangente a uma curva num ponto 
qualquer é £, temos, por hipótese, 


dy 
dg n2z, 


ou dy =2xdz. 


Integrando q -2 fzas, ou 


1) v=+C, 


onde O é a constante de integração. Se dermos a, 
C uma série de valores, digamos 6, 0, — 3, (1) con- 
duz às funções - 





v=2+6, v=? y=2—3, 


que são parábolas com eixos coincidindo com o eixo OY e tendo 6, 0, — 3 res- 
peetivamente, como pontos de interseção com OY 


Todas as parábolas (1) têm o mesmo valor de E » isto é, tem a mesma 


direção para o mesmo valor de x. Deve-se notar também que & diferença entre 
os comprimentos das ordenadas é constante para todo valor de x. Logo, todas 
na parábolas podem ser obtidas movendo-se uma qualquer delas para cima ou 
para baixo, pois o valor da constante C não afeta o coeficiente angular da cur- 
va, neste caso. Se, no exemplo acima, impuzermos & ulterior condição de 
passar a curva pelo ponto (1, 4), 48 coordenadas dêste ponto devem entisiazer(1), 
o que fornece 
4=1+C,oubeja, C=3. 


A particular curva pedida é, pois, a parábola y =? +3. 

Exemplo ilustrativo 2. Determinar a equação de uma curva cuja tan- 
gente tenha, em cada ponto, coeficiente angular 
igual ao simétrico da razão entre a abscisso e 
a ordenada do ponto. 

Soroção. A condição do problema é ex- 
pressa pela equação 

dy 
de ST" 
ou, separando as variáveis, 


uvdy=—zdr. 





a 
Integrando, o -— = +€, 


eu drtyf=2c. 
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con; 
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A equação obtida representa uma família de círculos com centro na origem. 
Se impuzermos ainda a condição ds curva passar pelo ponto (3, 4), então 


9+16=2C,ou seja, 20 =25, 


e portanto +14? =25 é à particular curva pedida. 


PROBLEMAS 


às expressões abaixo são as derivadas de certas funções. Achá-las 


em cada um dos 











sos, tendo em vista us dados. 


Derivada da Valor Correspondente Resposta 
Junção da variável valor da função 
Loz—B 2 9 Je-gsa+rais 
» 3fz-5e 6 —20 gu+3r+ba— dn 
3 Wo by 2 o Gyr-dby+rob—as, 
4 senf+cos0 dr 2 sen0-cos0 +, 
1 y 
5 ES Ret: 1 (b) InQi— 6. 
6. seip-ttgp O 5 teg+nsecç+s. 
RR 
8 btav+a b 10 
2» vã + 4 º 
10. ctg8 — cossec:8 Zm 3 
1 Bl? 0 4 


Achar a equação da família de curvas tais que o coeficiente an- 
gular da tangente em cada ponto de cada uma delas seja: 


12, 


15. 


15. 


m. Resp. 





Retas, y= mr +C. 


Parábolas, y = 





Parábolas, 4 y* 





Parábolas semi-cúbicas, À 


$ 139 


17. 


18. 


19. 


20. 


2x 


22. 


SIGNIFICA DÁ 
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a cenbi 1 > 
Parábolas semi-cúbicas, 5 =52+C. 
Parábolas cúbicas, y = +€. 


Parábolas cúbicas, E =r+€. 





Hipérboles equiláteras, gy) — 1º = €. 
Hipérboles equiláteras, xy = C. 
Hipérboles, btz* — aty' = €. 


Elipses biz? + a?y" = 0. 


Círculos r2:+y!+227—29=0. 


Em cada um dos exemplos seguintes, achar a equação da curva 
que passa pelo particular ponto fixado e cujo coeficiente angular 
em cada ponto é a dada função das coordenadas. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28, 


29. 


30. 


31. 


su tt,): 
Ly; (1,1). 
2 ay; (8, 1). 
— 2y; (0,2). 


«+1 
v+l 





a 
v—k 





= tu. 


vv x; (4,1). 


: (0,1). 


à. (0,0) 


Resp. Qu= 241. 


lny=4r—4. 

Iny=2º— 0. 
Ex 

y=2e * 


W+HIP=(0 ++. 
2+y—2hr-2khy=o0. 


sng=2-1. 


3ny=2(eV2- 8). 
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32 men 4x yi= 5. 








ss. É q,4, 37. 

34 243; (1,9). 38. bes, (2,6). 
35. a 3,0). 39. Vi, (8,5). 
% AT a a (1,2). 40. xcosty; (4,17). 


41. Dados dy = (2x + 1)dr, y="7 quando r = 1, achar o 
valor de y quando x = 3. Resp. 17. 


42. Dados dA = V2prdz, A = 





quando x = Sr» achar o 


valor de A quando «x = 22. Resp. sr 


43. Dados dy = «4100 — z:dz, y= 0 quando x = 0, achar 
o valor de y quando x = 8. Resp. 784/8, 


44. Dados dp = Pinda p=6 quando 8 = i7, achar o 
valor de p quando 8 = 


45. Dados ds=1W4t+1dt, s=0 quando t= 0, achar o 
valor de s quando t = 2. 


46. Tem-se y” =x em cada ponto de certa curva. Achar à 
equação dela, sabendo-se que ela passa pelo ponto (3,0) e tem nesse 
ponto coeficiente angular igual a 7/2. 


Resp. 6y=2-67-9. 


47. Em cada ponto de certa curva, y” = Ea Achar a equa- 


ção da curva se ela passa por (1, 0) e € tangente nêste ponto à reta 
6z+y=6. Resp. czy+6u=6. 
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48. Achar a equação de uma curva em cada ponto da qual 





APS e VEãs! sabendo-se ainda que ela passa por (I, 1) com uma 
inclinação de 45º. 

49. Achar a equação de uma curva sabendo que em cada 
ponto dela y” = + e que ela passa por (1, 0) com a inclinação de 135º. 


50, Achar a equação da curva cuja subnormal é constante e 
igual a 2a. 


Resp. y'=4az + C, uma parábola. 
Sugestão. De (4), $ 43, subnormal vê. 
st. Achar a curva cuja subtangente é constante e igual a a. 
(V. (3), S 43). Resp. alny=z+C. 


52. Achar a curva cuja subnormal é igual à abscissa do ponto 
de contato. Resp. y— qº = 2C, uma hipérbole equilátera. 


53. Achara curva cuja normal é constante (= R), admitindo 
que y=R quando z=0 Resp. 2&+y'=R?, um círculo. 


1z 
Sugestão. Do $ 43, comprimento da normal = v4/1 (2) ou 


1 
dom (RP 4) Pudy. 


54. Determinar as curvas nas quais o comprimento da sub- 
normal é proporcional ao quadrado da ordenada. Resp. y = Cetz, 


55. Achar a equação da curva na qual o ângulo compreendido 
entre o raio vetor e a tangente é a metade da anomalia. 


Resp. p=c(l-—cos6). 


56. Achar as curvas nas quais o ângulo compreendido entre o 
raio vetor e a tangente é n vezes a anomalia. 


Resp. pr=csennb. 
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140. — Significado físico da constante de integração. Este 
será ilustrado pelos exemplos seguintes. 


Exemplo ilustrativo 1. Achar as leis que governam o movimento de um 
ponto que se move em linha reta com aceleração constente. 


SoLução. Como a aceleração [- +, de (A), $80) | é constante, digamos 


4, temos 
do 
“do do 
ou do =fdt. Integrando, 
(65) nr=Ht+C. 


Para determinar C, suponhamos que a velocidade inicial seja vo, isto é, 
seja v = vo quando t = ( 





Substituídos éstes valores em (1), temos 


Condições iniciais 


m=0+C, ou C =». 
Logo (1) torna-se 


(2) v=ji+to. 





Como u = Sé ((C), 8 51), obtemos de (2) 


ds 
“ar SA to 
ou ds =ftdt +wdt. Integrando, 
(3) - s=IB+M+o. 


Para determinar C, suponhamos que a distância inicial seja s0, isto 6, seja 
3 = quando é = 0. 


Substituídos êstes valores em (3), temos 
2=0+0+C, ou C=a. 

Logo (3) torna-se 

49 s=3Jê+ot +. 


Substituindo em (2) e (4) oe valores $ =g, mw =0,89=0 e: =h, obtemos 
ag leis do movimento de um corpo caindo do repouso num vácuo, preciamente, 


v=gt e h=?yê. 
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Eliminando t entre estas equações obtemos » = 29h 


Exemplo ilustrativo 2. Estudar o movimento de um projétil tendo uma 
velocidade inicial to inclinada de um ângu- 
lo a com & horizontal, desprezada a resis- 
tência do ar. 


Souução. Tomemos o plano XOY AA 
como o plano do movimento, 0X como ho- 7 
rizontal e OY como vertical é suponhamos — A 

is à Ol vecasa” 

que o projétil é lançado da origem. 

Vamos admitir que o projétil está ape- 
nas eob a influência da gravidade. Então a aceleração na direção horizontal é 
nula é à na direção vertical é — g. De (F), $ 84, resulta, pois, 


dos doy 


Ge a0 e Goo 
Integrando, mw=C e m=—g+C. 
Mes vos = velocidade inicial na direção horizontal 


vo sen a = velocidade inicial na direção vertical 
(Logo Ci=wcosa e C3 =tosena, dando 


(5) te =Wcosa e ty=—pt+rwsena. 


Mas de (€) o (Dj, 8 83, vs = Seo voy = SE; logo (5) dá 


ER dy 
d = mea e a +wsena 
ou dr=mcosadi e dy=-qtdi+rwsenadi. 


Integrando, obtemos 
(8) s=mesa.t+C y=-Igê+wsna.t+C. 
Para determinar C4 e Cy observamos que quando t=0, 2 =0e y=0. 
Substituindo estes valores em (6), obtemos 

G-0 e G4=0 
q) e =meosa.t e 
(8) v=-—9ê +mena-t. 
Eliminando t entre (7) e (8), obtemos 


Es VE2iEo — Dutcada 


que é a equação da trajetória e mostra que o projétil descreve uma parábola. 
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PROBLEMAS 


Nos problemas seguintes é dada a relação entre v e t. Achar 
a relação entre set se s=2 quando t=1. 


1 v=atbt. Resp s=at-D+Ib(e-D+2 
2 v=Vi-1. 3. v=e+ 


Nos exercícios abaixo são dadas as acelerações.Achar a relação 
entre ve tsev=2 quandot=3. 


4 4-P Respoo=4i-fe-1 5 Vi43. 6 == 
Nos exercícios abaixo são dadas &s acelerações. Achar a re- 
lação entre se t ses =0, » = 20, quando t = 0. 


7. —32. Resp. s=20!-16t. 8 4-t. 9. -—I6cos2t. 


to. Com que velocidade uma pedra que cai do topo de um edi- 
fício com 120 pés de altura atinge o solo? (g = 32). 


Resp. 87,64 pés por seg. 


1. Com que velocidade a pedra do problema anterior atinge 
o solo se lançada para baixo com a velocidade de 20 pés por segundo ? 
Se lançada para cima com a velocidade de 20 pés por segundo? 


Resp. 89,89 pés por seg. 


12. Uma pedra caiu de um balão que subia à razão de 15 pés 
por segundo e atingiu o solo em 8 segundos. Qual a altura do balão 
quando caiu a pedra? Resp. 904 pés. 


13. Se o balão do problema anterior estivesse caindo à razão 
de 15 pés por segundo, em quanto tempo a pedra atingiria o solo? 


1 
Resp. 7 ETA seg. 


14. Um trem que deixa uma estação tem a aceleração de 
0,5 + 0,02t pés por segundo quadrado. Ache a distância per- 
corrida em 20 segundos. 

Resp. 126,7 pés. 


15. Uma partícula móvel sobre um plano inclinado tem uma 
aceleração para baixo de é pés por segundo quadrado. Se ela sobe 


TU e me me E q mea tema a RE 
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partindo do fundo do plano com a velocidade de 6 pés por segundo, 
achar a distância percorrida depois de i segundos. Que distância 
atingirá antes de começar a descer? Resp. 4,5 pés. 


16. Se o plano inclinado do problema anterior tem 20 pés de 
comprimento, achar a velocidade inicial necessária afim de que a 
partícula atinja apenas o topo do Plano. 


Resp. 4/10 pés por segundo. 


17. Uma bola atirada do sclo para cima alcança a altura de 
80 pés em 1 segundo. Achar a altura que a bola pode atingir. 


18. Um projétil com a velocidade inicial de 160 pés por se- 
gundo é atirado contra uma parede vertical a 480 pés do ponto de 


lançamento. 
(a) se a (ângulo de elevação) = 45º, achar a altura do ponto 
atingido sobre a parede. Resp. 192 pés 


(b) achar a de modo que o projétil atinja a base da parede. 
Resp. 18º ou 72º 

(o) achar a de modo que o projétil atinja um ponto a 80 pés 
da base da parede. Resp. 29º ou 70º. 


(d) Achar « para que o ponto atingido sobre a parede seja o 
! mais alto possível, bem como esta altura. Resp. 59º; 256 pés. 


19. Se a aceleração de uma partícula que se move com velo- 
cidade variável v» é — kv?, onde k é uma constante e se tw É à velo- 


cidade quando t = 0, mostre que = = + kt. 
20. À resistência do ar a um automóvel, dentro de certos 
limites da velocidade, é proporcional à velocidade. Assim, se F é 
da E 
a força líquida gerada pelo motor, temos M o =F—kv. Exprima 
a velocidade em termos de t, sabendo a v = 0 quando é = 0. 


-R 
Resp. send l-e dh. 


OUTROS PROBLEMAS 


1. A temperatura de um líquido numa sala de temperatura 
20º é 70º num dado instante e 60º, cinco minutos depois. Admi- 


A O 
292 CONSTANTE DE INTEGRAÇÃO CAP. xHI 


tindo que a velocidade de variação da temperatura do líquido seja 
proporcional à diferença de temperaturas entre o líquido e a sula, 
achar a temperatura do líquido 30 minutos depois da primeira obser- 
vação. Resp. 33,1º. 


2. Achar à equação da curva cuja sub-tangente polar é n 
vêzes o comprimento do correspondente raio vetor, e que passa pelo 
Ú 


ponto (a, 0). Resp. p= ae”, 


3. Achar à equação da curva cuja subnormal polar é n vezes 
o comprimento do correspondente raio vetor, e que passa pelo ponto 
(a, 0). Resp. p= acê, 


4. Uma partícula move-se no plano xy de modo que as com- 
ponentes da velocidade paralelas a OX e OF sejam ky e kz respec- 
tivamente. Prove que a trajetória é uma hipérbole equilátera. 






5. Uma partícula lançada do topo de uma torre sob um ân- 
gulo de 45º acima do horizonte atinge o solo em 5 segundos a uma 
distância horizontal do pé da torre igual à própria altura desta. 
Achar a altura da torre, sendo q = 32 pés por segundo quadrado. 

Resp. 200 pés. 


6. Uma partícula parte da origem de coordenadas e em t se- 
gundos & componente de sua velocidade paralela a 0X é — 4 e 
a componente paralela a OY é 4t. 


(a) achar a posição da partícula depois de t segundos. 
Resp. 2=5P-4L, y=28. 
(b) achar a distância percorrida. Resp. s=JE+4t 
(c) achar a equação da trajetória, 
Resp. T2xº= 7) — 484º + 576y. 


7. Achar a equação de uma curva eujo comprimento da tan- 


gente (8 43) é constante (= 0). 
Resp. t= em (+02) — 





8. Achar a equação da curva para a qual ($ 96) eds = pº' df 
e que passa pelo ponto (a, 0). Resp. p?=aisec29. 


Caríruro XIV 


INTEGRAL DEFINIDA 


141. — Diferencial da área sob uma curva. Consideremos a 
função contínua & (x) e seja 


v=p(x) 


a equação da curva AB. Seja CD uma ordenada fixa e MP uma 
variável. Seja u a área da figura CMPD. Dando a x um pe- 
queno acréscimo Az, 4 toma um acréscimo Au (= área de MNQP). 
Completando os retângulos MNRP e MNQS, vemos que 


Área MNRP <área MNQP < 
< área MNQS, 
ou MP. Ar< Au<NQ-: Ar; 
dividindo por dx, 


MP < dE NQ* 








Façamos Az tender a zero; como MP permancce fixo e NQ) tende 
a MP (pois y é função contínua de x), obtemos 


du = 
Era =y(= MP), 
ou, usando diferenciais, du = ydz. 


Teorema. A diferencial da área limitada por uma curva, o eixo 
dos xx, uma ordenada fixa e uma ordenada variável é igual ao produto 
da ordenada variável pela diferencial da correspondente absrissa. 


* Na figura, MH é menor que AQ: se fônee MP maior que NQ bastaria mudar o sentido da 
desigualdade, 
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142. — Integral definida. Do teorema acima resulta que se 
a curva AB é o lugar dos pontos de 


v=6(0), 
então du=ydz, ou 
195) du = 6 (x) dz, 


onde du é a diferencial da área compreendida entre a curva, o eixo 
dos zz e as duas ordenadas. Integrando, obtemos 


um d(xdz. 
fra 


Denotemos | &(x)dz por f(z) + C. 





(3) Ce u=iD+C. 
Determinamos C notando que u = O quando 1 = a. 
Substituídos estes valores em (2), obtemos 


0O=H)+€, 
e portanto C=-j(a. 
Logo, (2) torna-se 
(3) u=I(2)— Ja). 


A área pedida CEFD é o valor de u em (3) quando x =, 
Temos, pois, 
Área CEFD = j(b) — S(a). 
Tronama. A diferença entre os valores de Sri parazx=be 


z=adáa área limitada pela curva cuja ordenada é y, 0 eixo dos xx 
e as ordenadas correspondentes a r= a ezx=b. 


Esta diferença é representada pelo símbolo* 


(4) fra ou foros. 


* Esta notação é devida s Joseph Fourier (1768-1830). 
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que se lê “integral de a a b de ydz”. A operação é chamada de 

integração entre limites, sendo a o limite inferior e b o superior.* 
Como (4) tem sempre um valor definido, ela diz-se uma integral 


definida. Realmente, se 


feoa-sare, 
então fama = [1o+c]- UO+I-UO+, 


pr feou-so-10, 


havendo desaparecido a constante de integração. 
O símbolo : a 

/ P(r)dz ou / vdz 
a º 


representa, pois, a medida da região limitada pela curva y = 6 (x),** 
o eixo dos 2z e as ordenadas da curva em z = «ez =b. Esta defi- 
nição pressupõe que estas linhas limitam uma área, isto 6, que a 
curva não tende a mais ou menos infinito e nem tampouco corta 
o eixo dos zx. Pressupõe ainda que a e b são finitos. 


143. — Cálculo de uma integral definida. O processo pode 


sintetizar-se como segue: 
Prrmprro Passo. Integre a dada expressão diferencial. 


Segundo Passo. Na integral indefinida obtida substitua a va- 
ridvel, primeiro, pelo limite superior, depois, pelo inferior e subtraia 
o último resultado do primeiro. 


Não é necessário considerar a constante de integração pois que 
ela sempre desaparece com a subtração. 


k: 
Exemplo ilustrativo 1. Achar f É dr. 
1 











* A palavra “limite” neste caso significa meramente o valor ds variável num extremo de 
seu nampo de variabilidade e não deve ser confundida com o sentido do termo ns Teoria dos Limites. 


** $(2) é contínua e de um só valor no intervalo (a, b). 
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Sosução. 





Exemplo ilustrativo 2. Achar senzdr. 


r 
Sorução. É sena da = [- cos | 
o 


Zee 
Exemplo ilustrativo 3. Prove que Th =” 
o 


Sonção. / E [Llstg£ 
do. [ apa" [qt 





1 7”, 
E arc tgO = Fri 


o 
A E dz Às 
Exemplo ilustrativo 4, Prove que Ph fre per aa h5 = 0,134 


SoLução. Compurando com (19) ou (ida), r=27, a =3, dy =2dz, 


Para decidir entre o uso de (19) e (194), considerum-se os limites. Os va- 
lores de z crescem de — 1 a O. Então v(=2z)crescede — 2 9 0. Logo 
v2<4; mas a? =9. Logov! <a? e (194) deve ser usada. Temos, pois, 


5 Cd fº do af 8+227 
at-90 J9c4a a["3-22])., 


Por (194) 








Desenvolvendo-se os cálculos, temos a resposta. O resultado é negativo porque 
a curva e as ordenadas limites estão abaixo do eixo dos zz, 


144. — Mudança nos limites correspondente a uma mu- 
dança na variável. Quando se integra substituindo-se a variá- 
vel por uma nova é algumas vezes incômodo transformar o resul- 
tado obtido pela volta à primitiva variável. Na integração entre 
limites, contudo, a volta à primitiva variável pode ser evitada mu- 
dando-se os limites de integração de modo a que os novos limites 
venham a corresponder à nova variável. Este processo scrá ilus- 


trado por um exemplo. 
E Ade 
o 142 





Exemplo ilustrativo. Calcular 
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Socução. Ponhamos x =<t. Então dz = 42% de, 2) = 2, 2? 





Para mudar os limites de integração, observamos que quando 
2=0, 2=0, 


e quando zm16, 2=2. 


18 4 2. 2 
E atdo  fPogetdo dE ta 
o ita 1+2 A T+: 
2 2 2 
dz 
=4 suma [ata (Es 
A o o 1 + 


2 
-[$E arte] = 
3 o 





= : +4arctg2 Resp. 

A relação entre a velha variável e a nova deve ser tal que a cada valor de 
uma dentro dos limites de integração corresponda sempre um, e um só, valor 
da outra. Quando uma das variáveis é dada como função de mais de um valor 
da outra, deve-se ter cuidado em escolher os valores permitidos, 


PROBLEMAS 


à. Prove que [3 (x) de = — Ss (x) dr. 
a » 


Colcule as integrais abaixo 





2 o. Pá 
º 
1 
3 10. çÁ 
0 
z 
4 q. frear =. 
o 
Ria Dans 
5 12 [vires 
o 
= 1 
6. 13. Sete cosade = 
9 
- 4 
7. 14 fiucoa=s. 
o 
8. 





CENTRO em. 
a “ÍGUSTO MOTTA 
IBLIGLECA CENTRAL 
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Achar o valor de cada uma das integrais definidas 


4 ds 2 
é ( Ê= o. farsa 
o V9-2r o 
r 
3 dt f 
16. =. 21. cos" Qdo . 
A v2+16 o 








2 EA 

17. cmadét 22. f sentÊ cosÊ. dg. 
o V25-4y É aka 
had 2 rºdz 

ef Va-— x dr. 23. [EA 


5 ÇA Pd 2 f iatdo 
“ho vz “do + 
145. — Cálculo de áreas. Mostramos no $ 142 que a área 


compreendida entre uma curva, o eixo dos 2x e as ordenadas x = q 
ex =b é dada pela fórmula 


(8) Area fude, 4 


onde o valor de y em termos de x 
provém da equação da curva dada. 
Exemplo ilustrativo 1. Achar a área limitada 
pela parábola y = 4º, o eixo dos az e as ordenadas 
s=20 24 =4. C, 


SoLução. Substituindo na fórmula 


Are 4800 = [etãe [5] é 


EE na: 
3548, 3 


. Resp. 


Eis 


Exemplo ilustrativo 2. Achar a área limitada pelo círculo z! + 3º = 25, 


o eixo dos «x e as ordenadas 2 = —3e 7x =4. 
(E 






Sorução. Resolvendo, y= 25 — 2º. Logo AA 





a 
Área É 25 —atdz 
2 





a 
—s , 35 
= [Ev + mem É] porem 
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=6 + 2Lurosen +02 aro cem ( -3)=316. Rep. 


A resposta deve ser comparada com “a áren do semi-círculo, que é 3 (25 7) = 
= 39,3. 


Exemplo ilustrativo 3, Áres sob uma parábola cujo eixo é paralelo ao 
eixo dos yy. Na figura seguinte escolhe-se o ponto P” sobre o arco parabólico 
PP” de modo que AO = OB. As ordenadas de P, P' e P” são, respectivamen- 
tewy ey. Prove que a área compreendida entre a parábola, o eixo dos 22 
e as ordenadas de Pe P" Gigual a Sh(y +44 +) se 2h 6 a distância que 
separa as ordenadas de P e de P”. 

SoLução. Tomemos o eixo dos yy passando pela ordenada de P*, como na 
figura. A equação de uma parábola com eixo paralelo ao eixo dos yy 6, por (7), 
53 (uh? =2p(y—k), ou, explicitando y, 

(1) y= al +2bz +c, onde a, be c são 
constantes. 


A área pedida APP"B (x 1) é, por (B), 
Ah 

o u -/ (azt ba +ejdo = Salt deh. 
= 


Por (1), 
sex=—hym AP mah -2bh +c; 





e z=0, y = OP =c; 


mesh y' BP" =ail+2bh+e. 


Portanto Eh +4Y +) = dar p2d-u. 


146. — Área quando as equações da curva são dadas em 
forma paramétrica.* Sejam as equações da curva dadas em 
forma paramétrica 


2=1(0, v=8(0. 


Temos, pois y = B(!) e dz=J(tdt. Logo 


q) Area = fude = (“oora, 
a A 


onde t=t, quando r=a e t=ta quando z=b. 


+ Para um estudo rigoroso deste item convida-se o estudante 2 compulsar trstados de cá 
vulo mais nvançados. 
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Exemplo ilustrativo. Achar a área da elipse cujas equações paramémé- 
tricas ($ 81) são 
z=0c08D, y=bsnd. 
SoLução. Aqui y=bsend, 
dz = —asen db, 


Quando 7=0, B=ir 





e quando z=a, 6-0. 


Substituindo-se em (1), temos 
a o 
Área -/ vd = — absentpad= TE. 
E 4 


Logo, a área toda é igual a mad. Resp. 











PROBLEMAS 


1. Achar por integração a área do triângulo limitado pela reta 
y = 22, o eixo dos zz e à ordenada x = 4 Verificar o resultado 
achando a área como a metade do produto da base pela altura. 
2. Achar por integração a área do trapézio limitado pela reta 
| a +y= 0,0 eixo dos zz e as ordenadas vx= 1 ex =8. Verifi- 
car o resultado achando a área como a metade da soma das bases 
pela altura. 


Achar a área limitada pela dada curva, o eixo dos zz e as dadas 





ordenadas. 

3 y=t,2=0,7=4. Resp. 64. 

4 g=9-v;2=0,2=3. is. 

5 g=2+32+4+272=-3,72=83. 54. 

6 g=r+z+1;7=2,7=3. [e 

Z type=lég=e t=b. kº In (5)- 
8. y-2utÃjz=L ros 5. 

z 
9. = todas. 20. 
10. a=2VE-g;r=0,2=a. Tas 


NH f+47=0,2=-1],2=0. 
12. yp=42+16,2=-2,7=0. 





Ecs DA SE O CCC ça ie 
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15. y=2+474a=—-4,12=—2. 
14 y=te-rjr=l, v=3. 





15. p=9-22r=0,2= 
16. 2y=23;2=0,2=2. 


Achar a área limitada pela dada curva, o eixo dos yy e as dadas 
retas. 


1. p=4r;y=0,y=4 Resp. 5 


sofro 


18. y=4-r;4=0,y=8. 4 
19. 2=9y-y:y=0,y=3. 21. q=a'x;y=0,y=a. 
20. cw=Sy=l,y=4 22 ay=2 y=0, y=a. 


Desenhe cada uma das curvas seguintes e ache a área de um arco. 


23. y=2cosz. Resp. 4. 
8 
24 y=2senjr. a 
25. y=cos2t. 1. 
26. y=sentz. 4. 
27. Ache a área limitada pelos eixos coordenados e a pará- 


bola VZ+ Vy= Va. 


28. Prove que a área de um segmento de parábola determi- 
nado por uma corda perpendicular ao eixo da parábola são os dois 
terços do retângulo que o circunscreve. 


29. Pe Q são dois pontos da hipérbole xy = k. Mostre que 
a área limitada pelo arco PQ, as ordenadas de Pe Qe o eixo dos 
xx é igual à área limitada por PQ, as abscissas de P e Qeo eixo 
dos 3y. 


a 


E =E 
30. Achar a área limitada pela catenária y = 3 dé +e ) 

E 1 
oeixodoszreasretasz=04e7=-—a. Resp. q? o É 


51. Achar a área compreendida entre as duas parábolas 
W=2prex'=2py. Resp. $ 
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32. Achar a área compreendida entre as duas parábolas 


w=arext= by. Resp. tab. 

35. Achar a área compreendida pelo laço da curva cuja equa- 
ção 6 4yº = 2º(4 — 2). Resp. VE. 

34. Achar a área limitada pela curva de equação yº=? (x? 1) 
e pela reta q = 2. Resp. 2 v3. 

55. Achar a área compreendida pelo laço da curva de equação 
gr = 2"(9— 2). Resp. sa 

36. Achar à área limitada pela curva de equação yº = q? — 2º 
e pela reta 2 = 2. Resp. z. 

37. Achar à área compreendida pelo laço da curva de equação 
p=z(2-2p Resp. BZ. 

38. Achar a área compreendida pelo laço da curva de equação 
4y=au(4— 2). Resp. ue 


39. Achar a área limitada pela hipérbole x? — y? = a? e pela 
reta v=2a. Resp. a[2V3-n (2+ 3]. 


40. Achar a área limitada pela hipérbole 2? — 4y'=4 e 
pela reta 2 = 6. 


41. Achar a área limitada por um arco da ciclóide. 


v=a(f-—-senbd),y=a(li-—cos8)eo eixo dos r. Resp. 37a?. 
42. Achar a área da cardióide 
g=a(2cost— cos2t), | 
y=a(2sent — sen28). Resp. 67maº. 
43. A figura abaixo representa parte de uma curva (cha- 
mada ciclóidinha) cujas equações são 
| 


q = a, 
yv=a(l- cosf). 
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Ache a área de um arco. Resp. 270º. 
44. Ache a área da hipeciclóide 


Pa 


y=asen6. 


e 
Resp. E E + ou seja, três oitavos da área do círculo circunscrito. 





147. — Representação geométrica de uma integral. Vimos 
nos $$ precedentes que a integral definida é um número represen- 
tando a medida de uma região (uma área). Isto não significa, neces- 
sariamente, que toda integral definida seja uma área, pois a inter- 
pretação física do resultado depende da natureza das grandezas 
representadas pela abscissa e pela ordenada. Assim, se x e y são 
consideradas simplesmente como coordenadas de um ponto, então 
a integral em (B), $ 145, é na realidade uma área. Mas suponha- 
mos que à ordenada represente a velocidade de um ponto móvel e 
a correspondente abscissa o tempo no qual o ponto tem essa velo- 
cidade; então o gráfico é a curva da velocidade do movimento e & 
área sob ela, compreendida entre duas ordenadas, representará a 
distância percorrida pelo móvel no correspondente intervalo de 
tempo. Portanto o número que indica a área é igual ao número 
que indica a distância (ou valor da integral). Semelhantemente, 
uma integral definida fornecendo um volume, ums massa, à área 
de uma superfície qualquer, uma força, etc. pode ser representada 
geomêtricamente pela área de uma superfície plana. 


148. — Integração aproximada. Regra do trapézio. Va- 
mos demonstrar agora duas regras para o cômputo aproximado de 


b 
a f Ila)dz. 


Estas regras são úteis quando a integração de (1) é difícil ou impos- 
sível em termos de funções elementares. 


CS 
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O valor exato de (1) é a área da figura limitada pela curva 


2) v=I() 


o eixo dos zz e as ordenadas x = a 
ex=b Esta área pode ser cal- 
culada aproximadamente soman-, 
do-se áreas de trapézios, como — 
segue. 

Dividamos o segmento (a, b) 
de OX em n partes iguais, cada 
uma de comprimento Ar. Sejam x(=a), 7, Ly... ti(=b) as 
sucessivas abscissas dos pontos de divisão e 








w=I) n=I(0),yn=](0),...m=]() 


as correspondentes ordenadas da curva (2). 


Unamos as extremidades consecutivas das ordenadas por seg- 
mentos de retas, obtendo, assim, trapézios. Cada um destes tem 
uma área expressa pelo produto da semi-soma das bases pela altura 
e, portanto 


É (y + 1) Ax = área do primeiro trapézio, 


1 (hn + 35) àz = área do segundo trapézio, 


É (Una + ya) x = área do n-cgésimo trapézio. 
Somando, obtemos a regra do trapézio 


(O) hrea-Gutntmn+r.. +im+Ey) Ar 


É claro que quanto maior o número de intervalos (isto é, mener 
Az), mais próxima é a soma das áreas dos trapézios da área sob 
a curva, 
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12 
Exemplo ilustrativo 1. Coe 2º dz pela regra do trapéxio, dividin- 
1 
do o intervalo (3, 12) em 11 partes. 
Soreção. Aquil=S ES 


a curva y=. Substituindo as gbeeisas 2 =1,2,3,...,12 nesta equação, 

obtemos qs ordenadas y = 1,4,9, .... 144 Logo, de (1), 
Área = (| 4440416425 +30 +49404 +81 4100 4121 44 
=5m5. 


12 a 12 
Por integração, / úde= [E] = 5153. Portanto, nêste exemplo, 
+ p 








S1=Ar A árcacm questão está sob 





a regra do trapézio dá um resultado 
com erro menor que 1/3%-. 


Exemplo ilustrativo 2. 
Achar o valor aproximado de * 


2 
ef va + ud 


tomando n = 4, 
Sorução. Seja 


g=vstã 2 y 

0 2,000 = y 

05 2031 = 

TemosÃv= 1 2238 =y 
=0,5. Façamos. 1,5 2716 = 
uma tabeladosva- 2 3,461 





tn 
lores de x e y como a que apresenta- 
mos. Aplicando (7), 








E = (1,000 + 2,031 + 2,236 + 2,716 + 1,732) X 0,5 = 4,858 Resp. 


Se tomássemos n = 10, teríamos 1 = 4,826, uma aproximação melhor. 


PROBLEMAS | 


Calcule os valores aproximados das seguintes integrais, apli- 
cando a regra do trapézio para os valores indicados den. Verifique 
os resultados efetuando as integrações. 


0 
E Tin=T. a f vala; n= 
EA 


5 
à f 2vE-Bd;n= 10 ade Vi6+zidrn=6. 
o 


” 
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Calcule, pela regra do trapézio, os valores aproximados das se- 
guintes integrais, usando os valores indicados de n. 





4 de 3 
5 Í res n=4. Resp. 1,227 10. f 20 Fx dr; n=5. 
2 2 
6 f Vi+edrn=4 3283. 11. | 2º VI6-zide; 
ds q n=4. 
10 al 5 
7. VB5-side; n=5. 44,17. 12 f VrtBrden=5. 
0; 1 
É ul 4 
8. f VDocmde;n=4. 378 4. [LE = 
1 1 102! 
8 4 3 
DE n=6. 947 uu [EO qua, 
2 Var 2 V 10 + 


149, — Regra de Simpson (regra parabólica). Ao invés de 
ligar as extremidades sucessivas das ordenadas por segmentos de 
retas, obtendo, pois, trapézios, podemos conseguir uma aproximação 
melhor da área ligando as aludidas extremidades por arcos de pará- 
balas e somando as áreas das figuras que assim se obtém. Real- 
mente, por três pontos quais- 
quer de uma curva é sempre 
possível fazer passar uma 
parábola com eixo vertical 
(de fato, a equação de uma 
tal parábola se obtém da 
equação (1) do exemplo ilus- 
trativo 3, $ 145, determinan- 
do-se as constantes a, be c de 
modo que ela passe pelos três 
pontos), e uma sucessão de 
arcos de tais parábolas, con- 
.venientemente escolhidos, se aproxima mais da curva que uma 
“sucessão de segmentos de retas. 

Dividamos o intervalo de extremos x = « = OM, 4 = b = 0Ma,, 
num número par (= n) de partes, cada uma igual a Az. Por todo 
'dos conjuntos sucessivos de três pontos Po, Pi, Ps; Po, Pa, Ps; ete. 
«trucemos arcos: de parábolas com eixos verticais. Sejam yo, Ui, ym 
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--» Yn as ordenadas dos pontos Mo, Mi, ..., Ma, como na figura. 
Aárea My PP... P,.M, será substituída pela soma das áreas das 
“faixas parabólicas duplas” como MP, P,P.M» cuja fronteira 
superior é em cada caso um arco da parábola (1) do exemplo ilus- 
trativo 3 do $ 145. A área de cada uma destas faixas duplas é 
dada pela fórmula 


u=y+ty +) 
dêste exemplo. 
Para a primeira, h= Az, y=y, y =y,y'=y. Logo, 
Área da primeira faixa dupla MP, P,PaM: = 


Á; 
FW +An +). 
Semelhantemente, área da segunda faixa = a Cn + Ly +), 


área da terceira faixa = dE q +4w + yo), 


área da última faixa = Ena + 
+ 4yaa + Un) 


Somando, obtemos a regra de Simpson (sendo n par) 


A 
(8) Area = Ty +42 + dy + ud dt) 


Como no caso da regra do trapézio, quanto maior o número de 
partes em que se divide My Ma, tanto maior 2 aproximação do resul- 
tado da área sob a curva. 


10 
Exemplo ilustrativo 1. Calcular TÁ 22 dz pela regra Simpson, tomando 
o 


10 intervalos parciais. 

d-a 10-00 
no 10 
sob a curva y = 2º. Substituindo as abscises x =0,1,2,..., 10 em y =", 

obtemos ns ordenadas y = 0,1,8, 27, ..., 1000. Logo, por (8), 


Sorução. Aqui 











Az. A área em questão está 


Área = + (0-+4+16-+108-+128-+500-+432 1372 +1024 42916 +1000) = 2500 
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19 aj 
Por integração, dz = = 2500, de modo que, neste exem- 
o *h 


plo, a regra de Simpson dá um valor exato. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar, por (8), um valor aproximado de 


z 
ÇA VI +rde 
o 





tomundo n = 4, 


Socução. O quadro dos vulores é dado no exemplo ilustrativo 2 do pará- 
grafo precedente. Temos, pois, 


05 


(2,000 + 8,124 + 4,172 + 10,864 + 3,464) X rd 4,821 4 


Compare êste resultado com o dado por (7) quando n = 10, precisamente 4,826. 
Neste caso à fórmula (8) dá uma aproximação melhor que (1') quando n = 4, 


EXERCICIOS 


Calcule, pela regra de Simpson, os valores aproximados das 
seguintes integrais, usando os valores indicados de n. Verifique os 
resultados efetuando as integrações. 


des sf vam 
“J, puta 6 "bo ) 
4 7 
õ n=+4 ent vis + 


Calcule pela regra de Simpson os valores aproximados das se- 
glintes integrais, usando os valores indicades de n, 


wide n= 6 











;n=6. 





5. Resp. 1,236. 


t dz 
es n=d. 
qe 
2 
E Vi+rdr;n=a4a, 3,239. 
0 





6 
5 per 
.f V126= ade; n 35,68. 
1 
9,49. 


.f udz 
2 Vifs 


9. V6+xdr;n= 
1 








lo, 12. 
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Calcule, pelas regras do trapézio e de Simpson, es valores apro- 
ximados das seguintes integrais. Se puder achar a integral inde- 
finida, calcule também o valor exato da integral. 


4 E 2. 
13. Vl6-xidr;n=4 18. sá eTdrn=aA 
2 0 


4 E 
14 Lavi -eidrn=4. 


To xdr 








15. Ave tida 
k 
6 (quesitos 2 O VE O + 
17. É ade no 6 22. SL VIER do no 8, 
150, — Troca de limites. Como 
Sema-s0-s0, 
e Sewe-so-sm--po-ro) 


» a 
temos / glx)dr = — / Gir) dr 
a o 


Teorema. Trocar os limites do integração é equinalente a mudar 
o sinal da integral definida. 


151. — Decomposição do intervalo de integração da inte- 
gral definida, Como 


L sea=m-10, (a <m<b) 


o 


» 
É 9 (x) de = F(b) — Sa). 


obtemos, por adição, 


ES 5 
EA otode+ f Po) de = (Db) — (a). 
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b 
Mas Í Sm) dr = 4(b) — ja); 


logo, comparando as duas últimas expressões, obtemos 


b Ea b 
(e Fá otica f emas f d(x) dr. 


Interpretando geomêt .mente este resultado, como no $ 142, 
vemos que a integral do p. neiro mem- 
bro representa a área to CEFD, a 
primeira do segundo membro, a área 
CMPD e a segunda do segundo mem- 
bro, a área MEFP. A veracidade do 
resultado é, pois, óbvia. 


Evidentemente a integral definida pode ser decomposta num 
número finito qualquer de integrais definidas. 





152. — À integral definida como função dos limites de in- 
tegração. De 


+ 
f Px) dz = j(b) — fla) 


vemos que a integral definida é uma função dos limites de inte- 


b 
gração. Assim, f & (2) dz tem precisamente o mesmo valor que 
o 


Ls (o) dr, 


Teorema. Uma integral definida é função dos limites de inte- 
gração. 


153. — Integrais impróprias. Limites infinitos. Até agora 
supuzemos que os limites de integração são finitos. Contudo, mesmo 
nos problemas mais elementares é necessário muitas vêzes remover 
esta restrição e considerar integrais com limites de integração infi* 
anitos. É possível fazê-lo em certos sos, adotando-se as seguintes 
definições. 
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Quando o limite superior é infinito, 


E » 
G(x)dr = lim j & (x) dr 
trote da 


e quando o limite inferior é infinito, 


b b 
F ddr = lim Loma, 


posto que os limites existam c sejam finitos. 


+e 


a 


ERES 


+e 
Exemplo ilustrativo 1, Achar A 
1 


Soução [Elim [Ecim [-4]- 
hd dB) adro, 


FA t 
= qm [-2+1] =1. Resp. 


Pamcolo dias *º satdr 
ixemplo ilustrativo 2. Achar 5 Brad 


fonsinaio nf PS Beda a * sado 
O ho Pri) Er4do | 
q » 
= 4 Ante tg E 
= mo tetas tesã | 
r 


» 
= 2 —|-14.E -are. y 
lim, [5a arctgsç 41d 3 “ama Resp. 


+ 





Interpretemos éste resultado geo- 
mbtricamente, O gráfico de nossa fun- 
ção é o lugar geométrico dos pontos que 
satisfazem e equação 


Be 
Esta 





Ora, 


» 

Saidz 1 
Ã oPQõ = —— D = 2 Ps 
rea OPQ PA qo = tearctgço. 
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Portanto, quando a ordenada Q move-se indefinidamente para a direita, a área 


OPQb tendo a 4027. = 270. 





Exemplo ilustrativo 3, Achar f =. 


+, 
“= lim lim (nb). 
E Z bos 


O fimite de In d quando b erese indefinidamente são é finito; logo à into- 
gral não tem sentido nêste caso. 





Souç: 





154. — Integrais impróprias. Quando y = (x) é descon- 
tínua. Consideremos agora casos em que a função a ser integrada 
seja descontínma para valores isolados da variável, dentro dos li- 
mites de integração. 


s 








Consileremos primeiro o caso de ser u função contínua para 
ção de 


todos os valores de x compreendidos entre a e b, com ex 
p= 








Sea<be € é positivo, poremos, por definição, 
b + 
(1) A G (e) de = Tia & (a) de. 
a estdare 


Semelhantomente, quando & (7) é contínua exceto pu 
definimos 


4 b 
(2) J simir= tn f &t 


pasta que os limites existam e sejam finitos. 








Exemplo ilustrativo 1, Achar f dE, 
o Na 








SoLucção. Aqui, — é infinita para z = e. Logo, por (2), 
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1 
Exemplo ilustrativo 2. Achar FÃ da, 


Soução. Aqui, k é infinita para x = 0. Logo, por (1), 


Enf -m(i-) 


Nêste enso o limite não é finito c portanto a integral não existe. 


Se c está compreendido entro ce beg(a é 
então, sendo é é € números positivos, 4 integral eu 





contínua salvo para 2 =, 
se ae b é definida por 


gcs ' 
F é (2) da = lim TA & (e) de + lim f é (2) de, 
e=0Vda ed ere 


posto que cada um dos limites exista e 


Mo Ixdz 
xo 3, Achar fe Rd 
o (2-a% 


Sortção. A função a see integmida é descontínua para x = a, isto é, para 
um vulor de z compreendido entre os limites de integração 9 c 3a. Togo, deve-se 
aplicar a definição (3) acima. Temos 





finito. 





Exemplo ifus 


























= lim [3 Via — ei 
ent 





tm [3 su -s Vareioa 





2 202 
3a? +603 =9a? Resp. 








interpretar isto geombtrica- 
mente tracemos o gráfico de 
RE. 





« nolemos-que z =a é uma assíntota. 





Área OPE o sq 
º e 

2 

=3Va-— +34? 
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Portanto, quando PE move-se para 2 direita tendendo à assintota, isto é, 





quando €> 0, a área OPE tende a 343. 


3a 2rdr = E 
Fá ia 3 VBat uva ref — 


Eh 
+e (2 — ad 








Área EQRG 





jo 


tendo à Ge? quando QE” move-se para n esquerda tendendo à assíntota, isto 
2 
é quando €-+0. Somando os resultados, obtemos 9a?. 





Za 
iz 
Exemplo ilustrativo 4. Achar o. 
p (z=a) 


SoLução. Esta função é infinita entre os limites de integração. Logo, 
por (3), 


ame 
ds lim 
2-5 "do 








Nêste caso os limites não são finitos e portanto a integral não tem sentido. 


Se desenharmos o gráfico desta função, verificaremos que « situação é análoga 
à do último exemplo, aparentemente, pois que aqui os limites não são finitos. 


Este exemplo mostra a importância de se examinar se a função é infinita 


dentro dos limites de integração, pois que se aplicássemos, sem mais, a fórmula 
de integração, obteríamos 


E Amar 


am resultado absurdo, como se vê. 
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EXERCÍCIOS 


Calcule cada uma das integrais abaixo: 














1 FAR ES Tim 7 asd 
“do o m4I17oa “dh E 
+. +e ; s 
2 de = ç nm Be / dz = v2. 
a d+ 
5 a [Ed ira 
t 1 o Vat— E 





o de 2” io E: dz a 
“do ve da MJ. meras” 


+e adz 
nf drop + 


Za atdr 


6 ac? dr=5. 12. == = 2,39 qº, 
A a a Vr—a? 





Caríruto XV 


INTEGRAÇÃO COMO PROCESSO DE SOMA 


155. — Introdução. Até agora definimos a integração como 
operação inversa da derivação. Em muitas das aplicações do cál- 
culo integral convém, porém, que a integração seja definida como um 
processo de soma. Este foi, aliás, o modo primeiro de se conceber 
à integração, pois que o cálculo integral originou-se da necessidade 
do so euleular áreas e isto era feito imaginando a superfície cuja área 
devia ser enleulada como reunião de um número muito grande de 
áreas muito pequenas, chamadas elementos de área, as quais somadas 
dariam a área pedida. 

Histôricamente, o sinal de integração é meramente um S alon- 
gado e a letra S é a primeira da palavra “soma”, 

A definição que daremos no próximo parágrafo é de fundamental 
importância e é essencial que o leitor se fumiliarize com ela afim 
de que possa aplicar o cíleulo integral aos problemas da prática. 


156. — Teorema fundamental do cálculo integral. Se q (x) 
é a derivada de J (x), então, como se 
viu no $ 142, a integral definida 


b 
a) PÁ dv) dz =4(b) — 3 (a) 


fornece a área limitada pela curva 
y=6(r), o eixo dos zr e as retas 
s=q,1=b. 





Pois bem, procedamos como se- 
gue. Dividamos o intervalo (a, b] num número n qualquer de inter- 
valos iguais, pelos pontos de divisão levantemos perpendiculares a 
OX e pelos pontos de encontro destas com a curva, perpendiculares 
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a OY, como na figura. É claro que a soma das áreas destes n re- 
tângulos (área sombreada da figura) é um valor aproximado da área 
sob a curva. É claro também que o limite da soma das áreas destes 
retângulos quando o número x cresce indefinidamente é igual à área 
sob a curva. 


Façamos agora a construção mais geral seguinte. Dividamos o 
intervalo em n subintervalos, não necessáriamente iguais, e pelos 
pontos de divisão levantemos perpendiculares a OX. Escolhamos 
em cada subintervalo e de modo qualquer um ponto e pelos pontos 
que assim foram escolhidos levantemos também perpendiculares a 
0X. Dos pontos onde estas encontram a curva, tracemos perpen- 
diculares a OF. Vamos obter retângulos, como mostra a figura. A 
soma das áreas destes (área sombre- 
ada da figura) é aproximadamente 
igual à área sob a curva c O limite 
desta soma quando n exesce indefini- 
damente de modo a que «: subin- 
tervalo tenda a zero, é precisamente 
a áreu sob a curva. 











Estas consilerações mostram que à integral definida (1) é o li- 
mite de uma soma. Formulemos, pois, êste resultado, 





(a) Indiquemos os comprimentos dos sucessivos intervalos por 





Ar, Az, Am, ..., dz, 


(b) Indiquemos as abscissas dos pontos escolhidos nos subin- 


tervalos por 
Et Do Ty c..y La 


Iintão as ordenadas dos pontos da 
curva correspondentes a estas abscis- 





sas são 


Gr), Alm), Gra), oo Hr). 





(co) As áreas dos sucessivos tetângulos são 


d(r) Ars, Axo) Aro, Alm) Aro o, Arm) Ara 
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(d) A área sob a curva é, pois, igual à 


lim [ó(x,) Az + ó(za) Axe + dlzs) Am, + 2. + dra) Az). 


n— 


+ 
Mas, por (1), a área sob a curva é TÁ Pd. 
a 


Logo, pelo que se viu acima, 
b N 
(4) f ola) dr = lim [ó(z1) Ar + ólre) Des Po... + dl) Ato). 


Esta igualdade foi obtida fazendo uso da noção de área e com a 
ajuda da intuição. Ela estabelece um resultado fundamental da 
andlise matemática, precisamente o teorema seguinte: 


TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO INTEGRAL 


Seje &(x) uma função contínua no intervalo [a, db]. Dividamos 
êste em n subintervalos e sejam Azi, Aza, ..., Azn 08 comprimentos 
dêstes., Em cada um dos subintervales escolhamos um ponto e 
sejam Z1, 7», ..., Yn às abscissas dos pontos escolhidos. O limite 
da soma 


() dm) de + dir) dei +. + am) Am, — E o(e) des 


quando tende ao infinito de tal modo que cada subintervalo tenda 
a zero, é igual ao valor da integral definida 


Loca 


A igualdade (4) pode ser abreviada como segue: 


b n 
(3) f órdr = lim E ó(r) Az 
a me fal 
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À importância dêste teorema está em que táia integral definida 
é q limite de uma soma do tipo (2) c todo limite de uma soma déste 
tipo pode ser calculado por uma integral. 





Note-se que cada têrmo da soma (2) é uma expressão diferencial, 
Cada um dêles chama-se um elemento da grandeza que se quer cal- 
cular, 


A regra abaixo é átil na aplicação do teorema fundamental aos 
problemas práticos. 


TEORIA FUNDAMENTAL. REGRA 


Prrmemo Passo. Divida a grandeza que quer caleular em partes 
tais que o resultado desejado possa ser ubtido tomando-se 0 limite de 
uma soma de tais portes. 


Seguxpo Passo. Ache expressões para as grandezas das partes 
de modo a que a soma delas seja do tipo (2). 


Tercemo Passo. Tendo escolhido convenientemente os limites 
v=09ecr=h, aplique o teorema fundamental 


E » 
lin X x) Ar= E Ala) dr 


n5e f=l 


e integre. 


157. — Demonstração analítica do teorema fundamental. 
Dividamos, como no parágrafo precedente, o intervalo [a, db] num 
uúmero qualquer n de subintervalos, 
não necessiriamente iguais, e indi 
quemos as abscissas dos pontos de di- 





visão por by, da, ..., bra € OS com- 
primentos dos subintervalos por Ar, 
Ata ..., Az, Em cada um dos 


subintervalos escolhamos um ponto 
dos que são determinados pelo teore- 
ma do valor médio ($ 116) quando aplicado a $ (x) tal que f(x) = 
= 4 (x) e, sendo x, x'a ..., Z'n esses pontos, levantemos por eles 
perpendiculares a 0X. Pelos pontos de encontro destas perpen- 
diculares com a curva tracemos perpendiculares a0 eixo-OY. Obte- 
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mos assim retângulos cujas áreas devemos somar. Para isto, pro- 
cedemos como segue: aplicamos (B) do $ 116 à função j (x) no pr- 
meiro subintervalo (a, bj). Notando que f(x) = & (1), que a4 
está nesse intervalo e que b; — a = Az,, temos 


Sb) — Sta) = 6 (11) Ars. 


Semelhantemente, obtemos, aplicando (B) do $ 116 aos demais 
subintervalos: 


ÍCba) — f (by) = d(r's) ds, para o segundo intervalo, 


Sb) — (by) = & (2'9) Ars, para 0 terceiro intervulo, 


PF) — $ (bn) = Alva) Ara, para o n-egósimo intervalo, 
Somando membro a membro: 
OD IO) — (0 = 660) dr + Hurt) Ata do. + Alt!) Ata 
Mas, 
lr"). Ar, = área do primeiro retângulo, 
(x). Ar, = árcã do segundo retângulo, ete. 
Logo, a soma no segundo membro de (1) é igual à soma das áreas 


dos retângulos. Mas, por (1), $ 156, o primeiro membro de (1) é 
igual à área sob à curva y = &(z). Logo, a soma 


E) Decro as 


é igual à área sob a curva. 


A son 


(3) PIRAco) àr; (onde x; é uma abscissa 


qualquer do subintervalo Ax;) 
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(construída como no último $) não dá, necessiriamente, a área, 
como vimos. Mostremos, contudo, que quando n tende ao infi- 
nito de modo que cada subintervalo tenda a zero, a diferença entre 
(2) e (3) tende a zero. Realmenie, a diferença Ó(r') — d(x;) é, 
em valor absoluto, menor ou igual à diferença entre a máxima e a 
mínima ordenadas da curva em Ar; Além disso, é sempre pos- 
sivel* tornar estas diferenças, em valor absoluto, menores que qual- 
quer número positivo € prefixado, escolhendo n de tal forma grande 
que cada subintervalo tenha um comprimento suficientemente pe- 
queno. Para uma tal escolha de n, a diferença entre as somas (2) 
e (3) será, pois, em valor absoluto, menor que € (b — a), isto é, 
menor que um número qualquer prefixado, ainda que muito pe- 
queno. A diferença tende, portanto, a zero quando n tende no 
infinito de modo que cada subintervalo tenda a zero. Mas a soma 


» 
(2) é igual a Ê & (x) dz; logo, 


RO de = lim E oz) Azi 
a ne dat 


sendo os Az; os comprimentos dos subintervalos em que foi divi- 
dido (a, b] e x; pontos arbitrariamente escolhidos em cada um dêsses 
subintervalos. 


158. — Áreas das curvas planas; coordenadas retangulares. 
Como já foi visto, a área compreendida entre a curva y = Q(2), 
o eixo dos zz o ns retas z=a e 1=b, Ê 
é dada pela fórmula 


b 
(B) Ame f ydz, 





sendo y = & (2), 


A igualdade (B) pode ser memorizada facilmente observando-se 
«que um elemento de área é um retângulo (como CR) de base dr e 
altura y. A área que se quer ABQP é o limite das somas das áreas 
de tais retângulos compreendidos entre os segmentos AP e BQ. 


* Gomo se mostra era livros de ofloulo mais adiantados. 
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: Apliquemos agora o teorema fundamental (5 156) ao cálculo 
da área limitada pela curva x = &y) (AB na figura), o eixo dos 


Yy e as retas horizontais y=c ie nos 


v=d. 


Primemmo Passo. Construamos 
os n retângulos como na figure. A 
área pedida é o limite da soma das 
áreas destes retângulos quando n 
cresce indefinidamente de modo tal 
que o comprimento de cada interva- 
lo tenda a zero. 








SecunDo Passo. Indiquemos as alturas por Ag, Ay, eto. 
Tomemos um ponto em cada subintervalo, por exemplo, a extremi- 
dade superior, e indiquemos os pontos assim obtidos POr 1, Ya, etc. 
As bases são, então, P(y), G(y:), ete., e a soma das áreas dos re- 
tângulos é, pois, 


SC) Agr E yo) Age + o + Aly) Am = E 0) Am 


Terceiro Passo. Apliquemos o teorema fundamental, temos 


” 'd 
Jim Eoosn= f ó(y) dy. 


Logo, a área compreendida entre uma curva, o eixo dos vy e as hori 
zontais y=c e y=d é dada pela fór- 
mula 


d 
(o) Area = vdy, 


onde x deve ser substituído pela ex- 
Pressão, em termos de y, que provém 
da equação da curva. A fórmula (o 
pode ser memorizada pela observação de que els, representa o li. 
mite da soma dos retângulos horizontais internos à área pedida, 
sendo 3 e dy. respectivamente, a base e a altura de um retângulo 
genérico. . Um ial retângulo é um elemento da área. 











8 158 ÁREAS DAS CURVAS 323 


Significado do sinal negativo antes de uma área. Na fór- 
mula (B), a é menor que b. Como o segundo membro é o limite da 
soma de n termos que resultam de 3;Ãz; fazendo i = 1,2,3,...,n, 
então, se y é negativo, cada termo da soma é negativo e por conse- 
quente (B) dará uma área precedida do sinal negativo. Isto significa 
que a figura está abaixo do eixo dos zz. 


Exemplo ilustrativo 1. Achar área de 
uma arco da senóide y = sen z. 


Souução. Pondo y = O e achando 2, temos 


2=0, 7, 2m, ete. 





Substituindo em (B), 


b ” 
Área oss- / vise fo sengdr=2 
a o 


+ 2m 
“Vemos também Área BCD -/ vdr -/ senzdy = —2. 
a x 


Exemplo ilustrativo 2. Achar'a área limitada 
pela parábola semi-cúbica ay? = 2º, o eixo dos 
yyeasretasy=0ey=2a. 


Sorução. Pela (C) acima e a figura, o ele- 


12 
mento de área zdy é iguala 0? y?dy, tendo-se ti 
rado o valor de x da equação da curva. Logo 





1 2 
Ares BMNC -“f a? yê dy 


=Sat(V32- 1) -1,30402. Resp. 


Note que o? = área OLMB. 


Na área dada por (B) uma fronteira é o eixo dos zr. Em (C) 
uma fronteira é o eixo dos yy. Consideraremos agora a área limi- 
tada por duas curvas. 


Exemplo ilustrativo 3. Achar a área limitada pela parábola / =2z ea 
«reta 2 — y = 4. x 
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Sorução. As curvas cortam-se em A (2, — 2)e B(8,4). Dividamos a área 
em faixas horizontais por um sistema de paralelas equidistantes traçadas da pará- 
bola AOB à reta AB. Seja dy 
a distância entre duas paralelas 
consecutivas e consideremos a fai- 
xa da figura cujo lado superior 
tem (x 1), (zm 4) por extromida- 
des, Destas tracemos perpendi- 
culares o lado inferior; obtemos 
um retêngulo cuja área é 





(1) dá =(m—m) dy. (»>2) 





Este é o elemento de área, pois a 
área pedida é, abviamente, o li- 


r 
mite da soma de tsis retângulos. Pelo teorema fundamental, 


a 
(2) Área = PÁ (x2— m) dy, 


ode x; € 72 são funções de y determinadas pelas equações das curvas fronteiras, 
Logo, neste exemplo, de z — y = 4 achamos x = x; = 4 +; de yº = 2x acha- 
mos « = 2 = 44. Temos, pois, por (1), 


(3) dA =(44+u— dy) dy. 


Esta fórmula serve para cada um dos retângulos que se podem obter como o 
acima considerado. Como os limites são c = — 2 (em 4) e d = 4 (em B), temos 


À 
Ares = f aty-lwydy= 18. 
- 


Neste exemplo à área pode também ser dividida em faixas por paralelas a 
OY. Supondo que estas sejam equidistantes e que Az seja a distância entre 
duas consecutivas, podemos pro- 
ceder como acima, notundo, po- 
rém, que enquanto o extremo su- 
perior de cada lado está sôbre o 
urco OB, o inferior está sôbre 04 
quando o lado não está a direita de 
A é está sobre a reta quando o 
lado não está a esquerda de 4. 


o) 
Se (x, 2) é o extremo supe NÁ 
rior e (x, 1) 0 inferior, o retângulo d 
de área igual a 


B(8,4) 






(rega 


pr 
(4) da =: (yo y) de (ye>m) 
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é o elemento de área. Em fuce do que se disse acima, não é possível, neste 
exemplo, achar, por (4), uma única fórmula que represente a área de cada um dos 
retângulos, pois para ye = 2z temos y = — N2z ou qi =2— 4, segundo 6 
vértice inferior do retângulo esteja sôbre a parábola ou sobre a reta AB. Logo, 
de (3) temos duas formas para dd € portanto são necessárias duas integrações. 





Deve-se, pois, num problema qualquer, construir as fuixas de modo que uma 
única fórmula seja bastunte para exprimir o elemento de área. A fórmula (4) 
é usada quando as faixas são construídas pelo traçado de paralelas ao eixo dos yy. 





No teorema fundamental algumas ou todas as parcelas Q(r;) Ar; 
podem ser negativas c portanto o limite da soma delas (a integral 
definida) pode ser nula ou negativa. Por exemplo, se qr) = 
=senv, a=0,b=27,,a integral definida (3), 8 156, é nula, A 
interpretação dêste resultado pelas áreas é imediata pelo exemplo 
ilustrativo 1 acima, 








PROBLEMAS 





1. Achar a área limitada pela hipérbole xy = a?, o eixo dos 
ereasretasc=acr=2a, Resp. q'ln2. 


2. Achar área limitada pela curva y = In x, o eixo dos zx 
eatreta x = 0. Resp. 14,026, 


3. Achar a úrea limitada pela curva y = te, 0 eixo dos zz 
careta y=ds. Resp. 164,8. 


Achar à área limitada pela parábola + 47= Va 
xos coordenados. Resp. a? 





5. Achar a aréa encerrada pela hipocielóido 1% + 43 





Resp. 3 ma. 


Achar a área limitada pelas curvas abuixo. Desenhe a figura 
em cada caso, mostrando o elemento de área. 


6 w=6z r!=6y. Resp. 122 10. y=2%, r4yº=42. 





=4x, 22=6 7. Sa y=62-2º, y=r. 
8 p=dz, Z2u—y=4. - 9. 12. y=1-32x, y=t. 


» o y=4 1, y=4 42 10.2 13. 





4a, nr 1242y— 1? 
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14. Achar a área limitada pela parábola y = 6+ dr — sie a 





corda que liga os pontos (— 2, — 6) e (4, 6). Resp. 36. 
15. Achar a área limitada pela parábola semi-cúbica p=ate 
2 corda que liga os pontos (—1, 1) e (8, 4). Resp. 2,7. 


16. Achar a área limitada pela hipérbole equilátera rº-yi=a?, 
9 eixo dos xx e, ima reta traçada da origem ao ponto (x,%) da curva. 


2 
. . Resp. Em(2+r), 


2 
17. Achar a área limitada pela curva y = « + v2) eareta 
g=4, Resp. ue, 


18. Achar a área limitada pela curva x?y = 4? — 1 e as retas 
v=l,z=legr= Resp. & 

19. Achar a área limitada pela curva y=2"'—92º+24 2—7, 
o eixo dos yy e & reta y = 29. Resp. 108. 

Pelo ponto (1,1) traçam-se paralelas aos eixos coordenados, 
obtendo-se, assim, um quadrado. Achar a razão entre à maior e a 
menor das áreas em que êle é dividido por cada uma das seguintes 
curvas: - 








20. y=2", Resp. 2. 26. 

2 y=a, EE 

22. y=at 4 27. y= aum, 

25 tea? Ea 

2. VitvVy=1. 5 28. y= T. 
2 4 = Erro 

25. put mi nda, 22. vttyl =, 


Para cada uma das curvas abaixo achar a área sob o arco que 
vai desde a interseção com OY até a primeira das interseções com 
0X, à direita da origem. 

z 


30. t+htyty=2 Resp. lã. 34. v=e? cos2z. 


z 
51 y=2t-Se4+157 154 35. y=4e icosi aa. 
3% y=esenz. 1207. 36. y=sen(r+41). 


é p=(icar 





“ vetores. 
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159. — Áreas das curvas planas; coordenadas polares. 
Quer-se achar a área iimitada por uma curva e dois de seus raios 


Seja 
p=3(0) 


a equação da curva e OP, e OD os dois 
raios vetores. Sejam a e 8 os ângulos 
que os raios vetores formam com o 
eixo polar. Apliquemos o teorema fun- 
damental, 8 156. 





Prrmerro Passo. A área é o limite da soma de setores circu- 
lares como os da figura. 


SecunDo Passo. Se Af,, Ada, ete., são os ângulos cêntricos dos 


sucessivos setores e pi, P3, etc., os raios, a soma das áreas dos se- 
tores é 


n 
30248 Hp? AB +... + 1 pr! Aba = D Ep AO, 
é 
pois a área de um setor circular é igual ao produto da metade do 
raio pelo arco e o arco é o produto do raio pelo ângulo do setor. 
- Tercemo Passo. Aplicando o teorema fundamental. 


E 3 
Him Etorao= f 30! do. 


me i=1 


Portanto a área descrita pelo raio vetor da curva ao mover-se da 
posição OP; para & posição OD é dadá pela fórmula 


(D) Área = 1 JÁ 


onde p, expresso em têrmos de 8, provém da equação da curva. 


O elemento de área para (D) é um setor circular com raio p € 
ângulo.cêntrico dê, portanto um setor de área 3 pº df. 


B 





pido, 
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Exemplo ilustrativo. Achar a área encerrada peln lemniscata p? = a? cos 20 

Sorrção. Como a figura é simétrica si- 
multâncamente em relação a OX e OF, a áreu 
pedida é quatro vezes a área de OAB. 


Como p = O quando 8 = E vemos que 


; ” E 
se O vuria de O & 79 raio vetor OP descre- 





ve 4 área O4B. Logo, substituindo em (D), 


8 
f pare f 
a 


isto 6, a área de umbos os laços é igual à área de um quadrado construído sobre 
04 como Indo. 





área = 4 X área 04B = 





PROBLEMAS 


1. Achar a área limitada pelo círeulo p = a cos e as linhas 
8=00c0=60º. Resp. 0,37 a? 


2. Achar a área encerrada pela curva p=a sen 26. Resp. ma? 


Caleular a área encerrada por cada uma das seguintes curvas, 





sen20, Resp. 4. lo. p=3+cos30. 











4º p=acos30. dra. 1. p=acosô+bsmo. 
5 p=a(l-cos6). Sra? 

6. — cosB. êm. 12 p=2 cost É, 

» p= Em. 5. p=asennô. 

8 p=5+c0s28. Er. 14. p=cos36-— cos), 
9%» p=2+sn30. é. 15. s38-—2 cosd. 





16. Achar a área limitada pela parábola p (1 + cos6) = a e as 
linhasô = 0 e 8 = 120º. Resp. 0,866. 


17. Achar a área limitada pela hipérbole p'cos20 = a? e as 
linhas 0 =0e0=30º. Resp. 0,38 0º. 
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18. Prove que à área gerada pelo raio vetor da espiral p = 
é igual a um quarto da área do quadrado construído sobre o raio 


vetor. 





20. Mostre que à área limitada por dois raios vetores da es- 
pival hiperbólica p9 = a é proporcional à diferença entre os compri- 
mentos desses raios. 





ab? 
a? sen? 6 + bicos? 0 
Resp. x ab, 


21. Ache a árca da eclipse p? = 


22. Ache a área encerrada pela curva p = a (sen 28 + c0520). 
Resp. me, 


23. Ache a área abaixo de OX encerrada pela curva p= « sen” a 


Resp. A(O + 2743) 





24, Ache à área limitada por pº = ai sen 48. Resp. u?, 





e à área limitada pelas seguintes curvas e retas 


2. p=tg0:0=0,0=im. 

26 p=8,0=Ir,0=37. 

2. p=sco+tg0;0=0,0=Ii7. 
0=53 


28. p=asenf+beos8;8=0, m. 


Calcule à área da parte comum às partes encerradas por cada 
um dos seguintes pares de curvas. 


29. p=3c0s0,p=1+cos8. Resp. 


30. p=1l+cos9,p=1. 
31. p=1-cos8,p=senô. 
52 2c0s28, p= 1. 





53. p'=ecos26,p'=sen26. 


eo —.— “= = = FE ETO=E = 
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34 p= Vôcos6,p'=9cos28. Resp. Hr +9-33. 

35. p=V2senô, p' = cos20. dr +3-3VD. 

36 p="V2cos6, p= 3sen20. 

87. Ache a área interna so círculo 3p = 43 cos6 e ao 
laço da curva p= cos20 de 8 = — Gad= ç 

38. 30=V6senZ0, p' = cos26. 


59. Ache a área do laço interior da trissetriz p=a(l—-2 cos 6) 
Para figura, ver limaçon, Capítulo XXVI. Resp. a? (27-3/3). 


160. — Volumes dos sólidos de revolução. Seja V o volume 
do sólido gerado pela revolução, em tôrno de 0X, da superíícic plana 
ABCD e seja 


v=i(a) 
a equação da curva plana DC. 


Primerro Passo. Dividamos o 
segmento AB em n partes de com- 
primentos Azi, At», ..., Az, e 

tracemos um plano perpendicular 
a OX por cada um dos pontos de 
divisão. Estes planos decompõem 
o sólido em n faixas circulares. 
Construamos retângulos de bases 
Am, Ata, ...., Az, intemos a 
ABCD, como mostra a figura. 
Quando ABCD gira em torno de 
0X, estes retângulos geram cilin- 
dros de revolução, havendo, pois, um cilindro dentro de cada faixa 
circular. (Na figura é n = 4 é são desenhados dois cilindros). O li- 
mite da soma dos volumes déstes n cilindros quando n tende ao 
infinito de modo que cada subintervalo tenda a zero é o volume 
pedido. 





Secunpo Passo. Sejam q, y», .. -» Ya 25 ordenadas dos pontos 
da curva DC correspondentes às abscissas dos pontos de divisão do 
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intervalo 4B. Então o volume do cilindro gerado pelo retângulo 
AEFD é my? Ààx, e à soma dos volumes dos cilindros é 


Tue Ac A Ty Sr +... + ry Am = Dye xs 
& 


Tercetro Passo. Aplicando o teorema fundamental (usando 
os limites 04 = a, OB = 6), 


n b 
lim > qu de; = / my dx. 
a 


no fel 


Logo, o volume do sólido gerado pela revolução, em torno de 
OX, da área limitada pela curva, oeixodoszz e as retas 2=a e 
x = b é dado pela fórmula 


+ s 
() V= SA de, 
Ê 


onde o valor de y, em têrmos de x, provém da equação da curva dada, 


Esta fórmula pode ser fâcilmente memorizada se considerarmos 
uma faixa circular de espessura muito pequena como, aproximada- 
mente, um cilindro de altura dz e cuja base tem área igual a my? 
e por conseguinte um cilindro de volume wyº dz. Este cilindro é 
o elemento de volume, 2 


Semelhantemente, obtemos, quando OY é o eixo de revolução, 


a fórmula 
b 
JA x dy, 
. 


onde o valor de x, em termos de ;, provém da equação da curva 
dada. - 


) h= 
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Exemplo ilustrativo 1. Achar e volume gerado pela revolução, em torno 


rés E 
te 0X, da elipse E + 7 = 1 
Sorução. Como 4º = a (t-2) 


e o volume pedido é duas vezes o volume 
gerado por OAB, abtemos, substituindo 
em (E). 


Va Ae e DE 
=r Widz=m —a(ot— da 
2 po 9a 
E 








3 


“Vo = LEU 


4 ma! H 
Quando b = a, temos Vs = “TE .. volume do uma esfera, esto particular 


do elipsóide. Quando a elipse gira em torno do eixo maior, o sólido que gera 
diz-se olipsóide alongado; quando em tômo do cixo menor, elipsóido achatado, 


Exemplo ilustrativo 2. A área limitada pela parábola semi-cúbica 


(1) ap =, 


oeixo dosyyea reta AB (y =) girnem tomode AB. Yj 
Achar o volume do sólido de revolução gerado. 


Soução. A área que gira é OPAB da figura. 
Dividamos o segmento AB em n partes iguais é ecja 
4z a comprimento de cada uma delas. Na figura 
NM é uma dessas partes. O retângulo NMPQ gera 7 
um cilindro, cujo volume é um elemento do volume 
que desejamos. Logo Ptz,y) 





Afa,a) 


Elemento de volume = qr?) 
pois r=PM =RM — RP 
e h=NM = Az. 


Pelo teorema fundamental temos, pois, 


t(a-— y? Agr, 
q—y 





. a a 
£2) Volume do sólido = V = -f (a —gtdz = -f (0? —- 2ay + y)dz, 
o o 


visto serem x = 0 6 2= AB = os limites. Substituindo y pelo valor dado 
por (1), obtemos V = 0,4570%. Resp. 
Confronte o resultado com o volume do cone de revolução de altura AB (=9) 


e cuja base tem raio OB (-- 0). Volume do cone = | 9º, 
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Se a curva CD da figura da página 330 é dada por equações 
paramétricas 


4 


0, v=6(D, 





põe-se em (1), y=6(D, de= (Ddiese 
t=t quando z=a,t= tquandoz=éb, 


então os limites de integração são ty e to. 


Volume de um sólido oco de revolução. Quando uma área 
plana gira em torno de um eixo que não a corta, obtém-se um sólido 
de revolução oco. Consideremos o só- Y A 
lito obtido pela revolução, em torno de 
0X, da área ACBDA da figura. Cor- 
temos o sólido por um sistema de planos 
ão e 





perpendiculares ao eixo de revolu 
equidistantes. Seja Az a distância entre 
dois planos consecutivos. O sólido fica 
decomposto em faix: 5, cada uma com espessura Az. 
Se um dos planos passa por M, à faixa cireular com uma base neste 
plano é aproximadamente um cilindro cireular deco cujos raios in- 
torno e externo são respectivamente MPi(=y)e MPa(= gy). 
A alta dête é Az; logo, o seu volume é 7 (gy? — y 1?) Ar. Ta- 
vendo n cilindros como este, o limite da soma dos volumes desses 
cilindros, quando n tende ao infinito de modo que cada uma das 
alturas tenda a zeto, é o volume do sólido de revolução. Conse- 





circulares oc: 








quentemente 





b 
-/ (gp? — yr?) dr. Ge >) 


O elemento de volume em (3) é um cilindro circular oco com raio 
interior 74, raio exterior 7: e altura dz. Os raios yy e y: são funções 
de x (=0M) que se obtém das equações das curvas (ou, equação 
da curva) limitando a área a ser girada. 

Exemplo ilustrativo 3. Achar o volume do anel sólido (ou toro) obtido 


pela revolução de um círculo de raio a em tôrno de um eixo exterior situado no 
plano do círculo e distunte de b unidades do centro do cfreulo ( > a). 


SoLução. Seja 
Pty mat 
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2 equação do círculo é seja OX o eixo de revolução. Achando 4, ternos 
n=btVP-E peb- VEDA 
- Very)-n)Ar=sadva RA. 


a i 
Por (3), Ve =4mb ÇA Va tde=2rap. Resp. 
-s 


Se a área ACBD da figura gira em tôrno do eixo dos yy, tem-se 


b 
(g h=27/ (u-ujrde 


como fâcilmente pode ser verificado. 

Em (4), 2=0M, y=MP, p=MP,. o 
O elemento de volume dV é um para- 
lelepípedo de dimensões W—yy tre dr. 





O exemplo ilustrativo 3 pode ser resolvido pela fórmula (4. 


PROBLEMAS 


1. Achar o volume da esfera gerada pela revolução do círculo 
2º+yº = rº em tórno de um diâmetro. Resp. Sr E 


2. Achar por integração o volume do sólido gerado pela revo- 
lução, em torno de Ox, da área limitada pelas linhas v=6-2, 
y=0,12=0e7=4 Verificar geomêtricamente. 

3 Achar o volume do parabolóide de revolução cuja superfície 


é gerada pelo arco da parábola y=2pz, que vai da origem até 
(21 1), girando em torno do seu eixo. 


Resp. tpm=ryz, isto é, metade do volume do 
cilindro circunscrito. 


4. Achar o volume do sólido obtido quando o árco do pro- 
blema anterior gira em tómno de or. 
Resp. axar yv isto é, um quinto do volume do cilindro 
de altura 3, e raio de base EAR 


Achar o volume gerado pela revolução, em torno de OX, das 
áreas limitadas pelos seguintes lugares geométricos. 





$ 160 


20. 


VOLUMES DOS SÓLIDOS DE REVOLUÇÃO 


v=2,y=0,7=2. 


af=",y=0,2=a. 


A parábola Vz + Vg= Va, 2=0, y=0. 


2 1 1 
A hipociclóide 23 + pt = ca. 


Um arco de y = sent. 

Um arco de y = cos2r. 
v=e2,y=0,7r=0,7=5. 
9x2 + 167º = 144, 
y=2",y=0,2=1. 


(ti +4a)y=8a,y=0. 


(gs 


WQa-ag=2,y=0,2=a. 


v=2-— 6r,y=0. 


WP=0-2,y=0,2=0,27=1. 
A+) =1,9=0,2=0,2=« 


(e-Dy=2,4=0,2=2,7=5 


335 


ai am aê 
E Iê 
ER 


Eis 
q 
& 


nº. 


eo ap topa 


am(l-es, 
487. 

Im(e 1). 
dm'a!, 
Brad? 


0,2115 ma?, 


Achar o volume gerado pela revolução, em torno de OY, das 


áreas limitadas pelos seguintes lugares geométricos. 


21, 
22. 


23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 


g=2,4=0,2=2. Resp. 


2 =x), y=0,7=2 
yv=€,y=0,7=0. 
92º + 169º = 144. 


(+ (1) 


=9-2z,7=0. 





2 =16-g,4=0. 


yW=az,y=0,2=a. 
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29. A equação da curva O4 da figura é yº Achar o 


volume o pela revolução da área 





(a) O4B em tomo de 0X. Resp. 647. 





(b) 04B em torno de AB. a. 
(e) 04B em torno de CA. ma 

(d) 04B em torno de OY. Hg, 
(e) 04U em torno de OY. Em. 
(1) 04C€ em torno de CA. q. 
(g) 040 em torno de 4B. Go, 
(h) 04C em torno de 0X. 1927. 






orado pela revo- 
* em torno do 


50. Achar o volume do esferóide achatado 
lução da área limitada pela elipse biz? + a! = 
eixo dos yy. 

Resp. êm 





51. Corta-se de uma esfera de raio r um segmento de uma base 
sura h. Mostre por integração que o volume desse sólido 
3r— h) 


3 





Achar o volume gerado pela revolução, em torno de cala uma 
das seguintes retas, da área que a reta corta da curva correspondente, 


16 












532 y=3y=4r—4? Resp. qm. 

35. r=4 poa! Sem. 
5& g=-4y=4+62-222 Em. 
5. y=ay=z, STM 
56. y=T4=30— 42, TN 
0537 4y=42+33;y=9— 2º, Ervi 
38 2fu=5VI+Vy=1 Brvê 


39. zty=7;2=6. 
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40. Achar o volume gerado pela revolução, em tomo de 0X, 
de um arco da ciclóide 


Ê 
z= raro vers — V2ry—y 


vdy 


Sugestão: Ponha dz = 
v2m— 


e limites y = 0, y = 2r em (E), $ 160 
Resp. bar 





41. Ache o volume gerado pela revolução, em torno de 0X, 


2 


da porção da catenária y = z (+ e 3, que se projeta sobre 0X 


no segmento (0,b). 
Res o (+ - 5) E med 
p. ge e z 
42. Achar o volume do sólido gerado pela revolução de cissóide 
as 
ra a 
E 2a—z 








em torno da assíntota x = 2a. Resp. 27'a', 
43. Dado o coeficiente angular da tangente à tratória a = 


3, achar o volume do sólido gerado pela revolução 





da curva em torno de 0X. 
Resp. % ma. 


44. Mostre que o volume de uma tampa cônica, cortada do 
sólido gerado pela revolução da hipérbole x? — y? = a? em torno 
de OX, é igual ao volume de uma esfera de raio a, se a altura da 
tampa é igual à a. 

45. Usando as equações paramétricas da hipocielóide 

z = acosg, 
y = asentô, 
achar o volume do sólido que ela gera quando gira em torno de 0X. 


2 
Resp. de Ta 


46. Ache o volume gerado pela revolução em torno de OX 
de um arco da ciclóide 


Rê a(ô — sen 8), 


y=a(l—cosb). Resp. Srta. 
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Mostre que se o arco gira em torno de OY, então o volume do 
sólido gerado é 67º 3. 


47. Achar o volume gerado pela revolução, em torno de 0X, 
da área limitada pela curva y = sect mx, o eixo dos «x e as retas 
q= +. Resp. 4. 

48. A área sob a curva y=eseng dez=0a2=7 gira 
em tôrno de OX. Achar o volume do sólido gerado. 


49. Dada a curva w=/?, y=4t—t?, achar (a) a área do laço 
e (b) o volume gerado por esta área quando gira cm tômno de 0X. 


Resp. (a) e (8) 67,02. 


50. Faça girar a área limitada pelas parábolas y'=42 e y'= 
=5-—z em tôrno de cada eixo e calcule os respectivos volumes. 
Resp. OX: 107; OY: a. 


51. Faça girar em torno do eixo polar a parte da cardióide 
p=4+4cosf compreendida entre as linhas 0=0 e 0 = z e 
calcule o volume. . Resp. 1607. 


161. — Comprimento de uma curva. Por comprimento de 
um segmento de reta entendemos o número de vezes que o segmento 
contém outro tomado como unidade. Medir um segmento é achar 
o seu comprimento, como faz o carpinteiro quando, querendo achar 
o comprimento de uma tábua, aplica sobre ela ums régua milime- 
trada. Como é impossível aplicar sobre uma curva um segmento 

de reta, nós não a podemos medir do 

bs “ mesmo modo que um segmento de reta. 

D Procedemos, então, como segue: divi- 

dimos a curva (como AB) num número 

c de partes, arbitrâriamente escolhidas, por 

pontos (como €, D, E) e ligamos os pon- 

A tos consecutivos por segmentos de reta 
(como AC, CD, DE, EB). 

O comprimento da curva é definido como o limite da soma dos com- 
primentos dos segmentos de reta, quando o número de pontos de divisão 
tende ao infinito de modo tal que o comprimento de cada segmento 
tenda a zero. 
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Coro este limite é também a medida do comprimento de algum 
segmento de reta, a procura do comprimento de um arco de curva 
é tambéra chamada de “retificação do arco”. 


O estudante já teve ocasião de ver esta definição quando estudou 
geometria elementar. Realmente, o comprimento de uma circun- 
ferência, como deve lembrar o estudante, é o limite do perímetro 
de um polígono regular inscrito (ou circunscrito) quando o número 
de lados do polígono cresce indefinidamente. 


No parágrafo seguinte damos o modo de achar o comprimento 


de uma curva plana, baseado na definição acima. O estudante 
deve notar cuidadosamente como vamos proceder. 


162. — Comprimentos das curvas planas; coordenadas re- 
tangulares. Vamos exprimir analiticamente a definição do último 
parágrafo, fazendo uso do teorema funda- 
mental, 


Dada a curva 
v=i(2) 


e os pontos P'(a, c), Q (b, d) sôbre ela, 
achar o comprimento do arco P'Q. a 





Primeiro Passo. Tomemos um número n qualquer de pontos 
sôbre a curva compreendidos entre P' e.Q-e tracemos as cordas li- 
gando os pontos consecutivos, como na figura. O comprimento 
do arco P'Q é o limite da soma dos comprimentos de tais. cordas. 


SeaunDo Passo. Consideremos uma qualquer das cordas, por 
exemplo P' P”, e sejam 


P(r,y) e Pq + Ar, y + Ay) 


as coordenadas de P' e P” respectivamente. 
Então, como no $ 95, 


Pr = BAT 





ou pre [1 (à 





(Dividindo dentro do radical por (Az e multiplicando por 427. 
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Mas, pelo teorema do valor médio ($ 116) (pondo Ay' = 10) — 
—J(a)e Ax' =b — a), temos 
Au 
ft), W<n<r+ 4) 


sendo x, a abscissa de um ponto P, sobre a curva compreendido 
entre P' e P” no qual a tangente é paralela à corda. 


Substituindo,  PP'=L+HI(rlar= 
= comprimento da primeira corda. 


Semelhantemente, 2” P” = [14-J (a) Az"! = 
= comprimento da segunda corda. 


PQ = [14 Sum) dam = 
= comprimento da n-egésima corda. 


O comprimento da linha poligonal inscrita ligando P' a Q (soma, 
das cordas) é, então, a soma destas expressões, precisamente, 


LAS Coifa AD + A AS (2) ] AE 
= DIL+S (et dao, 
iai 
“Terceiro Passo. Aplicando o teorema fundamental, 
=” b 
lim Di +S (md AO = / D+S ap da 
nos dei a 


Temos, pois, indicando com s o comprimento do arco P'Q. a 
Jórmula que dá o comprimento do arco 


b 
= FÃ +47 (0)] dr, ou 


b 
(6 s= / [+ yr dz, 
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d : 
onde y' = a em termos de x, deve ser obtida da equação da 


curva dada. 


Algumas vezes é mais conveniente usar y como variável inde- 
pendente. Notando que ($ 39) 


dy Ad. emas 
de Td? logo dr =z'dy, 
dy 


temos, substituindo estes valores em (G) e fazendo as corresponden- 
tes mudanças de limites de integração. 


EA [e + Pay, 


sendo c e d os novos limites de integração. 





(UH) 





Em (H),a' = E deve ser obtida, em termos de y, da equação 
da curva dada. 


A fórmula (G) pode ser deduzida de outro modo. Vimos no 8 
95, fórmula (D), que 


(1) ds =(U+ ye 
dá a diferencial do arco de uma curva. Partindo de (1) e proce- 
dendo como no $ 142, obtemos (G). Semelhantemente, (4) resulta 
de (E) do $ 95. Finalmente, se a curva é dada por equações para- 
métricas 


(2) c=H0, v= AD, 


é conveniente usar 


ta 
6) s= Ji (dz? + dy = F (26) + 6º (Dt dt 


pois, de (2), de = F' (8) dt, dy = &' (8) dt. 
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Exemplo ilustrativo 1. Achar o comprimento da circunserência do círculo 


Prr=r T 
Sorução. Derivando, a =: E. RS 
Substituindo em (6), e 
Arco BA = if E at Na 
o 


LD) = (nós) a 


Puscmos 42 = 1º — 22, quo resulta da equação do cfreulo, 
afim de tor o integrando em térmos de 2. 








; [Az E ilustrati 
. meBA =r FÃ a 5 * (Ver exemplo ilustrativo 1, $ 154). 





Logo, o comprimento totul é igual a 2mr. Resp. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar o comprimento de um arco da ciclóide 


z=a(0-senô), y=a(l — cos6), 
Ver exemplo ilustrutivo 2, $ 81. 
Sorução. de=a(l — cosb)dô, dy = asen do. 
Então d? + dy = 20º(1 — cosB) dê? = 40? sen? 4 08º, 


: Usando (3), A 2asentOdo =8a. Resp. 
o 


Os limites são os valores de 6 em O e D (ver figura, exemplo ilustrativo 2, 
$ Bl) isto 6, 0=0c8=27. 


Exemplo ilustrativo 3. Achar o comprimento do arco da curva 25 vs a 
dez=04f=2. 


A 
SoLução. Derivando, y =3x?. Logo, por (6), 


2 2 
EC) 5= FA U+irtas= JA (4 + de. 
o o 


A integral em (4) foi calculada (aproximadamente) no exemplo ilustrativo 2, 
$ 148, pela regra do trapézio e também no exemplo ilustrativo 2, $ 149, pela 


regra de Simpson. Tomando o último valor, s=%.4821 =2,41 unidades 
lincares. Resp. 
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163. — Comprimentos das curvas planas; coordenadas po- 
lares. De (I), 8 96, obtemos, procedendo 


como no $ 142, a fórmula para o comprimento Q 
do arco, 
ds 
MD s= SI p*+ (1 2a To, 
onde p e de devem figurar em têrmos de 8 e 4 


provêm da dada equação da curva. 
No caso de ser mais conveniente usar p como variável indepen- 
dente, e a equação na forma 


9 =ó(0), 


então do = q' (o) dp = dedo. 


Substituindo isto em [p? d9? + do't, | 


2 + 
temos [(%2) + 1] dp. 


Logo, se p, é pa são os correspondentes limites da variável inde- 
pendente p, obtemos a fórmula para o comprimento do arco. 


() s = So(g)+ 1] do | 


onde a em têrmos de p deve ser obtido da equação da curva dada. 


Exemplo ilustrativo, Achar o perímetro da cardióide p = q (1 + cos 8). 


Sorução. Aqui! 49 = — send. 
Fazendo q variar de O a x, o ponto P des 
creverá metade do perímetro. Substituindo 
em (D), 


x 
E = TA fo? (1 + cos 8? + a? sen? O) do 
ju 


z 4 
-[ ticostt atm f con dê= 
o 


= da. 





«o s=8a Resp. 
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PROBLEMAS 
1. Achar o comprimento da curva 3º = x? entre os pontos 
(0,0) e (8, 4). Resp. 9,07. 
2. Achar o comprimento do arco da parábola semi-cúbica 
3, 
aj? = 2º desde à origem até x = 5a. - Resp. e & 


b 4 
3. Achar o comprimento da curva y = ç+ u do ponto 


onde x = 1 até o ponto onde x = 3. Resp. 4 


4. Achar o comprimento do arco da parábola yº? = 2 px do 
vértice a uma das extremidades da corda focal perpendicular ao eixo. 


Resp. xa, gn +49. 
5. Achar 0 comprimento se arco da curva y? = xt do Pénto 
onde x = O ao ponto onde z = 2 Resp. | b 





6. Achar o comprimento do arco da parábola 6y = a? da 
origem ao ponto (4, 3. Resp. 4,98. 


7. Aproxime com a regra de Simpson o comprimento do 
arco da curva 3 = «º da origem ao ponto a, + i Resp. 1,09. 
8. Calcular o comprimento do arco da curva y = Insec x da 


origem ao ponto Go In9). Resp. (2 4 4/3). 


9. Calcular o comprimento do arco da hipérbole q? — y* = 9 
de (3.0) a (5,4) (use à regra de Simpson). Resp. 4,56. 


Io. Calcular o comprimento do arco da parábola y = 42º, 
que está acima do eixo dos xr. Resp. 9,29. 


1 2 1 
MH. Achar o comprimento da hipociclóide 2? + y3 = a5, 
Resp. 6a. 


12  Retificar a catenária y = o (: +e 3) de z=0 ao ponto 


(1). Resp. 5 a(s -—=e =). 
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13. Achar o comprimento de um arco da ciclóide « = 
=rarç vers E — V2ry — y? Resp. 8r. 
E de v 
Suansrão: Use (H), $ 162 Aqui = —Y 
dy vV2y—-y 
14. Retifique a curva 9 ay? = z(r — 39)! der=02a7=3a. 
Resp. 2a v3. 


2 
15. Ache o comprimento, em um quadrante, da curva( 2); + 
2 
EM Va a +ab+b 
(tia. Resp 
16. Ache o comprimento de z=a a z=b da curva & = 


e 
“4-1: Resp.ln 





— +a-b. 
17. As equações da involuta de um cfreulo são 
x =a(cos0 + 0 send), 
y=a(senB — 8 cos6). 


Ache o comprimento do arco de 8 = 0a 0 = Resp. ba Qi! 


z=esenô 
18. Ache o comprimento do arco da curva 


y = e cosb 
r 

deb=0a 0 ==. Resp. V2(63 — 1). 
Ache o comprimento do arco de cada uma das seguintes curvas. 
19. Pa Rs ea 3. 


at 1 
= dlneder=1a2=2 





2”. y= 


Tr ” 
2. = 1 =— peida 
y = In cossecx de x ç ar 3 
22 Srv=ydey=lagy=a20. 
23. Um arco da curva y = sent. 


24. Achar o comprimento da espiral de Archimedes p = aê, 
desde a origem até o fim da primeira revolução. 


Resp. mavipár AS nga+vi Fámo. 
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25. Retifique a espira! p=<º desde a origem até o ponto (p, 6). 
Sucesrão: Use (7) Resp. É Va 
26. Ache o comprimento da curva 
8 E 
= — = =— 
p a sec! de 8 020 zº 


Resp. [V2+n(V2+ Dla 


27. Ache o comprimento do arco 
da parábola 





2 Eu 
P=Trogo de !=020 =. 


Resp. V2+In(V2+ 1). 
28. Ache o comprimento da espiral hipérbólica p9=a de (p1,01) 
a (p,0). 


Rep. VE FpE- VE Tp 4 anti Voto) 
esp. Ve+pi—- Vatpita ACESA 





29. Mostre que o comprimento da curva p=a sent é pio + 


Mostre que 04, AB, BC (ver figura) estão em progressão aritmética. 
30. Ache o comprimento do arco da cissóide p=2 a tg O sen O 
” 
de9=0a 8= 4º 


31. Aproxime o perímetro de um ramo da curva p=sen 28. 
164. — Áreas das superfícies de revolução. Uma superfície 
de revolução é gerada pela revo- 
lução, em torno de 0X, do arco 
CD da curva 
yv=I(0. 
Achar a área desta superfície, fa- 


zendo uso do teorema fundamen- 
tal, 





Primeiro Passo. Como ante- 
riormente, dividamos o intervalo 
AB em subintervalos Az, Atza, 
ete., e levantemos perpendicula- 
res a OX pelos pontos de divisão. Tracemos as cordas CE, EF, 
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ete., da curva. Quando à curva gira, cada corda gera & superfície 
lateral de um tronco de cone de revolução. A área, que se quer 
calcular, da superfície de revolução é deíinida como o limite da soma. 
das áreas laterais destes troncos. 


Segunpo Passo. Por amor à clareza, desenhemos o primeiro 
tronco bem grande. Seja M o ponto médio 
da corda CE. Então 


(1) Área lateral = 274NM.CE.* 


Afim de aplicar o teorema fundamental é 
necessário exprimir este produto em função 
da abscissa de algum ponto do intervalo Az,. 
Como no $ 162, obtemos, usando o teorema 
do valor médio, o comprimento da corda CE: 


o CE=[L+j (lda, L 





am + 


onde x, é à abscissa do ponto P) (x1, y) do arco CE onde a tangente 
é paralela à corda CE. Seja R a interseção da horizontal passando 
por M com a reta QP, (vertical por P;) e indiquemos RP, por 61.** 
Então 


(3) NM =y-— e. 

Substituindo (2) e (3) em (1), obtemos 

2x(y-— eJ[l+f (x)! Az, = área lateral do primeiro tronco. 
Semelhantemente, 

2m7(y — el +j' (x2)? Ax, = área lateral do segundo tronco. 


27(4— ell+4J (za) Ar, = área lateral do último tronco 


Logo 
» 27 (y—e) [1+' (23)]t Ar; = soma das áreas laterais dos troncos. 


* A área Iateral de um tronco de cone de revolução é igual à circunferência da seção média 
imultiplicada pela geratriz do tronço. 
** Obgerve a leitor que quando Az; tende & Lero, é também tende a zero. 
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Esta pode ser escrita sob a forma 


(0) Dull +S Gras 2r Ee + 1 Ar 


“Tercesro Passo. Aplicando o teorema fundamental à primeira 
soma (usando os limites OA = a e OB = b), obtemos 


” b 
lim D2myll+S (Am = Sá 2mylL+ ja da 
no dal a 
O limite da segunda soma. de (4) quando n > o é zero*. Logo 


a área da superfície de revolução gerada pela revolução do arco CD 
em tôrno de OX é dada pela fórmula 


o. se=2m [+ (2) Ta, 


onde S$, indica a área. A fórmula pode também ser escrita como 
segue: 


E) 
(L) 8S=27 Vê y ds. 
º 
Semelhantemente acha-se 
4 
(mM) S=27 A zds 


quando OY é o eixo de revolução. 
Em (L) e (M) ds tem uma das três formas (C), (D), (E) do 8 95, 
precisamente, 


a [1+(8) = [or (E) To crcam 


* Vê-ee isto fârilmente como segue. Indiquemos a segunda soma por Sa Se é é igual ao 
máximo dos números positivos leil, les, ... le,b então, 


2 
Sa SESI AS (o dar 
iml 


A soma do segundo membro é, pelo $ 162, igual À soma das cordas CP, EP, te. Seja In esta 
soma. Então Sa Selma. Como lim e=0, lim &,=0. 
nos ns 
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dependendo da escolha da variável independente. A última forma 
deve ser usada quando a curva é dada por equações paramétricas. 
Quando usar (L) ou (M), calcule primeiro ds. 

A fórmula (L) pode ser lembrada facilmente se considerarmos 
uma estreita faixa da superfície compreendida entre dois planos 
perpendiculares ao eixo de revolução como sendo aproximadamente 
a superfície de um tronco de cone de revolução de geratriz ds com 
uma seção média de cicrunferência igual a 27y, e portanto de área 
lateral 2 7y ds. 

Exemplo ilustrativo 1. O arco da parábola cúbica 

(5) dy= a 


compreendido entre os pontos de abscissas z = 0 6 x = gira em tômo de 0X. 
Achar a área da superfície de revolução gerada. 


Sorução. De (5), y = E Logo 


da = (14 Nida m di (at + 9 aiida, 


2” 


Então, elemento de área = 2 myds = " (at+929)8 2º dz. 


Logo, por (L), 


2x /º , 
S = E (0849 a ida= Wa 


= 57 (10 IO — 1)a? = 3,608. Resp. 








Exemplo ilustrativo 2. Achar a área do elipsóide de revolução gerado 
pela rotação, era têmo de OX, da clipse cujas equações paramétricas são (ver 
(8), SBD a =acod, y = been é. 


SoLução. Temos 
dz = —asen dy, dy = becos d dg, 
o ds = (di? + dyt = (a! sen? G + bºcor q da. 


Logo, elemento de área = 2 myds = 2 7b (at sen? & + 5º cos? pt sen pdp. 
Es 
O) de iSezm f (at sen? & + bt cos dl sen Pag. 


Para integrar, ponhamos y = cosg. Então du = — sen pad, e 


dsentp+b ep =at(1— cost g) +ticotp=a?— (a? — bad. 
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Portanto, usando os novos limites u = 1, u=D e trocando-os ($ 150), 
obtemos 


1 
isa le? -»ajtd uv (> 
º 


Desenvolvendo por (22), 


Se=2 mb? re are sen e, onde e = excentricidade = VE jesp, 
a 





Exemplo ilustrativo 3. Achar a área da superíício gerada pela revolução 
Esse Sê: 
da hipociclóide 43 + y3 = «? em tôrno do eixo dos zz. 


E . dy 
Sorução. Aqui SE = — 














Substituindo em (L), notando que 0 
arco BA gera só metade da superfície, 
temos 


S, A fo 2 23 4 
Eoont [ui ds dz. 
o 


Esta é uma integral imprópria pois a função a ser integrada é descontinua 
quando 2 =0. Usando a definição (1), $ 154, obtemos 





Se (Sma5  q l2n0? 
2 BS go é 





PROBLEMAS 


1. Achar por integração a área da superfície de uma esfera 
gerada pela revolução do círculo x? + yº = 7? em torno de um diá- 
metro. Resp. &7rº. 


2. Achar por integração a área da superfície do cone gerado 
pela revolução, em torno de 0X, do segmento de reta ligando a 


origem com o ponto (a, b). 
Resp. mbvVa2 +, 


| 
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5. Achar por integração a área da superíície do cone gerado 
pela revolução, em torno de OX, do segmento da reta y = 2x, cuja 
projeção sobre OX é o segmento [0, 2]. Ache também a área gerada 
pela revolução em torno de OY. Verifique seus resultados geomê- 
tricamente. 


4. Achar por integração a área lateral de um tronco de cone 
gerado pela revolução, em torno de 0X, do segmento da reta 2y — 
=z-— 4, cuja projeção sôbre OX é o segmento [0, 5]. Verificar o 
resultado geomBtricamente. 

& Achar à área da superfície gerada pela revolução, em 
tôrno de OY, do arco da parábola y = x?, cuja projeção sôbre OY é 
o segmento [0, 2]. 

6. Achar a área da superfície gerada pela revolução, em torno 
de OX, do arco de parábola 3 = x2, compreendido entre (0,0) e (2,4). 

7. Achar a área da superfície gerada pela revolução, em torno 
de 0X, do arco de parábola y? = 4 — x, que está no primeiro qua- 
drante. Resp. 36, 18. 

8. Achar a área da superfície gerada pela revolução, em torno 
de 0X, do arco da parábola yº = 2 px, cuja projeção sobre OX é o 
segmento [0, 4 7]. Resp. Papi. 

9. Achar à área da superfícic gerada pela revolução, em 
tômo de OY, do arco de y = 2º compreendido entre (0,0) e (2,8). 

Achar a área da superfície gerada pela revolução, em torno de 
OX, de cada uma das seguintes porções de curvas. 


10. 9y=2, der=0a2=2. Resp. Er 
n. p=9z,dez=0a7=4. 497. 
122 y=24-4r, dez=3a7=6. Em. 
13. Gy=a,dez=08 2-4. 6 - anda, 
1. y=ez, dez=0297=0. 

z[V2+m( + v2] 
15. Laço de Say) =1(30— 2). 37a?. 


16. 6azy=z7+34,des=0caz=2a. Era? 
17. Um laço de Say? = atr? — xt. Ima? 


18. y+r+4z=2lgy, dey=lay=2 Er. 
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z=a(8-— sent), 
19. ciclóide Resp. Gal. 
y=a(l-— cosb) 


z=a(2cos8 — cos 28), 
20. cardióide 
=a(2senô — sen 20). 


2. y=421,dez=022=3. 
22» vty=4, der=lar=2. 
2. atr4yi=36. 

2. 9r+-4y)= 36. 


Achar à área da superfície gerada pela revolução, em torno de 
OY, de cada uma das curvas seguintes 


3 
2% s=y,dey=08ay=3 Resp. dr (730) — 1] 
26 v=r,dey=02y=3. 
27. 6aolry=m+3a,der=argr=3a. (20 + In 3)ma? 


28 4y=27-2nz, der=lar=4, 247. 

29, 2y=2V72-1I+In(zr-Vz7-],des=2a2=5 
Resp. 787. 

30 p=, dez=0a7=8. 713. 


31. 4y=r!, dey=0ay=4. 35 47º y?= 64, 
52 at4yl= 16 
54 Oz=y, dey=02ay=3. 


Achar a área da superfície gerada pela revolução de cada uma 

das seguintes curvas. 
Em torno de 0X Em torno de Oy 
l+e 
l-e 





: mê. y 24 mb? 
35.  Elipse z +iz =1. 2maº + E In 
Sugestão. e = excentricidade da elípse 
Vad 


a 


Er 
36. Cutenária p= E (8 40 '). 


; 
dez=0a2=a. (rp 4 03, 278 (1— e). 
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3 w+3=6mpdz=lar=2 





Em. T(Ê +In9). 
É = seno, 
38. ) Varosns E: 
= c0s0,) az 





EN a au) TE 
ev; mu. (dus a 


40. O eseficiente angular da tratória em cula ponto da 
y 


32. Jr+4gyl= 3a ( 











K na 4 dy 
curva que esteja no primeiro quadrante é dado por = as EA 5 
e pe 
Mostrar que a superfície gerada pela revolução, em tomo de OX, 
do arco que liga os pontos (t1,71) e (r3, 342) é 270 Qn — yo). 





41. A área, no primeiro quadrante, limitada pelas curvas cujas 
equações são y = 2º e y = 4x faz uma revolução em tomo de ON, 
Achar à área total da superfície gerada. Resp. 410,3. 





42. A área limitada pelo eixo dos yy e as curves = Ly e 
z-2y+4=0 giraem tôrmodeoOY. Ache a área total da su- 
perfície gerada. Resp. 141,5. 


43. Ache a área da superfície gerada pela revolução, em torno 
3 








1 E 
de OX, do arco da curva 3 = “> + »7 que vai do ponto onde 2 = | 


6 


208 
até o ponto x = 3. Resp. —. 


44. Achar a área total da superfície do sólido gerado pela 
revolução, em torno de OX, da área limitada pelas duas parábolas 
p=4reyp=rtB. 


Resp. = (7743242 17) = 51,53. 


45. Achar à área da superfície gerada pela revolução, em 
torno de 0X, de um arco da curva y = sen x. Resp. 14,42 


155. — Sólidos com seções transversais conhecidas. No $ 
160 estudamos o volume de um sólido de revolução, como o que 
mostra a figura seguinte, em que tôda seção por plano perpendicular 
ao eixo dos xz é um círeulo. Se OM ==, MC = y, entã 
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(1) Área da seção transversa r| 
ACBD = yº = 1 (6 =), 


sey= ó(r) éa equação da curva 
geradora OCG. Logo, a área da 
seção transversa por um plano per- 
pendicular a OX é uma junção 
da distancia (= 2) entre o plano 
da seção e o ponto O. 





Vamos examinar agora os volumes dos sólidos que não são de 
revolução, quando é possível exprimir a área de cada seção plana 
do sólido, que seja perpendicular 
a uma reta fixa (como 0X), como 
função da distância entre o plano 
da seção e um ponto fixo (como 0). 


z 





Dividamos o sólido em n par- 
tes por suções planas equidistantes, 
perpendiculares a OX, e seja Az A 
a distância entre duas seções paralelas consecutivas. 


Seja PDE uma face de uma das seções e seja ON = x, Então, 
por hipótese, 


(2 Área FDE = A (q). 
O volume desta parte é aproximadamente igual a 
(3) Área FDEX Az=A(1)Az (base X altura). 


, 
Então 3) A (x) Az; = soma dos volumes de todos os prismas. 
tml 


O limite desta soma é o volume que se quer calcular; logo, pelo teo- 
rema fundamental, 


lim Bátos= faces, 
e temos a fórmula 
(w) V- f Aga, 


onde A (x) é definido em (2). 
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Exemplo ilustrativo 1. A base de 
um sólido 6 um círculo de raio r. Tó- 
das as secções perpendiculares a um fi- 
xado diâmetro da baso são quadrados. 
Achar o volume do sólido. 


SoLução. Tomemos o círculo a? + 
+? = 7º do plano XY como base e OX 
como o diâmetro fixado. Então a seção 
PQRS perpendicular a OX é um quadra- 
do de área 41), se PQ = 2y (na figura, 
omitiu-se q porção do sólido a direita da 
seção PQRS). 





Logo, Ala) =» 49) = 4 (12 — 2%), 





e, por (N), 
(E -2)da= Br. Resp. 


E 





volume = 


Exemplo ilustrativo 2. Achar o volume de um conóide circular reto, cuja 
base tem raio r e cuja altura é igual a a. 


Sorução. Consideremos o sólido como mostra & figura e seja PQR uma 
seção perpendicular a 0X; PQR é um triângulo isósceles. Como 


RM = V2r4— À 


(obtida de a? + yº = 272, equação do círculo ORAQ, 
sendo y = RM) e 


MP=a, 
2 área da seção é 
av2rr A = A(s). 


Substituindo em (A), 








xr'a 
2" 





Ed 
Vs — 2 de= 


Resp. 





O volume é metade do volume do cilindro de mesma base e altura. 


Exemplo ilustrativo 3, Calcular o volume do elipsóide 
ED sia 
iu de indo 


por uma única integração. 
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Sorução. Consideromos uma seção do elipsóide, perpendicular a 0X, como 
ABCD, com semi-cixos D' e c”. A equação da elipse HEJG do plano XOY é 
Por 
atm! 
Desta equação tirimos y(= 
= b') em têmos de z(=0M) e 
obtemos 





Semelhantemente, da equa- 


são da elipse EFGI do plano XOZ, obtemos 





CC Sz 
C=— at 
a 





Logo, a área da elipse (seção) ABCD é 
meto Ee) Ato. 


Substituindo em (N), 
à bs 4 
v=2 (2 — r)de e arabe. Resp, 





PROBLEMAS 


1. Um sótido tem base circular de raio r. A rota AB é um 
diâmetro da base, Achar à volume do sólido se cada seção plana 
perpendicular a AB é 











(a) um triângulo equilátero; Resp. 


(b) um triângulo retângulo isósceles com hipotenusa no plano 


da base; Resp. $ Pi 
(e) um triângulo retângulo isósecles com um cateto no plnao 
8 
da base; Resp. qr. 


(4%) um triângulo isósceles com altura igual a 20; 

esp. 10 wr?. 
(e) um triângulo isósceles com altura igre! à base, 

Resp. $4, 





os meire 24) 
cude, seção 


2. A base de um sólido é uma clipse cujos ri 
polegadas e 10 polegadas. Achar o volume do sólido « 
perpendicular ao eixo maior é 
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(a) um quadrado; Resp. 1,333 pol. cub. 
(b) um triângulo equilátero; Resp. 577,3 pel. cub. 





(e) um triângulo isósceles com altura 10 polegadas. 
Resp. 785,4 pel. cub, 
3. Um segmento de parábola com corda perpendicular ao eixo 
é base de um sólido. Sabendo que a corda dista 8 polegadas do 
vértice da parábola e que tem 16 polegadas de comprimento, achar 
o volume do sólido se cada seção perpendicular ao cixo da base é 
(a) um quadrado; Resp. 1024 pol. cub. 
(b) um triângulo equilátero; 443,4 pol, cub, 
(e) um triângulo isósceles cuja altura é 10 polegads. 
Resp. 426,7 pol. cub. 
4. Uma bola de futebol americano tem 16 pol. de compri- 
mento e uma seção contendo uma costura é uma elipse cujo diâmetro 
menor mede 8 polegadas. Achar o volume (a) se o couro está 
tão têso que uma seção transversa é um quadrado; (b) se a seção trans- 
versa é um círculo. 
Resp. (a) 341 4 pel. cub.; (b) 558,9 pol. cub. 


5. De um cilindro de raio igual a 5 polegadas corta-se uma 
cunha por dois planos, um perpendicular ao eixo do cilindro e outro 
passando pelo diâmetro do círculo desta seção e inclinado de 45º em 
relação ao plano da seção. Achar o volume da cunha. 

250 
Resp. = pol. cub, 


6. Dois cilindros de raios iguais a 7 tem os eixos cortando-se 
em ângulo reto. Achar o volume da parte comum aos dois cilindros. 


1 
Resp. a sa 


7. Um círculo move-se de tal modo que o seu centro des- 
creve uma circunferência e o plano que o contém permanece para- 
lelo à um dado plano. Sabendo que este é perpendicular ao plano 
que contém a circunferência descrita e que esta e o círculo móvel 
têm mesmo raio q, achar o volume do sólido gerado pelo círeulo móvel, 


2 
Resp. 3º (Gm + 8). 
8. Um triângulo equilátero variável move-se de tal modo 


que um extremo de sua base descreve a curva y = + 4 Vaz e o outro 
a curva y= + 22x. * Sabendo que o plano que contém o tri- 
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ângulo permanece perpendicular a OX, achar o volume gerado pelo 
triângulo quando o plano que o contém sc move da origem até o 


ponto de abscissa igual a a. Resp. 1/36. 


9. Um retângulo move-se a partir de um ponto fixo de modo 
tal que uma de suas dimensões é igual à distância entre o plano que 
contém o retângulo e o ponto fixo, e a outra dimensão 6 o quadrado 
dessa distância. Achar o volume gerado pelo retângulo quando o 
Plano que o contém move-se até a uma distância de 2 pés do ponto 
fixo. Resp. 4 pés cub. 


10. Os pontos simétricos, em relação a 0X, da elipse 
2 
Eti= = 1 são os extremos da hipotenusa de um triângulo re- 


do isósceles variável, móvel de tal modo que o plano que o 
contém é sempre perpendicular ao plano da elipse. Achar o volume 
do sólido gerado pelo triângulo quando o plano que o contém per- 
corre todo o eixo maior da elipse. Resp. 2 ab, 

Achar os volumes dos sólidos compreendidos entre as quádricas 
e os planos seguintes: 





1, c=2t4yiz=l. Resp. im. 
12 dártt92ty=0y+1=0. : dr 
15 WHtáypi=i+2;2+ 1=0;2—-1=0. ár. 
14. 2Sy+92=14+2)2=0;2=2. gr. 
as. t+4p4r-92=1 sm. 
l6 d=2+9y2z+1=0. +7 


17. Dadas as curvas z=4-— «2 no plano XZeat+y'=4 
no plano XY, de cada ponto da primeira, situado acima da segunda, 
traçam-se paralelas ao plano YZ que encontram a segunda curva. 
Calcular o volume do sólido cuneiforme assim obtido. 


Resp. Gy. 
18. Achar o volume do sólido limitado pelo hiperbolóide de 
2 2 
uma fôlha ED Lticopanss-0e2=a. 
a 


Resp. Lab. 
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19. Um sólido é limitado por uma fôlha do hiperbolóide de 


2 
duas fôlhas “ —le o plano z=2a. Achar o volume. 


b 





Resp. 3 T abc. 
20, Achar o volume do sólido limitado pela superfície 
E 8 
pri + A L Resp. gm abe. 


OUTROS PROBLEMAS 


1. Achar à área do laço da curva 
WP=(r+9)(r-z+t2y— 4. Resp. = 


2. Um ponto move-se sobre uma parábola de modo tal que 

a velocidade de variação da área descrita pelo segmento que o une 

ao foco é constante. Em um segundo o ponto move-se do vértice 

a um dos extremos da corda focal perpendicular ao eixo da pará- 

bola. Pergunta-se qual a posição do ponto depois dos oito segun- 
dos seguintes. 

Resp. Distância do foco = + do comprimento da corda 

focal perpendicular ao eixo. 


3. Achar o perímetro da figura limitada pela reta y = 1 ce a 
curva dy=es pes, Resp, V3+In(24 3) = 3,05. 


4 Oarco OP da curva xy = x — y liga à origem ao ponto 

* P(m,,4) e limita com o eixo dos xz e a reta x = x; uma área 4. 

O mesmo arco limita com o eixo dos yy e a reta y = y, uma área B. 

Prove que os volumes obtidos pela revolução de 4 em torno de 0X 
e pela de B em torno de OY são iguais. 


5. A área limitada pela curva 167? = (r + 4) e a sua tan- 
gente no ponto (12, 16) gira em tôrno de OX. Achar o volume encer- 
rado. Resp tm. 

6 A base de um sólido é a área limitada pela parábola 
y = 2pze a corda focal perpendicular ao eixo da parábola. Toda 
seção do sólido feita por um plano perpendicular à mencionada corda 
é um retângulo cuja altura é igual à distância entre a seção e o eixo 
da paráhola. Achar o volume do sólido. Resp. Ep? 
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7. Acelipse 97º+25y'=225 é dada. Sobre cla forma-se 
um sólido de tal modo que todas as seções planas perpendiculares 
ao eixo dos zz são elipses cujos focos estão sobre 8 dada elipse. Os 
eixos maior e menor de cada seção são proporcionais aos da elipse 
dada. Achar o volume do sólido. Resp. Fê, 


8 Seja (x,y) um ponto da curva do $ 159, sendo O a origem 
e O4 o cixo dos zz. Mostre que (D) pode ser posta sob à forma 


(v Area = Sea vd, 


usando a transformação (5), 8 1. Os limites são determinados pelas 
coordenadas das extremidades da curva. 


9. Deduza à fórmula do problema precedente diretamente 
da figura, fazendo uso de (B) e (0), 8 158. 

A fórmula (1) do problema (8) é útil para as curvas dadas por 
equações paramétricas. Achar as seguintes áreas, por (1). 


10. Área compreendida entre a involuta de um círculo 
z=rcos0 +rôsenB, y=rsenb- rôcosf 


e o eixo dos zz, desde O = O até 0 = 7. 
1H. Área encerrada pela hipociclóide de três cúspides 
Ê =2rcos0 +rcos26, 


y=2rsenô-—rsendo. 


Fr 
(ver figura) Resp. 2arº. 
122 Um fio reto uniforme [o 
atrai uma partícula P segundo a [2 
lei da gravitação. A partícula esta 

na linha do fio mas não no fio. 

Prove que o fio atrai a partícula 

como se sua massa estivesse con- 

centrada num ponto do fio cuja 

distância a P é média proporcional entre as distâncias de P aos 
extremos do fio. 
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13. Achar a área do laço do folium de Descartes 23 + 3º = 
= 3 axy. 





Y 
ê : o os do SS OL 
Sugestão. Seja y = tz; então 2 = xe” 
Jai 11-28 
- ; = 22 sadi. 
v= Tap eds trad 


Os limites para t são O c o. 








Caríruro XVI 


INTEGRAÇÃO FORMAL POR ARTIFÍCIOS 


166. — Introdução. A integração formal apóia-se no uso de 
tabelas de integrais. Se um dado integrando não figura nas tabelas, 
procuramos transformá-lo de modo que a sua integração venha a 
depender de integrações de funções para as quais as tabelas forne- 
cem fórmulas. Para isso usam-se artifícios como 


(a) integração por partes ($ 136), 
(b) decomposição das funções racionais, 
(c) substituição conveniente de variável. 


Vamos examinar os casos (b) e (c). 


167. — Integração das funções racionais. Uma função ra- 
cional é uma fração cujos têrmos são polinômios, isto é, funções do 
tipo qa” + aati +... + aq, sendo a, q, ...,Qn constantes. Se 
o grau do numerador é maior ou igual ao do denominador, a fração 
pode ser expressa como soma de um polinômio e de uma função ra- 
cional cujo numerador tem grau menor que o do denominador. Por 
exemplo, 


+ a o 52 +3 
Erdepi O Otro Star: 


Como é simples a integração de um polinômio, podemos, pois, 
nos deter ao exame da integração das funções racionais cujo nume- 
rador tem grau menor que o denominador 

Afim de integrar uma função racional é necessário muitas vêzes 
.exprimi-la como soma algébrica de frações simples, isto é, frações 


362" 
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que sabemos integrar. Isto é sempre possível, como veremos à 
seguir. 

Caso I. O denominador decompõe-se em fatores que são todos do 
primeiro grau e nenhum dêles é repetido. 


A cada fator linear não repetido, como x — a, corresponde uma 
fração simples da forma 





onde A é constante. A função racional dada pode ser expressa 
como soma de frações dêste tipo. Os exemplos mostram como, 


PRN (Qr+3)da 
Exemplo ilustrativo. Achar fa pra ÃO 


SoLução. Sendo xx —1, z+2 os fatôres do denominador, pomos* 


a) 





onde 4, Be (' são constantes a se determinar. 


Eliminando os denominadores, (1) fornece 


(2) 21+3=A4(z-D(z+D+Blz+Dz+C(a—daz, 
22+3=(A+B+OP+A+2B-O2x-2A. 


Como esta equação é uma identidade, igualamos os cocficientes das mes- 
mas potências de x nos dois membros, de acordo com o princípio de identidade 
de polinêmios. Obtemos, essim, um sistema de três equações 


(3) A+28 





Resolvendo o sistema, temos 


3 ; 
d=— 5, B=5 








* Veja Capítulo XX de “Advanced Algebra” de Hawies (Gina and Company, Boston). 
No processo da decomposição da fração racional não entram nem o ainal de integração nem dz. 
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Substituindo estes valores em (1), 








22+3 E Bea SB a 
et Dag +)  2r s(z—D í 
dado do É da , 5 
ra-Dwu + “7 
-=-mrtiinte-D-dla(z4+M)+Ine 
É 
cl 13 = 
=n SD» ftesp 
a (242 


Um método mais rápido de achar os valores de 4, Be ( de (2) é o seguinte: 


Seja 0 0 fator x; então 3= —24,0u A = —& 


Seja 0 0 fator 2 — 1, ou, seja 2 = I; então 5 =3B,0u B=% 
Seja 00 fator 2 +2, oueeja z= —2 então -1=60,0uC= —4. 
Na integração de funções racionais, o número de constantes a ser 


determinadas é sempre igual ao grau do denominador da fração ra- 
cional. 


Caso II. Os fatores do denominador são todos do primeiro grau 
e alguns são repetidos. 


A cada fator repetido n vêzes, como (x — a)*, corresponde à 
soma de n frações simples 





4 B L 
E-ar + Ega + “Foo! 
na qual 4, B, ..., L são constantes. Estas frações simples são 


facilmente integráveis. Por exemplo. 





Adr E A 
&- ar” Sfe- Pi-qopergato 
Exemplo ilustrativo, Achar É Es des 
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Soteçio, Como & — 1 ocorre três vezes como fator, pomos 
Et B c p 
capa tar tam tr 





Eliminando os denominadores. 


A(e-13+Br+Cr(r—- D+Detz— 1? 
AFDEr(-3JALC-CDELGA+LB-C+Dz-A 





B+I 
2+1 
Tgualando 08 coeficientes das mesmas potências de z, obtemos o sistema 





de equações 
A+D=i, 

-344C-2D=0, 

34+B-C+D=0, 









Sd de do 
Resolvendo, A = —1, B=%C=1,D=2,€ 
P+H 1 2 1 2 
Teo eta ta=p ta: 
dra —ne— — +2n(e-D+€ 
= 





nc se. Resp. 





EXERCÍCIOS 


Caleule as seguintes integrais 

















pia y 
— q 27 na + 
2-0 paçãm + 
o fica o t, Qe+D(Q+3) 
*Jivrsryar) Tal E 
as 4 922 22-12 
je fere Ande, Ly C+DEr Do 
48 — 3 3 E 


Gr tasdr tm = = 
E NS o dr 
ada 2 1 
6. fes =ne-D-- qe to 


z— y 
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+ [Lo E ont tim + e. 
ef nte =sné- de= — 0,3492, 
9 É ED dtni zm 
10. [ ns nã = — 0,1054. 
n. [ 28. -nê = om. 
1 
: coeso ra $= dam 
15. RE - i= — 0,4139. 
O di fardo = 5In8— 4 = 1,4930. 


o BrrE+ 


Calcule cada uma das seguintes integrais. 





1 8dz às (52º + 14x 4 10) dz 
“Jalar” a (2 + D+)? 
ié fed 23. [CEU +04 + 5) dy 
*— 92 CCJ Qy— D+ no 
7 (32 +7dz = (x + 2) dr 
“SÍ RADE+DE+ CJ mpza ao 
(322+ 1lz + 2) dz Ses 
E [CEtet E+DID D+ 
zidz (2x? + 1) de 
Djgaroen-p = 2% 
(E + 1) dé (4 — 33) dy 
e: p—1 2 Swony-D' 
Si Fes E (2H + 38-20: 28) dt 
nr52 Re EDGE D : 
Caso III. O denominador contém fatores do segundo grau mas 


«enhum é repetido. 
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Para cada fator do segundo gran não repetido, como xº+-pr+g, 
corresponde una fração simples da forma 


Az+B 
2+p+a” 


sendo 49>p?. 


O método para a integração desta fração é o seguinte: 
Completamos o quadrado no denominador: 





etptrto+a-dr=(2+Ip Hilda pn). (49>p?) 


Pomos u=z+ip. Então z=u-ijp, dz=du. Substi- 
tuindo êstes valores, a nova integral em têrmos da variável u é ime- 
diatamente calculável. 





iii 4dz 
Exemplo ilustrativo 1. Achar Ja dE. 
E a Bro 
SoLução. Ponhamos = a] Fo” +ara pera 


Eliminando os denominadores, 4 = A(2 + 4) + z(Br+C)=(A+B)ê+ 
+Ca dA. 


Iguslando os coeficientes das mesmas potências de 2, obtemos 
A+B=0,0=0,44=4. 


Istodá A =1,B = — 1,C=0, de modo que 


4d fiz [ zdz 
z(at + 4) z 2-4 


=me-Th(t+4)+he= 


4 
Erg" ara 








pr 


Exemplo ilustrativo 2. Prove que 


dr 1 th? 
+88 u d-Zr+a 
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Sorução. Fatorando, & +8=(z+9(2-27+4,- 
1 A+B [( c 
P+8 E-29+4 242" 
1=(42+B)z+D+C(- 2244), 
=A+02Z+0A+B-202+2B8+4C. 

















Então 
Logo 
[on Dor tan +D+O. 





Ora, P-Zrpi=(r-lP4I= 43, sex l=u. 





Então, z=u+l,de=du, e 


; 4=2 : - Sia: 
i Sata Sa Var te e Ha (é + 3) 


Substituindo de volta u por z — 1, usando (4) e reduzindo, temos o resultado. 








Caso IV. O denominador contém fatores do segundo grau, alguns 
dos quais são repetidos. 





A cada fator do segundo grau repetido n vezes, como (a? + 
+ Px + q)*, corresponde uma soma de n frações simples, 


Ar+B Cr+D + É Lr+M 
trt rpg CO prprao 





Para a integração destas é necessária a “fórmula de redução” 





(6) E 1 [ * ' 
trap  2(n- Daliutt apa” 


+en-9 farm) 
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que demonstraremos no próximo capítulo. Se n > 2, é mistér a 
aplicação repetida de (5). Se p não é zero, completamos o qua- 
drado: 


2tpta=(r+5p+ri(4g—p)=u+ a, ete, 
como antes. 


Exemplo ilustrativo, Prove que 


1+33 


2) +2+3 
2(2+1) 


Cr de= in(t+ 1) + 


+Esretgr+C. 


Soução. Pois que 22 + 1 ocorre duas vezes como fator, pomos 


2$+2+3 4 Az+B p C+D 
(2 +13 (+12 +: 





Eliminando os denominadores 
2$+2+3=42+B+(Cr+D)(t+1). 
Igualando os coeficientes das mesmas potências de x é resolvendo, vem 


A=-1, B=3, Cw2, D=0, 


22 +a+3 -:+3 2Zada 

Logo f (E FIR = [eita [art 
ad 

Rr + 


dz 
+ [E . 


Ap primeiras destas duas integrais é cslcuiada pela fórraula (4), a segunda 
por (5) acima, com u=2,0=1,n=2. Obterios, aseim, 





=In(z2 + 1) — 


2$+2+3 3 
ftaitasm (+) +suêm + [55 temw-] sc. 


Reduzindo, temos a resposta. 


ConcLusão. Do que se viu, conclui-se que toda função racio- 
nal, isto é, quociente de dois polinômios, cujo denominador possa 
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ser expresso como produto de funções reais do primeiro e segundo 
graus, exprime-se como soma de um polinômio e de Jrações simples, 
isto é, frações que sabemos integrar. Mostramos como se integram 
as jrações simples. Temos, pois, o 

Trorema. A integral de uma Junção racional cujo denominado 
pode ser expresso por um produto de fatores reais do primeiro e se 
gundo graus, é exprimível em termos de funções algébricas, logarttmi- 
cas e trigonométricas inversas, isto é, em térmos de junções elemen- 
tares. 


PROBLEMAS 
Calcular as integrais 


(42! + 6) dr 
+37 
(22 + 2) de 

2 E-Das1 nt -D+aretgr+c. 

(20 —-8t- sd t+4 
8 “E-DUra” =2n7—5 +0. 
(sº+z— 10)dr Lo x+4 


L =Inz(+39+0. 


5 








4 Ro-g+a *olspogtaeto+o 
5 e - minto, a arctsai+ 

6 CLAD nr 4 Dt arctgy+ O. 
7 mg À -atgero. 


2x da 1 
8. Ernest ate 


a pe, Imtetty-=i-4e, 











(nt + 1)? v+1 
(2 + 92º — 972 — 
10. EE qo let, 
(422+22-+8)dz a? 2, v2 E) 
n. = Fi = Zrã E 4 Are ego 


E dt tt 8 
12. Seta qr) ate 





2223333332 22272722» Jz8235z!358"80"8oÉ.táíÊáiscscsca 
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| dz 1 atpe+l a 22+1 

| = Sam” 2h ro tg v3 ts 
(e rár)dr 

| “= qto tt O 
4 dr 2-1 

| 15. m=1" ir metes +0. 

) 16. [ LELBH omesM-aretg (+ D+C. 


+) +22+2) 























j 1+3 1 
w SG )ai=arcigt+o- praga te 
at + dr + 4) dz = 
18. J: ogia =8In4 = 4,1589. 
Sadr 8 7” 
19. | cms ri+ z = 0,667. 
. 1 
' (Qui ra+Sde À Ta 
: %. | G+DG+ In4 + p= 2171. 
1 
(42º + 227) dz Maior x 
21. k E FDG + DGE + 4 + z In 2 =0,592, 
4 
65-40, 12,3,20 - 
: n fact cnG+tgl RE 
*E+r2r+6:+8)d: 1 
23. + ar qn n2+5 +5 = 1,257. 
Calcule cada uma das integrais abaixo 
A 6r+3r+ dr a [ted tee de 
ç ú +22 E ” (x? + 49)? , 
A (2 + 3) dz jo Sydy 
“J e+De+D (Qu + (ay 1 
E! Gr+32+Da df! Guga 
a + da! í “do + De +ar 
; mn [Se+2+Dd f (e + 10) de 
; . a +32 . “Ah d+2a45r 
| a [6r+22+9%  fº errma 


paso o 


o (x+3)(12+9)" 





] 
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168. — Integração por substituição de uma nova variável; 
integração por racionalização. No último parágrafo mostramos 
que toda função racional, cujo denominador possa ser expresso como 
produto de fatores reais do primeiro e segundo graus, pode ser inte- 
grada. Só um número pequeno, relativamente falando, de funções 
algébricas que não são racionais podem ser integradas em termos 
de funções elementares. A integração de algumas dessas funções 
pode ser conduzida à de funções racionais por uma conveniente 
substituição da variável ou mesmo à de funções cujas integrais fi- 
guram na lista de integrais imediatas ($ 128). O método de in- 
tegrar uma função que não é racional por substituição da variável 
de modo a conduzir a integração à de uma função racional chama-se 
algumas vezes de integração por racionalização. Este método é 
muito importante e será objeto de estudo nêste parágrafo, para os 
casos mais importantes. 


DiFRRENCIAIS CONTENDO APENAS POTÊNCIAS FRACIONÁRIAS DE 2. 
A integração de tais expressões pode ser conduzida à de uma função 
racional pela substituição. 
=", 


onde n é o mínimo múltiplo comum dos denominadores dos expo- 
entes de x. S 

Realmente, assim fazendo, x, dx e cada radical pode ser expresso 
racionalmente como função de 2. 


Exemplo ilustrativo 1. Prove que f 





4 2 
gh +a) + 
SoLução. Aquin =4. Logo, pomos x = 2t. 


2 
Então d=?, clas, dr=42de, 


at dz 2 
Logo fe = [riattu-s 


1+2t 


= ai tia A, 
a f(: rsje-da qulrm+o. 


Fazendo a substituição de volta z = z?, obtemos o resultado. 














A forma geral da expressão irracional aqui tratada é então 
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1 

| R(m)dr, 

! 


1 
onde R indica uma função racional de an. 


, Diferenciais contendo apenas potências fracionárias de 
i a+bzx. A integração de tais expressões pode ser conduzida à de uma 
Junção racional mediante a substituição 


atbr=a, 


onde n é o mínimo múltiplo comum dos denominadores dos expo- 
entes de a + bz. 


Realmente, assim fazendo, x, dz e cada radical podem ser expres- 
sos racionalmente em termos de z. 


dz 


E 1º 
Uta +ao? 





Exemplo ilustrativo 2. Achar 


Sorução. Pomos lte=a 


E 1 
Então di=22:d, (1 tat=?, (1+2)?= 


Zade o dz 
io +s 2+1 


=2arctgz +C=2arctg(l tal +, 








a +ai+a +2) 


quando substituímos, de novo, 2 em termos de 2. 


A integral tratada aqui tem a forma 


plz tos tar lar, 


onde R indiea função racional. 
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PROBLEMAS 


Calcule as seguintes integrais 


(Gr + 9d 2 mYE= 3 
- c. 
.f +anMicS+ 
1 
i 


(e — 9a vz 
MV de nYED .v3 E3 
ê: Sn na 6 aus +. 


”, za 
. / ae -=3In T+ O. 














p=" 1=2à 
sa 
(d-d)u 24 28 
O o rd 
fixa 


sf vidz 6x+627+1 


E q +oe. 
(dz +17 Gg nr 








1 
se 1 
o ft e E aut Daarctest + C. 
qe — df 28 +1 


tdr 2Ba+ba) | 
of) E e pp SACO TD 
É dores a VE 


E 
8 Pitt nad +U. 
(Etr de 


Veio 


d: E 1 — 
RR DR Ita Tr EFa+C. 


t+od 

ui fi 2 viri + viseu (E? +C. 
— e em RE 

» ogro tente Sm 


4 
==4-2ln3. 
nfs 4-2ln3 


4 
udy 3 
; -EE— -=22 
dá 1 V241y ava 


=s+1+4V2+44In(V2F1-1)+0. 
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+ 1 
DE pi pm 
” j vZi(g + 20 ctg 





17. STA 
Cho oaviavio O 


D (,. Ddr é 
a f Lodtd 9, Srvã. 
* (g-pr+3 





Calcule as integrais 


19 À cs cer 2s / de 
2+2vz+5 t+ ga nê 

















*. f dz E dz 
t(L— Va) (ef (r— 2 
(x + 2)dz (v+ 3) dr 
É e +)vz+4 
/ vu dy ao | = tda 
22. cem . 
4 11-27 


Qu+ a 


27. Calcule a área limitada pela curva y=2+Vz+1,0 
eixo dos rr easretasz=3601=8. Resp. 40%. 


28, Calqule o volume gerado pela revolução em torno de 0x 
da área do problema precedente. 


29. Achar o volume gerado pela revolução em torno de 0X 
da área no primeiro quadrante limitada pelos eixos coordenados e 
cada uma das seguintes curvas. 


(a) y=2— 5. (e) v=0— Vaz. 
O) v=2— VT. (6) y= 4-7. 


50. Achar a área limitada pelas curvas y = 22 + V27 + 1, 
y=a- V2zyfleasretasr=4ez=i2 





PD" 4* O, 0 Dq ==" 
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31, Achar a área limitada pela curva 
G-Dy=(1+DQy7—1) 
4+v2 
casrtetasz=3e7=38. Resp. “[ Fr nitva, 
p. 4|V2 RE 
169. — Diferenciais binomiais. Uma diferencial da forma 
a) a” (a + barjrdr, 


onde a e b são constantes e os expoentes m, n e p números racionais 
diz-se uma diferencial binomial. 


Ponhamos z = az*; então dr = at dz, 
e am (a + ber)p de = azrate (g 4 barajp da, 

Se o inteiro a é escolhido de modo a serem inteitos ma e na*, 
vemos que a dada diferencial é equivalente a uma outra da mesma 


forma onde m e n foram substituídos por inteiros. Temos também 
que 


(2) am (a + ber)pdz = amem (ax + bode 


transforma a dada diferencial numa outra de mesma forma onde o 
expoente n de x foi substituído por — n, Portanto, qualquer que 
seja o sinal de n, cm uma das duas diferenciais o expoente de x de 
dentro do parêntesis será certamente positivo. 





Quando q é inteiro positivo, a binomial pode ser desenvolvida e 
integrada têrmo a têrmo. A seguir, suporemos que p é um número 


fracionário; substituí-lo-emos, pois, por = ond er e s são inteiros**, 
Podemos dizer, portanto, que 
Tóda diferencial pode ser posta sob a forma 


r 
ar(a + barje dr, 
onde m,n,r es são inteiros e n é positivo. 


+ É sempre possível escolher a de modo que ma e na sejam inteiros, pois podemos iomar o 
como o mísimo múltiplo comum dos denoriinadores de m e n. 

** O caso de p ser inteiro não está excluído pois que é um caso particular, precisamente 
aquele em quer = 1,01. 
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No próximo parágrafo, mostraremos que a integração de (1) 
pode ser feita por racionalização, nas seguintes condições: 





1 ER 
Caso I. Quando tio inteiro ou zero, pondo-se 


a+brr =. 


+1 





Lá 5 . 
+ — = inteiro ou zero, pondo-se 


Caso II. Quando nm 


abr = ag 


, zdz -+ 
Exemplo ilustrativo 1, —E = a(o +br; 2 dz 
2 








Sorução. m=3n=2r=-38=2aqui TEL o um inteiro. 
Logo, estamos no Caso I e por isso pomos 
, 1 
a + ba? = 2º; portanto s) var = gia qr e atha)ê = 








2 dr E-nE 1 
f z «NE » : LF 
tarde? ea? 
-=k fa-casd-Leray+e 
vê 0 diadema 


= 120 +? (q 





Daria 
á E dz LE -DA+A) 
Exemplo ilustrativo 2. Ee cupiel 
ai e dvira ae 


Lom+L or 


Soução. m=-4n=24h=-2; TELA 2, um inteiro. 
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Estamos, pois, nó Caso II e por isto pomos 


1tdeda, sa LH 
z 
E 
Ti ViFi aim: 


sh Ita 





logo, ad penç 
1 de 
RP rERe a 2 dc 
(8-1) (88 já 
sds 
1 
dz -[ (82 = 1)1 = 
1 z 
E-pdr 


Sides 
-- fe-na 
= ) 
cs E pre SEDVG A 1 


PROBLEMAS 





temos também 








2 
z 


Calculo as integrais 
+€. 


Trade e BUM DO + 2) 


decavida, 


sé de 

2 a 
A 

a Segs aptas = 208 tai 4 


— 2a + be) +c 
varia 


ztdz 
4 
jo + bei 3b 
1 
de tam 
+ jf— qu =D" rt. 
j =(1— je E 
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pj Se saibas, 
PGR id 
ET 
of si 
virado 
E dz A+") 
É) 
| grep CD 
| 
» f dx Ee Lts gi 
a (1 + any 2x(1 4a) 
10, feira Lfiatde =In(2+VI+a)- dao; 
amem ddr 
n. fovi-ade. 12. | Ed. 
atvI—s sia 
1 f 26 (at — att de u. | Ct2ndd 
(+ anf 


E 
15. fear ara. 


170. — Condições de integração por racionalização da di- 
ferencial binomial, 


(4) ar (a + dans dz. 


Caso I. Ponhamos a + br" = 2º, 


Então (a + banjo = e (a+ bem = z; 


1. = 
temos também = (ETS)", e m=(20ey 


dos 
logo rd o À des 











b 
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Substituindo em (4), obtemos 


ar (a + bar) dz 





E Edo 
“bn 


é inteiro ou zero. 


Caso II. Ponhamos a + ba" = tn, 






Então q = 
s E E 4 
Logo (a + baja = as (2 — War; 
a EA ol E) 
temos também t=anr(e—ba, am=ar (aba; 


vai! las 
dr=—Daferi(e= by Ng, 


Substituindo em (4), obtemos 


m+l, r 


r 


L = efe, 
2º (af ban)E dem — — a "(2 —b) (E FEM) qa ge 


O segundo membro desta expressão é racional quando dt = À + 





RE = é um inteiro ou zero. 


Portanto, a integração da diferencial binomial 


2” (a + bee de 
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pode ser conduzida à integração de função racional nos casos dados 
no parágrafo precedente. 


171. — Transformação de diferenciais trigonométricas. 
TEOREMA. À integração de uma função trigonométrica envol- 


vendo racionalmente apenas sen u e cosu pode ser transformada pela 
substituição 


(1) tg 


js 
) 
u 


ou, o que é o mesmo, pelas substituições 





22 l-2 2 de 
(2) snu= 747 coou= 7, du= rn 


numa outra de função que é racional em z. 
Demonsrnação. Da fórmula para a tangente da metade de 


um ângulo ((5), $ 2), temos, quadrando ambos os membros 


1- cosu 
1+ecosu | 





Substituindo tg 3 u por z é tirando o valor de cos u, 


Tu rRê 
(3) cosu = Tra" 


uma das fórmulas (2). O triângulo retân- 
gulo da figura mostra a igualdade (3) e dá 
também o valor de sen u que figura em (2). 
Finalmente, de (1), 





u=2arctgz, 








382 INTEGRAÇÃO FORMAL POR ARTIFÍCIOS cap, XVI 


2dz 
142" 





e portanto du = 


Assim, ficam provadas as relações (2). 


É evidente que se uma função trigonométrica envolver tg u, 
etgu, secu, cossecu apenas racionalmente, ela estará incluída no 
teorema supra pois estas quatro funções podem ser expressas racio- 
nalmente em termos de sent, ou cosu, ou ambas estas funções. 
Resulta, pois, que toda função trigonométrica racional pode ser inte- 
grada contanto que a transformada da função em termos de 2 possa 
ser decomposta na soma de frações simples (Veja $ 167). 


: dz 
Exemplo ilustrativo, Prove que EA mamas” 


1 Stgz+A 
E acta ( ç Je. 


Sorução. Ponhamos 27 =u. Então z=%u dz = Adu. Substituindo 
êstes valores é depois usando (2), temos 


2dz 
da sl du E 1+º de 
5+ssnZz 2 6+4senu 2 Be 5 +82+5 
Strça 


Bubstituindo de volta z por tg 4 u = tg 2, obtemos o resultado acima. 
EXERCÍCIOS 


Calcule as seguintes integrais 


o 8 
de Lc os =in(1 +46 aro. 
a f, dr BK 
: sentrtgr 


1 
2 
dd 1,6 
é Saês parcte( a us)ro 























sim asa 
«Ss 
“JJ 4+5coz 
da 
a ds RE 
dz z 
Se Saca reu(irini) ro 
cosêdd 8 5 ( 2) 
Tá [is q + net 2tg 5 +C, 
x 
tes —3 
de 2 £ 4 2 
foste E) Limp — +. 
- Ss Ed us)ri (=) 
2 
= 
5 z do ER n id de 2. A 
“dh 4-3c080 7º “hd 2+senz 943" 
E, 


Sa 


2 
dó LS ai j da 1 
dO» A RFBcsç 5 figo o 3+ôsena 4 as; 
Calcule cada uma das seguintes integrais 


/ dr 
13. 


dt 
1+senz—cosz' 16: Sad 
/ do f dz 
14. | ->5[DDD+* 7. [507º 
ctg 0 + cossec by 2cosz+1 
15. Sata 


18 Ss 

13 — 5cosg e 2-+sna* 

19. / de a Je e 23 e é 
“CJ i+2senz” º Ssect— 4" “Jo 


3+2cor6” 
= 
a f snédo Je dz E» f do 
“J 5+4sn6” “Jo 5+3c0sz' "Jo 2+cosa” 


172. — Outras substituições. Até agora as substituições usa- 
das: conduziram a integração da função dada à de uma função ra- 
cional. 








Num grande número de casos, porém, pode-se fazer substi- 


SE 
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tuições que conduzem a uma integração que sabemos efetuar sem 
ser a de função racional. Para tais casos, contudo, não há regras 
gerais; só a experiência adquirida com o cálculo de um grande nú- 
mero de integrais pode nos guiar. 
Uma substituição muito útil é 
1 dz 


q=—, di=— — 
z Z 


chamada substituição recíproca. Usemo-la no exemplo seguinte. 
de 
Exemplo ilustrativo. Achar F + de. 


Souução. Fazendo uso da subutituição z = |, dz = — SE, obtemos 


pen Ex 
E 2? — à 
[Gs - fasso viia = - CÊ on 


á 
(a? — 8) 
ada +O- 








EXERCÍCIOS 


Calcule as seguintes integrais 


; f dz ç 
“Javita+ya 


ez 
3 te+2Viprha 
Ponha 2 = 
a dz A n(VEDE+? E vB) pc. 
é rVED2+2 Vê iVaDz+2re4 VD 


Ponha Vz:—-2+2=2—4. 

















dz as 
== = 2 aretg (1 2+20—-1 C: 
STE aretg(c + v2 +20 D+ 


Ponha x! +2z—1=2—2. 


«f de E Fn(o FE vira 10. 
E V2+2—2* 24224 42- 
Ni 








Set Da. 
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dz E 23 — 2) 
. = = — 6, 
8 Í não sta + 














Ponha V5z—- 6— =(e— 2a. 
q id to am LE cg 4 
+ [ra O PEER E are sem ( 2 ): €. Ponhaz = Ro 
— dz t+22+V1 Fistsr) 
>= =| [ea 
avl+4r+5m n( 2 jo 


Ponha z = eg 
2 


da t 1 
8 Sra amen(io ajre. Ponha x = —. 





dr . Mi+2e+8a 
vvl+22+32 E 


pi (List vi nero re. 








Ponha x = d z 
z 
STR LGa-1 = 
Ts f do -Mtir+6a Egaresen* Ee) pc. 
EV; z [E 


Ponha x = e 








L 
Ne. ———— = 6. Ponha v=—. 
E at z 
E 
» dr x 
e fo ape Meme Ponha ==. 





Ponha « = asen*z 





o Vaz — 


1 dio pes 
a vBtrrdi= V3-Im(2+ 3. Ponha t+I= 
o 
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Calcule cada uma das seguintes integrais 





6 f Adr E Ponha Vz!-22+3-2-—q. 
sy7]-27+3 
16. fase Ponha 72-21 4+3=2-7. 


(qt - 2a +43) 


2dz pm, 
17. VA Ponha 54-62? = (r—9a. 


ú 2x dz 
“ v5z— 6 j 


2 


Ponha 4/5 a-b-2!=(2—2)a, 











CaríruLo XVII 


FÓRMULAS DE REDUÇÃO. 
USO DE TABELAS DE INTEGRAIS 


173. — Introdução. Neste capítulo completa-se o estudo da 
integração formal. O objetivo é estabelecer diretrizes para o uso de 
tabelas de integrais. Damos métodos para a dedução de certas fór- 
mulas gerais, chamadas jórmulas de redução, que figuram em todas 
as tabelas. 


174. — Fórmulas de redução para diferenciais binomiais. 
Quando a diferencial binomial não pode ser integrada imediata- 
mente por nenhum dos métodos vistos até agora, é costume empre- 
gar fórmulas de redução, deduzidas pelo uso da integração por partes. 
Por estas fórmulas de redução, a dada diferencial é expressa como 
aoma de dois termos, um dos quais não afetado do sinal de inte- 
gração e o outro, uma integral da mesma forma que a original, mas, 
mais fácil de ser calculada. As seguintes são as quatro principais 
fórmulas de redução. 


7 : 
(4) fetsiapa = E 

(m-n+Da er 
“tpm DS em (a + ba”) da. 
ari (a + ban 


(8) Sferortmpas = REY 


+ mt / ea + bem dr. 


38? 
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22% (a + bars 


(0) fara + terdr = mi De 


 Mphntm+ Db 


mHDa are (a + bar dr, 


o npody = — Ma + darjre 
(D) fe (a + bao de = TER Da 


mtaimnto f a 
Paga am (a + darei de. 


Não é desejável que o estudante saiba de cor estas fórmulas e 
sim que saiba qual a função de cada uma e quando cada uma delas 
deixa de valer. Assim: 

A fórmula (A) diminui m de n; não vale quando np-+m+1 = 0, 

A fórmula (B) diminui p de 1; não vale quandonp+m+1=0, 

A fórmula (C) aumenta m de n; não vale quando m + 1 = 0. 

A fórmula (D) aumenta p de 1; não vale quando p+I=0. 


1. Dedução da fórmula (A). A fórmula de integração por partes é 


(1) fun um = Sou (4), 8 136 


Podemos aplicar esta fórmula à integração de 
fe (a + bar de 


pondo u=ammit oa dr=(a+ba)paridr ; 


(a + dany 


então du=(m-n+HDzmide e v= (pr. 


” Áfun de integrar ds pela fórmula da potência € ncecssário que x, fora do parêntesis, tenha 
*espnente 1. Subtraindo n— 1 dem, resta ve mn + 1 para expoente do 2 em «, 


sair - FÓRMULAS DE REDUÇÃO PARA DIFERENC. BINOM. 389 
Substituindo em (1), 


am-r (q + banjo 
( m ER (2 4 
(2) 2" (ardor) da E Gp ED 


m-n+1 cado a 
e Rs (a + bemettdr. 


Mas / ara (a + ban) de = f amr (a + ba”)? (a + ba”) da 
= fama (a + br") dz 


+b fem (o + bp 


Substituindo isto em (2), obtemos 


O arm (a + bumptt 
feias ba" do = CURE 


= 1 
E tutto f. ca (a Ta do | 


m-n+HI 
TORA ar (a + bee dr. | 


Transpondo o último termo para o primeiro membro, efetuando 


os cálculos e tirando f am (a + ba”)? dz, obtemos a fórmula (4). | 


Vê-se, pela fórmula (4), que a integração de x” (a+-bz")? dz vai 
depender da integração de outra diferencial da mesma forma na 
qual m foi substituído por m—n. Por aplicações repetidas da 
fórmula (4), m pode ser diminuído de um múltiplo qualquer de n. 


Quando np + m +1=0, à fórmula (4) falha (pois o denomi- 
nador se anula). Mas, nêste caso 


m+1 paço 
a RS ds 
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logo, podemos aplicar o método do $ 169 e a fórmula não é neces- 
sária. 


Il. Dedução da fórmula (B). Separando os fatores, podemos 
escrever 


(3) Fé m(a+baedr= [um(a + bei (a + bar) de 
= fo (a + bem) dy 
+b fam (a+ banido, 


Apliquemos u fórmula (A) ao último termo de (3), substituindo-se 
na fórmula m porm+nepporp-1. Temos 


ami (a + bo) 


à fem a da 


a(m+ 1) ais 
RIO feat rprdo 


Substituindo isto em (3) e reduzindo os termos semelhantes, 
obtemos a fórmula (B). 


Cada aplicação da fórmula (B) diminui P de uma unidade. A 
fórmula (B) falha no mesmo caso em que (4). 


HI. Dedução de (C). Tirando da fórmula (4) 


fo (a+barprdr, 


e substituindo m por m + n, obtemos (0). 


Cada. vez que aplicamos (€), m é substituído porm +». Quando 
m+1=0,a fórmula (0) falha, mas nsete caso a diferencial pode 
ser tratada pelo método do $ 169 e portanto a fórmula não é neces- 
sária. 
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IV. Dedução de (D). Tirando da fórmula (B) 


Setas tera, 


e substituindo p por p + 1, cotemos (D). 


Cada aplicação de (D) aumenta p de uma unidade. Evidente- 
mente, (D) falha quando p+1 =0, mas então p=— le a ex- 
pressão é racional. 


A fórmula (5) do Caso IV, $ 167, é um caso especial de (D), 
quando m=0,p=-n,n=20=0',b=1. 


Exemplo ilustrativo 1. Sã Es centro. 


Sorção. Aquim=3n=2,p=-S,0=1,b=-—1. 
Neste caso aplicamos a fórmula de redução (A) porque & integração será con- 
duzida à de Sea — aºytdz, à qual pode-se aplicar a fórmula da potência. 


Portanto, substituindo em (A), obtemos 


CC arddr = PRA 
fes Mid FS +D 


CC AB=2+D E 
Es fora anta 


- -d80-apsdfea — tda 
1 ç 2 o 

Godi ça -di+e 

=SB+Da-di+e 


ad: 1 3 ps 
wo (io+ Se) Rd 


Exemplo ilustrativo 2. 


3 Ej 
+ cg staresen — + O 


392 
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Sugestão. Aplique (4) duas vezes 


Exemplo ilustrativo 3. PK +rjdr= ça vara 


Sugestão. Aqui m =0,u = Zp=ba=q,b=1, 


+ im Grvdr+ro 


Aplique (B) uma voz. 


; ! é dz (é 
Exemplo ilustrativo 4, Fá ava Sa + > areseez+C. 





Sugestão, Aplique (C) uma vez 


PROBLEMAS 


Calcule cada uma das seguintes integrais. 


Ed 


Ea 


10. 


VE o 7 VET et Saren D+ 








qt 2a)vVe rr Ao. 


Fora —H+C. 





ily= ze tia) vaz +aresnê +C 


z 1 z 
“Qu(a ro) E tg a + Er 


ne Vê-r 1la-Ve-s 











Za Din E +C. 
e +2a? +e. 
REV +at 
=Elet-2m) 


Baia — q)? 





de= Jal tsa)yrraes3 a vIn(z+ 
+VEFa +. 

f. 1y/cfedr= ler ray Ero —daln(r+ 

+ VE) + 
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ii x! da EA (r+3a)v'2oz —a? | 
i V2ar—s! 2 ' 


Sugestão / 
V'2ax 


Way 1 — 
1& çÊ Va gU+Su+s0)V dy? + 








3a? 
+ Marecos(1-2) +0. 









D 
a =? (2a — ajtdz. Aplique (A) duas vêzes 


+20ure cos (1 - 8) +€. 














8 3s +3 , 
ii Es 5 dao ro: TBaaro) | gato ter +06. 
way 1 9. 
+ lvcm 8 uv/947 + qg ate se 
ud 1 
18; =CL-DVIFARAC. 
vigas o ) 





16. So 4-9? diPdy= deu —9y? e arosendt + 


2 
, +€. 
PV 
s A DO TETE EAR 
a+90? + 
18. feviria- 





FUt+BI) Var am(2t+ 


+vIiFaB+o. 
Calcule cada uma das integrais 


Fr * do = atdz , sds 

“Jeso Jia sf z 

23 PRE 26. 
EA 


(2 ide, dz 
u fls a Ter 
Ea as 2. fis + ay. 


175. — Fórmulas de redução para diferenciais trigonomé- 
tricas. O método do último parágrafo, fazendo a dada integral 
-pender de outra do mesmo tipo, chama-se de redução sucessiva. 
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Vamos aplicar agora o mesmo método às diferenciais trigonomé- 
tricas deduzindo e ilustrando o uso das seguintes fórmulas de re- 
dução trigonométricas: 


sen?tz costly 
m+n 


n-1 
EA f sen" x cost? q dz. 
mn 


À son”Iz costtiy 
(8) sentir costz dz = - HD Teosta 
m+a 


m-1 
+> LT |snecosrzrdr. 
m+n 


senttz cosmtiz 
16) S censo costr dy = — E 
no 


+ ntot? (on z costa da, 
ni 


(E) sen"y cos"r dr = 


son"tiz costtiz 
m+1 


+ DELA (een s corda. 
m+] 





(H) Snes cost dr = 


Aqui o estudante deve notar que 


A fórmula (E) diminui n de 2; não vale quando m + n=0. 
A fórmula (F) diminui m de 2; não vale quando m + n = 0. 
A fórmula (G) aumenta n de 2; não vale quando n + 1 = 0. 
A fórmula (H) aumenta m de 2; não vale quando m + 1 = 0. 


Para deduzir estas fórmulas aplicamos como anteriormente a 
fórmula de integração por partes, precisamente, ] 


(65) São us fody (A), 8 136. 


Seja u = cosmlz, e dy = sen" a cost dr; 
nr go 
m+1 





então du= — (n-1)co”?rsenzdr,ev= 
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Substituindo em (1), ohtemos 


senmt! x costi a 


(2) / sen"g vostz dt = + Ri 


n—1 
nm? ps 
F a fam 2 costa dr. 





Do mesmo modo, se pusermos 


“=sn*!z,edr=cosrsnrdr, 





obtemos 
= 1 
3) f cena costa de = — SN! E cosmiz 
n+l 
+ = ; S sen costs da. 


Mas S course costtr dz = Ssnesa — cost x) costz dy 


= fi sen"z costa dy — 
fam z cos" a dz. 


Substituindo isto em (2), reduzindo os termos semelhantes e 
tirando + sen” x cos" x dz, obtemos (E). 


Fazendo uma substituição similar em (3), obtemos (F). 


Tirando a integral do segundo membro da fórmula (E) e aumen- 
tando n de 2, obtemos (0). 

Do mesmo modo obtemos (H) da fórmula (F). 

As fórmulas (E) e (F) falham quando m + n = 0, a fórmula (G) 
quando n+1=0 e a fórmula (H) quando m+1=0. Nêstes 
casos, porém, podemos efetuar a integração por métodos vistos 
anteriormente. 


É claro que quando m e n são inteiros, a integral 


f sen" x cost z dz 
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pode ser conduzida, por uma das fórmulas de redução acima, a uma 
das seguintes integrais 


Sa, fon ade, come de, f een e cosa de, md 
sen x 
=  cossee ade, 
SE = fuera, fode fwgedo f ogeds, 
cosa cos x sen x 


e estas nós aprendemos a integrar. 


Exemplo ilustrativo t. Prove que 
' en £ cu 
Sent avos rr - tmacoto , neem, (ten acata) +. 


i Sozução. Aplicando primeiro a fórmula (FP), obtemos 


(4) S centacostaãs — — ten ecoa, ES costas. 


lAquim=2, n=4.] 
Aplicando à fórmula (E) à integral do segundo membro de (4), obtemos 


(5) Soo - zm, É foste. 


[Aqui m =0, n=4.] 





Aplicando a fórmula (E) ao segundo membro de (5), obtemos 
10) Scsstaas trens 


Substituindo o resultudo (6) em (5) « depois este resultado em (4), obtemos 
a resposta acima. 


Exemplo ilustrativo 2. Provar que 





“tê 2 a 1 y 
e og RE aãE ec 2x +tg +c. 
fa dz mec2rtgãa — pin(ec2a +tg 2a) 


tg2z smldz 1º seml2a 
cisZz  cof2z cosda” cot2z” 














Sorução. 
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Seja 22 =u. Entioz=Ju dr=3 du, e 


q Seitrscom caro fentucrtuaa. 


Aplicando (G) À nova integral em (7), com m = 2,17 = — 3, e substituindo 


2 por «, vem 


Apliquemos (F) à nova integral em (8), com m =2, n = — 1. Temos 





nZ u cos edu 





3 2 
sen3 u cos? 
(8) Se ucosêudu=— 





(9) Senta cosludu=—sen + f costludu = —sen un (sec u+tg vu). 


Substituindo (9) em (8) é o resultado em (7) e pondo u = 2x, obtemos à 
resposta, 


PROBLEMAS 


Verifique as seguintes integrações 






1 1 1 
4 erde=s >sente— —s ps 
. Sum acostr da sensecosa[ sen a aq sen. == Tg + 


+g+0 


Ed 


Poa 3,at z 
ide =>te'> +3Incos +C. 
Sega ate'z + ln cos 7 + € 


o 


; Semoa = - SEO ego 4040. 

4 S esta octigttAnGrer+ go + C. 

5 S eos zdr=-Jcossecrctgr+A In (cossec r—ctga)+C. 
6. S coeso = — cossecd tr (ossec) + 

+ ) In (cossec 9— ctg) +C 


7. Sent usepag= fun 6 cosa Eau —-n+I6+ 
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2 
8. fez - —+etg20 cossec 20 — Fm (cossec 26 — 





sen 26 
— ctg) -e. 
da cost — 2cosa | 
senfz  3semir Jsena * 
cosgsenê, 58 
10. costôdd= 18 cost0-+10 cost 815] +77 +C. 
z 
2 
8” 
. entQ d8 = —" 
n / sent 8 dg 16 
x 37 f 357 
=—.. 3 = 
12. Í cost x dz 3 14. o SOM ada Ts * 
z z 
2 2 
5” costxdz 5 dm 
Ú FRA pit 
sf sent 20 dá 32 15 = ama D4 8 


& 


Calcule cada uma das seguintes integrais. 


x 


: E] 
on sentz dz f 14 
16. Jeso. 18. ERA pd 20. tg 2 do. 


r 
17. S cost de. 9, Ss af rentedo, 


z r 


2 E] 
22. PA sen? 6 cos' 8 dg 2 (1 + sen 0) do. 
u 





176. — Uso de uma tabela de integrais. Os métodos de inte- 
gração dados nos Capítulos XII, XVI e XVII foram orientados no 
sentido de reduzir uma dada integral a uma ou mais das Integrais 
Imediatas, $ 128. Vários expedientes foram elaborados visando 
este fim, como 


integração por partes ($ 136); 

integração por decomposição em frações simples, 

(S 167), integração por substituição de uma nova variável, 

($$ 168-172); uso de fórmulas de redução ($ 8 174.175). 
Quando, porém, se tem em mãos uma tabela de integrais mais 


ou menos boa, o primeiro passo a se dar num problema de inte- 
gração formal é procurar na tabela uma fórmula que sirva para re- 
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solver o problema sem o uso de qualquer dus expedientes mencio- 
nados. Uma tabela de integrais é dada no Capítulo XXVII. Va- 
mos resolver com ela alguns exemplos. 


Exemplo ilustrativo 1, Pela tabela de integrais, prove que 


dz 2420) 
fatia cata n(2t ) e 


Sorução Use 14, cma=2 b=leum=z. 
Sem a tabela, o exercício poderia ser feito como no Caso II, $ 167. 





Exemplo ilustrativo 2. Verifique, pela tabela de integrais, que 


dz 1 E F 
Sac ar(rêio) Fato 


Sorução. Use 22, comam 3 b=2eu=z. 
fiste exemplo, sem a tabela, é resolvido pelo Caso 1IL, 8 167. 





Exemplo ilustrativo 3, Verifique, pela tabela de integrais, que 


EE 


Sorução. Use 31, comu=4,b=3eu=z. 
ste exomplo, sem a tabela, resolve-se pela substituição 4 + 3 x = 2º, como 
se viu no $ 168. 





Exemplo ilustrativo 4. Verifique pela tabela de integrais que 


ado SEREI 
37 +42 —7 3 


Elos +s +2V3v32 +42 D+C. 








EE 


Sorução. Use 113, coma =—T, b=4c=3eu=az. 
Sem a tabela, o exemplo pode sor tratado como o exemplo ilustrativo 2, 
s 122. 


Exemplo ilustrativo S. Verifique pela tabela de integrais que 


fee E Benta tatwds, q 


Sorução. Use 154, coma =3,n=2, u=z. 


Sem a tabela, o exemplo pode ser resolvido por integração por partes. Veja 
o exemplo ilustrativo 6, 5 136. 
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Em muitos problemas a dada integral não pode ser identificada 
com alguma da tabela assim facilmente como nos exemplos prece- 
dentes. Nestes casos, procuramos na tabela uma integral parecida 
com a dada e tal que esta possa ser transformada na da tabela por 
uma conveniente mudança de variável. Este método foi cons- 
tantemente usado no Capítulo XII e desde então, em todos os casos 
de integração. 

Exemplo ilustrativo 6. Verifique, pela tabela de integrais, que 
, sf E ln e. 

svst+o 3 3+vizt+o 
Botucão. A fórmula 74 é parecida. Ponhamos u = 22. Então zw») u 
dz = b du e substituindo éstos valores na dada integral, obtemos 


dz Zdu -/ du 
vs? +9 ) Juvidão uv +o! 


Portanto, aplicando 47, com a = 3, e substituindo de novo u = 27,4 = 3, 
temos 
da 1 3+viZ+o 
—>—— « - In (3tvir+o x 
Sides dm ( 24 Rd 


Sem a tabela, poderíamos proceder como no exemplo ilustrativo 2, $ 135. 





Exemplo ilustrativo 7. Verifique, pela tabela de integrais, que 


a 
Jader A POr-sma 
E aÃ +C. 


SoLução. A fórmula 84 é semelhante. Ponhamosu = 2x Então x =, 
dz = $ du. Substituindo, obtemos 


[EFE [Secêa O pu TERA 





Agora esta é 84 com q = 9/3. Aplicando 84 e substituindo de volta u por 
27, obtemos o resultado desejado. o 

Se nenhuma fórmula da tabela pode ser aplicada, como nos dois 
casos precedentes, ainda há a possibilidade de que o uso de um ou 
mais dos expedientes mencionados no princípio deste parágrafo 
possa conduzir a novas integrais solúveis pela tabela. Não há 
diretrizes gerais a, não ser as regras já dadas para o emprego dos cita- 
dos expedientes. 
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“ O leitor deve ter presente a disposição das fórmulas na tabela, 
As integrais imediatas do $ 128 aparecem nos devidos lugares. 
As fórmulas de redução do $ 174 são dadas, com modificações, 
pelas fórmulas 96-104. As fórmulas de redução do $ 175 e outras 
para vários casos são as de números 157-174. Uma maior capa- 
cidade na técnica da integração advirá da familiaridade com a ta- 
bela e da prática em usá-la. 


PROBLEMAS 
Calcule cada uma das seguintes integrais 


p 
1 fovorrod=T(ez-IO)( +54. 


dt t 
2. —— = >= + C. 
p) o vias 





(148) 
x? dr E 2 
5. Vai = V92'-4 + Dq In(32 44922-440, 
do 1 — 
4 [720 va rete(V 3480) + 0. 
at de a 1 
5 [E -sfs 7 aresenat + C. 


(1-2) 


(a? — 2%)? 2120) NV220x 3a? 
e fe a dz (2420) q -raresen E +10. 
EA 2x 2 a 





7. Sesta-peg- ont co) +c. 


sen 28 dô 
8 fee om +es6)- 2000 +€. 


de 
9 Srs muerte 
to. Ssenatds = Juenat od aton se. 
dz 
nº f->>>">>—. =9 vz X 
E re RV O 
12. poe vGEd-om (2tvDera Vor+s) +e. 
d EE 
13. f fes = CHUTE | 


Vai us E Saw? 
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EA pf de (LES) - Es q 
smw4-7 16 lva-z+2 4x 
Calcule cada uma das seguintes integrais. 


is aidr 2 [na e f do 
“Jota 4 E “JJ 3+5sendo 
vide dr 


: 
2 ue) 21. = a =. 
16. Sa u)idu. Vai 26. VETO 
dz E f PR O (RA 
de Sa VU Vas 
ctgtdt Bra? 28. [— dz 
as Ro 3 J Vapor dr V4FBa- 


1+2y Sa de, 
| nf ag Me fitase Bj qro 




















; 2-1 

: 30. [e 32. Secorta 

Vx+ádr / ctg0 do 
id f z Se qr seno 


| Calcule cada uma das seguintes integrais definidas. 


| 3 o 

ade Gu, 

34. o Tra) = 0,636. 39. EÊ aF qt = Ti. 
5 


| Je dz 4 2d 
| * h ayiom 3º 40 f voa” hs. 








2 dr 2 ' 
36 = a. [Vora | og 
º (ares 92 “Ah En al 
| 2 2 7 
| 57 f ooo. 42. | Voted 
1 EG) É z 


2 3 1 
se fuer dr = 112,9. 8. firesar = 00605. 
º o 
7 ê dy A gi dr Í: dz 
| Ah uva deh PC havima 


(4at+9,7 








1 z 


7 da ad = 
45. çá cos'fsentgdo. e fe Scosiat dt. 49. Í ó cos Todo. 
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OUTROS PROBLEMAS 


1. Verifique os resultados seguintes 


“dr . Code 
of za+n9 of zUHino 


2. Uma parábola de eixo paralelo a OY passa pela origem e 
pelo ponto (1, 2). Achar a equação da curva quando a área compre- 
endida entre a parábola e o eixo dos zz é um máximo ou um mínimo. 





Resp. y=6x— 4x? dá um mínimo. 


3. Desenhe a curva yVz = nz. Ache o volume do sólido 
de revolução que se obtém quando gira em torno de ON à área Jimi- 
tada pela curva, o eixo dos sx e duas paralelas a OY, uma passando 
pelo ponto máximo da curva e & outra pelo ponto de inflexão. 


ae 
sr 





Resp. 


4. Um cone circular reto de metal é feito de modo que a 
densidade num ponto qualquer P é 20(5 — r) libras por pé cúbico, 
onde » é & distância em pés entre o ponto P c o eixo do cone. Achar 
o pêso do cone se a altura e o raio da base medem cada um 3 pés. 

Resp. 6307 libras. 
Nota. O peso de um elemento de densidade uniforme é o seu volume ve- 
zes à densidade. 

5. Uma esfera metálica 6ca tem raio interior igual a 6 pole- 
gadas c raio exterior igual a 10 polegadas. A densidade do metal 
num ponto P varia na razão inversa da distância entre Peo centro 
da esfera e na superfície esférica exterior a densidade é duas onças 
por polegada cúbica. Achar o peso da esfera. 

Resp. 25607 onças. 


6. Sendo n um inteiro par, mestre que 


sis tai CD a, 
fem ado= fo cost z dr = nm-2 0) 3 


7. Sendo n um inteiro ímpar, ache o valor de 


E 
z 
sentzdr. 





Carírturo XVIII 


CENTRÓIDES, PRESSÃO DE UM FLUIDO E OUTRAS 
APLICAÇÕES 


177. — Momento de área; centróides. O centróido de uma 
área plana é definido do seguinte modo. 

Um pedaço de cartão fino, liso e duro, suspenso por um ponto, 
tomará a posição horizontal, se o ponto estiver diretamente sob o 
centro de gravidade. O ponto de suspensão nestas condições diz-se 
o centróide da área da superfície plana do cartão. 

Reconhecem-se imediatamente os centróides de certas áreas 
consideradas em geometria elementar. Para um retângulo ou um 
círculo o centróide coincide gom o centro geométrico. De fato, se 
uma figura plana possui um centro de simetria, este ponto é o cen- 
tróide. Se uma figura plana tem um cixo de simetria, o centróide 
estará sobre esse eixo. 

As considerações seguintes levam à determinação do centróide 
por meios matemáticos. Está fora do alcance deste livro justificar 
os argumentos por mecânica. r 

Consideremos a área AMPNB da 
figura. Dividamo-la em n retângulos, 
cada um de base Az. A figura mostra 
um dêsses retângulos. Seja dA sua área 
e C(h,k) o se centróide. Então 





(0) dA=ydz, h=2, k=Iy. 


O momento de área deste retângulo elementar em relação a OX 
(ou OF) é o produto da área do retângulo pela distância entre o cen- 


404 


TT 
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tróide e OX (ou OY). Se estes momentos são, respectivamente, 
dM, e dM,, então 


(4) dM,=kdA, dM, = hdA. 


| O momento de área para a figura AMPNB é obtido pela apli- 
cação do teorema fundamental ($ 156) à soma dos momentos de 
área dos n retângulos elementares. Obtemos, pois, 


(B) m= fra, m= fra. 


Finalmente, se (Z, 9) é o contróide daárea AMPNB c À é a área, 
| então as relações entre os momentos de área (B) e % e 7 são dados por 


(c) A£=M, Ag= Ma 


Para calcular £ e j, achamos os momentos de área M, e My. 
Por (1) e (B), êstes são, para a figura acima, 


b b» 
(2 mi f var, m=f ay de, 
A À 


' nas quais o valor de y, em termos de z, provém da equação da 
curva MPN. 


Se a área 4 é conhecida, temos, por (C), 


(3) 





Se 4 não é conhecida, ela pode ser achada por integração, como 
' no $ 145. 


Exemplo ilustrativo 1. Achar o centróide da área sob um arco da senóide. 


(9) y=senz 


Sorução. Construindo um retângulo 
elementar, temos 





(65) dA = ydz = senadzr, 


dMy = kdA = kyda = jeen?zda, dif, =hdA = vydz = reentdz, 
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Os limites são 2 =0, x =. Logo, 








senzdr=2, me=3 f sentada = 1, My — 
o 


z 
Do smseã- 
0 


O valor de E podia ser antecipado pois a reta x = x é um eixo de simetria, 








Portanto, de (3), T= 7, 7 = ÉT. Resp. 


Exemplo ilustrativo 2. Na figura, a curva OPA é um arco da parábola 
Y =2pz. Achar o centróide da área OPAB. 





Soução. Desenhemos um retângulo ele- 
mentar, como o da figura é marquemos o cen- B 
trúide (A, k). Então 

dA =zdyh=iake=y 

Usando (A), dMz = k dA = wydy. 

dMy > hdA = body. 


Achando zem termos de yde y'=2 pzein- 
tegrando entre os limites y=0, y=b, obtemos 





" E be 
Ap = gp Mim mar 


sx LE 2 
Logo Z = mo V= 2 Muszma,y=b satisfazem a equação yº = 


m2pe Logolf=2poe E = ja. O centróide é portunto ( Ba, Eb. ) Resp. 


PROBLEMAS 


Achar o centróide de cada uma das áreas limitadas pelas se- 
guintes curvas. 


Lo y=2pr,r=h. Resp. (5h,0). 
2 y=82=2,y=0. (5.8). 
5 y=%,y= 42, (Primeiro quadrante). (1 Hi 
4 z=4y-y,y= (32 





5 pP=4x2r-y=4. $a). 


6 v=2y=2r+3. (1,8) 
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7 y=2-22-3,y=67r—-2)—3. (2,1). 
8 y=273,y=8,7=0 

9. y=67—-2, y=z%. 

1. y=42—-2,y=27-—3. 

1. y=z-3z,y=z. (Primeiro quadrante). 

12. y=0-az,x=0,y=0. (Primeiro quadrante). 


E y2 edu, 
5 2>4S 1,y=0,:=2a. (Primeiro quadrante) 
14. Achar o centróide da área limitada pelos eixos coordenados 
e a parábola Vx + Vy= va. Resp. E=g=7a. 
15. Achar o centróide da área limitada pelo laço da curva 
p=á4u-a, Resp. t=,9=0. 


16. Achar o centróide da porção no primeiro quadrante da 


b at = -. 
elipse 7 





in 1. Resp. £= — j= 
17. Achar o centróide da área limitada pela paia v!=2 pr 


Sade de 





ea reta y =ma. Resp. = 


18. Achar o centróide da área limitada pelas parábolas y'= ax 
aca 21 
ext=by. Resp. a=Zatbt,p=-malv. 
19. Achar o centróide da área limitada pais cissóide 
v(2a-— x) = ze a susassíntotaz = 2a. Resp T=3% Za p=0. 


20. Achar o centróide da área limitada pela curva 2ºy = 
=4a'(2a— y) e o eixo dos qz. Resp. t=0,g=%a. 


21. Achsr a distância entre o centro do círculo e o centróide 
da área de um setor circular de ângulo igual & 26. 


2rsenô 
Resp. LES 
PP 30 
22. Achar a distância entre o centro do círculo e o centróide 
da área de um segmento circular cuja corda subtende um ângulo 
2r sen: 


cêntrico igual a 20 Resp sig senb cond) | 
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25. Achar o centróide da área limitada pela cardióide 
=a(l +cosô) Resp. E-Za,g=0. 


24. Achar o centróide da área limitada por um laço da curva 
2 
p=acos20. Kesp. Distância da origem = aaa 


25. Achar o centróide da área limitada por um laço da curva 
Blu v'3 


p= aco). Resp. Distância da origem = 207 


178. — Centróide de um sólido de revolução. O centro de 
gravidade de um sólido homogêneo coincide com o centróide do corpo, 
considerado como sólido geométrico. O contróide estará em cada 
plano de simetria que porventura o 
tenha o sólido. Y 


Para chegar a uma definição 
matemática do centróide de um 
sólido de revolução, é necessário 
modificar o que se disse no pará- 
grafo precedente apenas nos de- 
talhes. 

Seja 0X o eixo de revolução 

- do sólido. O centróide deve estar 
neste eixo. Seja dV um elemento 
de volume, isto é, um cilindro de 
revolução com altura Az e raio y. 
Então dV = 7yº Ar. O momento de volume deste cilindro em re- 
lação ao plano passando por OY e perpendicular a OX é 





(1) dM,=2dV=m2y' Ar. 


O momento de volume do sólido é, pois, achado pelo teorema fun- 
damental, sendo, portanto, Z dado por 


2) Va=M,= / Faytdo 
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Exemplo ilustrativo. Achar o centróide de 
um cone de revolução. 


SoLução. A equação do elemento OB é 





* Pê 1 
Logo, My = f ma do = pari. 


Como V = Twh, 7 =2h Resp. 


PROBLEMAS 
Ache o centróide de cada um dos seguintes sólidos 


1. Hemiesfera. (ver z 





figura). Resp. £= zr 
2. Parabolóide de 
revolução (ver figura) 


Resp. = 2h. 


A área limitada por 
0X e cada curva dada 
abaixo gira em torno 
de 0X. Achar o cen- 
tróide do sólido de revolução gerado. 


3 v-ypf=a,x=2a. 








4. 2uy=a,z=)a,r=2a. 

5 ay=z,2=a. Resp. i=fa 
6 p=4r,r=1,2=4. 

7, vty=4,2=0,2=1. =E. 


8 y=asenz, z=i7m. 


A área limitada por OY e cada uma das curvas abaixo gira em 
tômo de OF. Achar o centróide do sólido de revolução gerado. 


9% p=das,gy=b. Resp. q =&b. 
10. q-gy=1,4=0,y=1. g= 


alo 


NH. af=2,y=a. 
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12. Os raios das bases de um tronco de cone são iguais a 3 
polegadas e 6 polegadas. A altura mede 8 polegadas. Ache o cen- 
tróide. 

13. Achar o centróide do sólido obtido pela revolução em 


tôrno de OY da área no primeiro quadrante limitada pelas retas 
y=0,2z=aea parábolagy'=ãt4ar. Resp. p= é 


1. Achar o centróide do sólido obtido pela revolução em 


2 2 
torno de OX da parte da área da elipse EA + E = 1 que esta no 
primeiro quadrante. 

15. Achar o centróide do sólido obtido pela revolução em 
tôrno de OX da área no primeiro quadrante limitada pelas retas 


2 2 
v=0,2=20e a hipérbole 5 L=1, 


16. Achar o centróide do sólido formado pela revolução em 
torno de OX da área limitada pelas retas z = 0, 2z=a, y=0€a 


2 2 
hipérbole a és = +1=0. 


17. Achar o centróide do sólido formado pela revolução em 


tôrno de OX da área limitada pelas retas y = 0, x = e a curva 


y=sendZz. 
18. Achar o centróide do sólido formado pela revolução em 


torno de OX da área limitada pelas retas z=0,2=0,y=0€ 
a curva y = €&. 


19. A área limitada por uma parábola, a corda focal perpen- 
dicular ao eixo da parábola e este eixo gira em torno da mencio- 
nada corda focal. Achar o centróide do sólido gerado. 


Resp. Distância do foco =5 do compri- 
mento da corda focal perpendicular 
ao eixo. 


179. — Pressão de um fluido. Vamos ver como se calcula 
a pressão de um fluido sôbre uma parede vertical. 
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superfície do Jluido 


Seja ABDC parte da área dã super- 
fície vertical de uma parede de um reser- 
vatório. Quer-se determinar a pressão 






total do fluido sobre esta área. Trace- Ny 
mos Os eixos como na figura, com o eixo E Px 
do a a por do o. De | PERREEE 
vidamos 4B em n subintervalos e, como o dA MN 





na figura, construamos retângulos den- 
tro da área. Então a área de um retân- 
gulo (como EP) é y Az. Se a superfície 
deste retângulo está em posição horizontal, e sua distância à su- 
perfície de fluido é , então a pressão do fluido sobre ela é 


Way dz, 


A prosão de um fluido sobre uma dada superffeio horizontal é igual 

nº ptso de uma coluna do fluido apoiando-se n8 auperífeie. Esta muper- 

fície é, pois, a base da coluna e 8 distância que & separa da superfície do 

fluido 6 à altura da coluna. 
onde W = peso de uma unidade de volume do fluido. Como a 
pressão de um fluido é a mesma em todas as direções, temos que 
W xy Az sorá também (aproximadamente) a pressão do fluido sobre 
o retângulo EP quando a sua superfície esta em posição vertical. 
Logo, a soma 


PD» Wgpha; 


representa aproximadamente a pressão do fluido sobre todos os 
retângulos. A pressão sobre a área ABDC é, pois, o limite desta 
soma. Portanto, pelo teorema fundamental, 


lim 3º Wzgçãa, = f Way de. 
nosiel 
Portanto, a pressão de um fluido sobre uma superfície vertical 


submersa, limitada por uma curva, o eixo dos xx e as duas hori- 
zontais a =aezx=b é dada pela fórmula 


» 
(D) Pressão do fluido = wf vedar, 
s 


onde o valor de y, em termos de 7, provém da dada equação da 
curva, - 
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Tomaremos 62 libras (= W) como peso de um pé cúbico de água. 


Exemplo ilustrativo 1. Um tubo circular tem 
6 pés de diâmetro e esta cheio dágua pela meta- 
de. Achar a pressão sóbre a tampa do tubo. 









super- 


Jícico SoLução. A equação do círculo é a? + yº = 9. 





Logo vm voa. 





Tomando z = 0 e z = 3 como limites de inte- 
gração na fórmula (D) e notando que W = 62, à 
pressão a direita do eixo dos xz é 


3 243 
Testado] Boa To os 
ef VS E .«dr [ 2 (q az], 558 


Portanto a pressão total é 2 X 558 = 1116 libras, Resp. 


A parte essencial do raciocínio acima é que 8 pressão (= dP) 
sôbre uma faixa elementar é igual (aproximadamente) ao produto 
da área da faixa (= d4) pela distância desta à superfício do fluido 
(= A) e pelo péso (= W) de uma unidade de volume do íluido, 
isto 6, 


(8) dP = WhdA. 


Tendo isto presente, os eixos de coordenadas podem ser egco- 
lhidos em qualquer posição conveniente. 


Exemplo ilustrativo 2. Uma comporta de uma represa tem a forma de 
um trapézio, como mostra a figura. r 
Achar à pressão sobre a comporta Nivel dágua 
quando a superfície da água esta a 
quatro pés acima do topo da com- 
porta. 





Sorução. Escolhendo os eixos 
OX e OY como mostra a figura e con- 
siderando ums faixa elementar como 
a da figura, temos, usando (E), 


dA =22dy, 
h=8-4, 
dP-W8-pzxdy. 
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A equação de AB é y=22—8. Tirando z desta e substituindo, obtém-se 
GP =W68-yly+Bdy=W (6 —y)dy. 
Integrando entre os limites y = 0 e y = 4, tem-se 


4 
PeW f (04 — dy = Ti W = 14.549libras. Resp. 
o 


PROBLEMAS 


Nos problemas seguintes o eixo dos yy esta dirigido vertical- 
mente para cima e o dos zz sobre a superfície do líquido. Indi- 
cando com W o peso de uma unidade de volume do líquido, calcular 
a pressão sobre as áreas dos polígonos de vértices 


1. (0,0), (3,0), (0, —6), (0,0). Resp. 18W. 
2. (0,0), (3, —6), (0, —6), (0,0). 36W. 
3 (0,0), (2, —2), (0, —4), (2, —2), (0,0). 16W. 


4. Calcular à pressão sobre a metade inferior de uma elipse 
cujos semi-eixos medem duas e três unidades, (a) quando o eixo 
maior está sobre a superfície do líquido, (b) quando o eixo menor 
esta sobre a superfície. 

Resp. (a) 8W; (b) 12W. 

5. Um tanque de gasolina, em posição horizontal, termina 
por elipses. O eixo horizontal de cada uma destas mede 12 pés e o 
vertical 6 pés. Calcular a pressão num dos extremos do tanque 
quando ele está cheio pela metade, sabendo que a gasolina pesa 60 
libras por pé cúbico. ' 

Resp. 2160 libras. 

6. Uma parede lateral de uma cuba é um segmento de pará- 
bola (com vértice para o fundo). Os extremos da parte superior da 
parede distam de 8 pés e a altura dela é de 16 pés. Calcular a pressão 
sobre a parede quando a cuba esta cheia de um líquido que pesa 


70 libras por pé cúbico. 
Resp. 38229 libras. 


7. Uma parede lateral de uma tina é um 
triângulo retângulo isósceles cujos catetos medem 
8 pés cada um. Calcular a pressão sobre a pa- 3 
rede quando a tina esta cheia de água. 
(W = 62,5) Resp. 3771 libras. 


8. Uma parede lateral de uma tina é um triângulo isósceles 
de altura 5 pés e base 5 pés. Calcular a pressão sobre a parede 
quando a tina está cheia de água. Resp. 1302 libras. 
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9. Um tanque cilíndrico horizontal de diâmetro 8 pés esta 
cheio de gasolina pela metade. Sabendo que esta pesa 60 libras por 
pé cúbico, calcular a pressão sóbre uma parede lateral, 

Resp. 2560 libras. 


10. Calcular a pressão sobre uma parede lateral se o tanque 
do problema anterior esta cheio. 


11. Uma comporta retangular de uma represa tem 10 pés de 
largura e 6 pés de altura. Achar (a) a pressão sobre a comporta 
quando o nível da água está 8 pés acima do topo da comporta, (b) 
qual deve ser o nível da água para que a pressão seja o dobro da 
achada em (a). (W = 62,5). 
Resp. (a) 41250 libras; (b) 11 pés. 
: 12. Mostre que a pressão sobre uma superfície vertical é 0 
' produto do peso de uma unidade cúbica do líquido, pela área da 
5 superfície e pcla distância entre o centróide da área e à superfície 
y do líquido. 


15. Um tanque cilíndrico vertical de diâmetro 30 pés e altura 
50 pés está cheio de água. Achar a pressão sobre a superfície la- 
teral, Resp. 3682ton. 

180. — Trabalho. O trabalho realizado por uma força cons- 
tante P que causa a um corpo um deslocamento d na direção da 
força, é o produto Fd. Quando F é variável, esta definição conduz 
a uma integral. Consideraremos aqui dois exemplos. 

Trabalho realizado para tirar um 
líguido de um vaso. Examinemos q 
problema de achar o trabalho reali- 
zado para tirar um líquido de um 
reservatório que tem a forma de um 
sólido de revolução cujo eixo é ver- 
tical. É conveniente tomar o eixo 
dos zz coincidindo com o eixo de 
revolução e o dos yy coincidindo 
com o nível da parte superior do 
reservatório. 





Consideremos um reservatório como o da figura. Queremos 
calcular o trabalho realizedo quando se retira o líquido que, no caso 
da figura, está compreendido entre as cotas a e db. 
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Dividamos AB em n subintervalos; pelos pontos de divisão, tra- 
cemos planos perpendiculares ao eixo de revolução e, como no $ 
160, construamos cilindros de revolução. O volume de um qual 
quer destes cilindros é my? Az e o peso do líquido nele contido é 
Wry' Az, onde W = pêso de uma unidade cúbica do fluido. O 
trabalho realizado para levantar este cilindro de fluido até o exte- 
rior do reservatório (através de uma altura 2) é 


Wry'z Az. 


(O trabalho realizado no levantamento é igual 80 pêso multiplicado pelo deslocamento vertical.) 


O trabalho realizado para levantar todos os cilindros até o ex- 
terior do reservatório é a soma 





Portanto, o trabalho realizado para esvasiar o reservatório é o 
limite desta soma, isto é, pelo teorema fundamental, 


n 
lim 3 W my; -fr myix dr. 


nooial 


Tem-se, pois, que o trabalho realizado para esvasiar um reser- 
vatório cuja forma é a de um sólido de revolução e que esta cheio 
desde a cota a até a cota b é dado pela fórmula 


) 
q) Trabalho = wa f Wade, 


onde o valor de y, em termos de x, provém da equação da curva 
que gerou o sólido. 
Exemplo ilustrativo 1. Calcular o trabalho realizado para tirar a água de 


um reservatório hemisférico de profundida- 
de igual a 10 pés. 


SoLução. A equação do círeulo é 





2 += 100 
Logo P = 100 — 22, 
W=62, 


e os limites de integração são x = 0 e « = 10. 





Substituindo em (FP), achamos 


10 
Trabalho — 627 Pa (100 - 2º) adz = 155.000 m libras por pé. 
0 
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O princípio essencial no raciocínio acima é o seguinte: o ele- 
mento de trabalho (= dtw) realizado para alçar um volume elementar 
(= dV) a uma altura À é 


do=WhdV, 


onde W = peso de uma unidade de volume do fluido. Tendo isto 
presente, os eixos de coordenadas podem ser escolhidos de qualquer 
modo conveniente. 


Exemplo ilustrativo 2, Umas cisterna cônica é tal que o raio da parte su- 
perior mede 20 pés e a altura 15 pés. 
Sabendo que a superfície da água na 
cisterna esta 5 pés abaixo da parte su- 
perior, acbar o trabalho reulizado para 
esvasinr a cisterna. 

Sorução. Tomemos eixos OX e 
OY como na figura, Então 


dV = qrdy, 
h=15— 
O x dy =W(15-yriêdy. 





A equação do elemento O4 6 c=5y. Substituindo, 
do =TW (15 - Wovdy= E rW by — y)dy. 


Os limites são y = 0 e y < 10, pois a água tem 10 pés de profundidade. 
Integrando, 


10 
v= dem f (15? — 4º) dy = 216.421 libras por pé. Resp. 
o 


Trabalho realizado por um gás em expansão. Quando um gás 
num cilindro se expande contra um pistão e passa do volume de 
vo pés cúbicos para o volume de v; pés cúbicos, o trabalho que rea- 
liza empurrando o pistão é expresso, em libras por pé, pela fórmula 


(9) Trabalho = çá do, 


onde p = pressão em libras por pé quadrado. 


DemunsrBação. Suponhamos que o volume cresça de v a v+dv. 
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Seja c-= área da seção transvezsal' dorcilindro. 


” d E nda a Ss 
Então = = distância: que-o pistão percorre. 
Como pe = força que causa a expansão dz, temos 
Elemento de trabalho realizado = qe = pdv. 


A fórmula (G) resulta daqui pelo teorema fundamental. Para usar 
(G), a relação entre p. e v durante a expansão deve ser conhecida. 
Esta relação tem a forma 


(1) p” = constante, 


onde n é uma constante. 

Numa expansão isotérmica, isto é, numa expansão em que & 
temperatura permanece constante, tem-se n = 1 e à relação pressão- 
volume é: 


2) Po = Polo = Pri 


No gráfico de (1) (diagrama pressão-volurne), com volumes como ! 
abscissas e pressões como ordenadas, a área sob a curva dá, nu- E 
mêricamente, o trabalho realizado, em virtude da fórmula (G). Numa , 
expansão isotérmica, o gráfico é uma hipérbole equilátera, pois 
tem-se a relação (2). 


PROBLEMAS : 


1. Uma cisterna cilíndrica vertical, de diâmetro 16 pés e pro- 
fundidade 20 pés, está cheia de água (W = 62,5). Calcular o tra- 
balho necessário para tirar a água da cisterna. 


Resp. 8000007 libras por pé. 


2. Sea cisterna do problems anterior esta cheia pela metade, 
calcular o trabalho para tirar a água. 


3. Uma cisterna cônica cujo bordo tem 20 pés de diâmetro 
e cuja profundidade tem 20 pés esta cheia de água (W = 62,5). Cal- 
cular o trabalho necessário para alçar a água a 15 pés de altura acims 
do nível do bordo da cisterna. 
2 500 000 w 


Resp. E 


libras por pé. 
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4. Um temgue hemisiórico de diâmetro M pés esta cheio de 
gasolma pesando 60 libras por pé ciibico. Culcular o trabalho mes- 
sário para alçar a gasoima até o bordo do tamque. 

Resp. 93757 libras por pé 


5 Um tanque homisiérico de diâmetro 20 pés esta cheio de 
gasmiima pessado 60 Hbras por pé cúbico. A gasolina é alçada a 
10 pés acima do bordo do tanque por uma bomba de E ELP. (isto 
€, a bamba pode fazer um trabelho de 26 500 libras por pé mum mi- 
muto). Quanto tempo levará a bomba para esvasiar o tamque? 


“ Achar o trabalho para tirar a água de um reservatório 
semi-elíptico (W = 62). O bordo é um cirento de diâmetro 6 pés 
e a profundidade é de 5 pés. O reservatório está cheio. 

Resp. 348747 libras por pé. 


7 Um reservatório cênico de 12 pés de profundidade esta 
cheio de um líquido que pesa 80 libras por pé cúbico. O bordo do 
reservatório é um círculo de 8 pés de diâmetro. Calcular o trabalho 
necessário para alçar o líquido 20 bordo do reservatório. 

Resp. 153607 libras por pé. 

8 Um tanque é hemisférico ua parte inferior e cilíndrico ua 
parte superior. A altura do cilindro é 10 pés, os diâmetros tanto 
do cilindro como da esfera medem 24 pés. Achar o trabalho reali- 
zado para tirar a água do tanque, sabendo que o nível superior 
desta esta a dois pés do bordo do tanque. 


9. Um balde de peso 4 é levantado do fundo de um poço 
de k pés de profundidade. O peso da corda presa ao balde e com a 
qual se o levanta pesa me libras por pé. Achar o trabalho realizado. 


to. Uma quantidade de ar com volume inicial de 200 pés 
cúbicos e sob a pressão de [5 libras por polegada quadrada é com- 
primida até o limite de 80 libras por polegada quadrada. Deter- 
minar o volume no limite e o trabalho realizado nesta operação se 
vale a lei isotérmica, isto é, po = constante. 
Resp. 37,5 pés cub.; 723000 libras por pé. 


HH. Determine o volume final e o trabalho realizado no pro- 
blema anterior se subsiste a lei adisbática, isto é, po” = C, sendo 
vw = 1,4 

Resp. 60 pés cub.; 648000 libras por pé. 
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12. O ar à pressão de 15 libras por polegada quadrada é 
comprimido de 200 pés cúbicos até 50 pés cúbicos. Determinar a 
pressão fimal e o trabalho reslizado se a lei é po =. 

Resp. '60 libras por pol. quad.; 599000 libras por pé. 
13. Resolva o problema 12 se a tei é po" = €, sendo n = 1,4. 
Resp. 49t,5 libras por pol. quad.; 801000 libras por pé. 

14. Uma quantidade de gás com volume inicial de 16 pés 
cúbicos e pressão de 60 libras por polegada quadrada se expande 
até a pressão de 90 libras por polegada quadrada. Determine o 
volume fimal e o trabalho realizado pelo gás se a lei é pr=C. 

Resp. 32 pés cub.; 95 800 libras por pé. 
15. Resolva o problema 14 se a kei é po" = C, tomando n= 1,2: 
Resp. 28,5 pés cúbicos; 75600 libras por pé. 

16. Uma quantidade de ar com volume inicial de 200 pés 
cúbicos e pressão de 15 libras por polegada quadrada é comprimida 
até 30 pés cúbicos. Determinar a pressão final e o trabalho reali- 
sado sea lei é po=€. 

17. Resolver o problema 16 se a lei é py” = €, sendo n = 1,4. 

18. Um gás expande-se de uma pressão inicial de 80 libras 
por polegada quadrada e volume de 2,5 pés cúbicos ao volume de 9 
pés cúbicos: Achar o trabalho realizado se a lei é pu” = €, sendo 
n = 10646. 

19. Resolva o problema 18 se n = 1,131. 


20. Determine a atração exercida por uma vara reta, fina, 
homogênea, de espessura uniforme, de comprimento 1 e de massa M 
sobre um ponto material P de massa m situado à uma distância « 
de uma das extremidades da vara e sobre a reta de direção da vara. 

Sorução. Suponhamos * vara divida em porções iguais, cada uma com 
comprimento dz (elemento de comprimento). 


Sendo + = massa de uma unklade de comprimento da vara, 


temos 4 dz = massa de cada elemento de comprimento. 
A lei de Newton para medir a atração entre duas masas é 
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portanto a força de atração entro a partícula em P e o elemento de vara é 


Emas 


t 


rar” 





a qual é, pois, um elemento da força de atração pedida. Sendo a atração entre a 
partícula em Pe a vara o limite da soma de todos 08 tais elementos compreen- 
didos entre x =0 e 2 =1, temos 


:M L 
Força de atra gia) EE die e Mt 
sedeatração =) rol Ci do Graf" Taro Per 


21. Determine a atração no exemplo acima se P esta sobre a 
mediaLriz da vara c a uma distância a dela. 


2mM 


Resp. — ===. 
ns avista + 


22. Um vaso tem a forma de um cone circular reto e esta 
cheio de água. Sendo À a altura do vaso e r o raio do bordo, em 
que tempo elo se esvazia através de um orifício de área a feito no 
vértico? 


SoLução. Despresendo toda resistência de atrito, sabe-se que a velocidade 
de escoamento através de um orifício é à mesma que a adquirida por um corpo 
euindo livremente de uma altura igual à profundidade da 
água. Portanto, se 2 indica a profundidade da água, 


v= V2gz. 


Indiquemos por dQ o volume de água que se escoa 
no tempo dt e por dz & correspondente queda de nível 
da água. O volume de água escoado através do orifício 
puma unidade de tempo é 


av 2gz, 


pois é a medida de um cilindro reto cuja base tem área q e cuja altura é 
v(="292). Portanto, no tempo di 


[ud] dQ=a V2gait. 





Indicundo por S a área da superíícic da água quando a profundidade é =, 
temos, pela geometria, 
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Mas o volume de água escoada no tempo dt pode também ser considerado 
como o volume de um cilindro AB cuja base tem área S e cuja altura 6 dz; logo, 





2 dQ = Sdz = qré de a 
Igualando (3) e (2) e tirando dt, 
2 aPêdo 
atv2m 


Portanto, Resp. 


i Sha mpi 272 Vh 
o aiv2ga Sav'29 


181. — Valor médio de uma função. Valor médio de um 
grupo de n números 31, 142, -. -» mn é à média aritmética desses núme- 
ros, ou seja, é o número 


(49) 





-(ntyd... +yo). 


O valor médio de uma função 
(2) v=4(2), 


contínua num intervalo fa, b], define-se do modo seguinte: divide-se 
[a, bJ num número qualquer 2 de partes iguais c considera-se o valor 
médio das ordenadas da função nos pontos de divisão. Indican- 
do-se com 7 este valor médio, com %: ,y:,-.-, Yn as ordenadas nos 
pontos de divisão e com Az o comprimento de cada subinter- 
valo, temos 


de + yde +... indo 
b—a P 


(3) y= 


pois. n Az =b-— a. Pois bem, o limite de y' quando n> o cha- 
ma-se valor médio de q (x) no intervalo fa, b). Pelo teorema funda- 
mental, temos portanto 


b 
= Valor médio de 1 A & (a) de 
(io do) dez=ass=b j db— a 
“Desenhemos o gráfico de y = &(x). O valor médio de & (x) 
em [a,b] é uma ordenada da curva (CR da figura) tal que a área 
do retângulo ABML seja igual à área ABQRP sob a curva. 
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A fórmila (H) também se escreve (onde y 


b 
PA y dz 


b—a 


indica a função) 


(1) Valor médio = q = 





Exemplo ilustrativo, Dado o 
efreulo 


(4 Pryfer, 
achar o valor médio das ordenadas 
do primeiro quadrante 


(a) quando y é expresso como 
função da nbscisen 2; 


(b) quando 3 é expresso como 
função do ângulo 8 = MOP. 


Sozução. (a) Como y= "2 — 2º, 
o numerador em (1) é 


Fá vo 
o 


(b) Como 4 = r sen 8, e os limites são 8 =0 =a, 0 = Jm=b, 0 numera- 
dor em (1) é 





dz =4wr. Logo 7 =far=0,78r. Resp. 








ir as 
f sen B40 = +. Como ba =x, temos 7 = a =0,637r. Itesp. 
Como se vê, temos valores diferentes para y. O valor médio depende, pois 
da variável independente em relação à qual se acha o valor médio. 


Em virtude do que se viu no exemplo acima, isto é, de que o 
valor médio de uma função depende da variável independente esco- 
lhida, escreveremos a fórmula (7) sob a forma 


b 
Luas 
E B 


(5) t=40 





para indicar explicitamente que a variável em relação à qual se 
calcula o valor médio de y é z. 


Assim, no exemplo ilustrativo, temos de = 0,785 1, je = 0,6377. 
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PROBLEMAS 


1. Achar o valor médio dey=z!des=0a 7=i10. 


Resp. 33. 
2. Achar o valor médio de y? = 4x desde x=0 a x =4. 
Resp. 2%. 


3. Achar o valor médio das abscissas de yº = 42 de (0,0) à 
(4, 4), quando distribuídas uniformemente ao longo de OY. Resp. 13 é 


2 
4. Achar o valor médio de sen x de 2=0 a a=7. Repr. 


5. Achar o valor médio de sentzentrez = 0e x = 7. (Este 
valor médio é usado frequentemente na teoria das correntes alter- 
nadas). Resp. 3. 


6. Se uma partícula é lançada, num vácuo, para baixo com 
uma velocidade inicial de ve pés por segundo, a velocidade depois de 
t segundos é 

«1) v=mw+at. 


A velocidade depois de cair s pés é 


(2) v=Vul+2gs (g = 32) 
Achar o valor médio de » 
(a) durante os 5 primeiros segundos, partindo do repouso; 
Resp. 80 pés por segundo. 
(b) durante os 5 primeiros segundos, partindo com uma velo- 
cidade inicial de 36 pés por segundo; 
Resp. 116 pés por segundo. 
c) durante os 2k primeiros segundos, partindo do repouso; 
Resp. 40 pés por segundo. 
(d) durante os primeiros 100 pés, partindo do repouso; 
Resp. 53% pés por segundo. 
(e) durante os primeiros 100 pés, partindo com uma velocidade 
inicial de 60 pés por segundo. Resp. s1z pés por segundo. 
7. No movimento harmônico simples s = a cosnt, achar o 


valor médio da velocidade durante um quarto de um período (a) em 
. relação ao tempo, (b) em relação à distância. 
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8. Mostrar que numemoximento harmônico simples a ener- 
gia cinética média em relação ao . tempo, em cada múltiplo de um 
quartó dé periodo €'a"lhetade da” energia cinética Hiáxima. - 


o“ Toffdise um ponto sobre um segmento de reta de compri- 
mento q. “Prove:iue-(a)'a área média do retângulo.cujos lados são 
os dois-ségmentós é % a? (b) o valor médio da soma dos quadrados 
coristtuídos: sôbre os-idois segmentos 6.5 a? 

E * Ape» Sétum pontó-move-se-com' aceleráção constante, 2 média 
em relação ao tempo do quadrado da velocidade é litro), 
ondeto;'E avelveidade' iniviahe via Final. Ê 
cal, - Mostre que q percyrso horizontal médio de uma partt- 
cula lançada, Som uma dada velocidade £ um RE de elevação 






“cido fórmandas 


a a ds Pê yu ds 
= tes fhi= 2 + 
f ds SST TE ds 
onde (a, We um ponto qualquer da curvá e ds o elemento de arco, 
definem o centróide do arco. Elas dão respertivamente os. valores 
médios das abscissas e das ordenadas dos pontos da curva quando 
digtrib dos, unijormemenie ao lôngo dela. (Confronte 8 177). 
Mostre que a área lateral da superfície gorada pela revo- 
tuçã de um arcô de cu plana em tório db uma reta do seu plano 
ando o arço é igual ao comprimento do àreo vezes à eireun- 
do cirehlô descrito “Pelo centráide” do arco (8. (Teorema 
de: Pappras, cdonfronte$ 250) 
Stgebtaáis Uns! (DJ STO 
o jo) cenittóide. dedico du párábola y?=4'4 de (0,0) a 
(4, ao : coúResp. E=1,64,g=h2,20. 
1d; Achar: cette dever do stroulo p=a entre —. 8 e 8. 
E a sçn É. 


(6) 






























ResplvE = 
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16. Achar, pelo teorema de Pappus, O centróide do arco do 

cireulo x? + y? = 72 que está-no primeiro quadrante: 
Resp. f=+y= Faso 
a Tm 

17. Achar; pêlo teorema de Pappus, a superfície do toro gerada 
pela: revolução do círculo (r—-b:tyt=al (b> ae em têmo do 
eixo dos yy. 

18. Um retângulo gira é em torno de um eixo que esta. no” seu 
plano e é perpendicular a uma diagonal num dos extremos desta. 
Achar a área da superiície gerada. 


OUTROS PROBLEMAS 


1. Uma área é limitada pelas linhas, ua et - 
y=0ey=3. Acharo centróide. Resp, T=y pé 10 =.5 a 





2. A-abseissa do centróide da área: limitada: pela: Gurva 
2y = 4º e uma cérta linhá' passando pela origem 6 1. Achar a orde- 
nada do centróide. Resp. od: 

4. Achar o centróide da área limitada por y = 2" ti> 0), 
o cixo dos rz'e x = 1. Estudar o lugar geométrico do” tentrbide 
quando n varia. Aa 


n+1 nt 
Rep. 2 nº PT RREO, 


4. Achar a equação do lugar geométrico. | do pentróido da 
área limitada pelo eixo dog «x ea parábola y = cr. — RE quando c 
varia. : et Resp. 5y= 27. 

5 Dádas a ipadioloa têm 2py: -e: uma: iobliqua qualquer 
y = mg + b encontrando a parábola nos:pontos 4 e. B, pelo pbnto 
médio C de AB traça-se uma paralela ao eixo da : elitva  encontrândo 
a parábola em D. Prove que (g) a tangente à parábola em:D é 
paralela à reta AB; (b)'o ceritróide da área ACBD esta 
reta CD. silo ; 

é. * Sejá P um pônto da lã y = 2º€ seja C o contido 
da áréa limitada 'pela' parábola; o dos 2x e à” verticar por P. 
Achar à pôsição de P pára quê o ânguló OPG seja máximo; 

Resp. Ordenadã = Es 

7. Uma cisterna tema forma de, um sólido gerado pela:revo- 
lução, em tôrno do seu eixo vertical, de"um segmento parabólico 
cuja corda tem 8 pés de comprimento e é perpendicular ao eixo à 
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uma distância de 8 pés do vértice. A cisterna está cheia de água 
pesando 62,5 libras por pé cúbico. Ache o trabalho necessário para 
alçar ao tópo da cisterna a metade da água que ela contém, 


Resp. 16000 (V2 — no = 6937 libras por pé. 
8. Uma cisterna hemisférica de raio r está cheia de água. 
Dois homens 4 e B devem alçar a água dela, fazendo cada um, me- 


tade do trabalho. Se 4 começa primeiro, qual será a profundidade 
d da água quando êle terminou a parte que lhe toca no trabalho? 





ad 
RR q 
Resp. E 


9. Um tanque tem a forma de um cone circular. O fundo 
do tanque é o vértice do cone. Ele esta cheio de água a ser alçada 
por dois homens, cada um fazendo metade do trabalho. Ao ter- 
minar sua parte o primeiro homem, à razão entre a profundidade 
da água e a profundidade inicial era igual a z. Mostre que z é deter- 
minada pela equação G2!—- 82: + 1 =0. Calcule o valor de z 
com duas decimais. Resp. 0,61. 

10. Um poço tem 100 pés de profundidade. Um balde com 
capacidade de 2 pés cúbicos e pesando 3 libras é cheio de água no 
fundo do poço e depois alçado até o bordo à razão de 5 pés por se- 
gundo. Desprezando o peso da corda que serve para alçar o balde, 
achar o trabalho realizado na operação, sabendo-se que cai do balde 
em cada segundo 0,01 pés cúbicos de água (Um pé cúbico de água 
pesa 62,4 libras). Resp: 12156 libras por pé. 

m. A área OAB (ver figura) é dividida em elementos como 


Y OPQ por retas tiradas de O. Mustre que a 
B área À e os momentos de área M, e M, são 
Q dados por 
PO A=5f(y yr Mi= 5 fu(ay -u)da, 
4 M,=3 filey — gde. 
o 


X (O centróide de um triângulo esta subre cada 
mediana a dois terços da distância do vértice ao lado oposto). 

12. Achar o centróide do setor hiperbólico limitado pela hipér- 
bole equilétera x = asecô, y = atg8 e os raios da origem aos 
pontos (a. 0) e (x, 49. 

178 2 sec8 - 1 


in eco go)? É Tn (sec 6 + tg 0) 





esfts 


Resp. i=a 





CaríruLo XIX 


SÉRIES 


182. — Definições. Uma sucessão é um conjunto de núme- 
ros, bem ordenados por uma regra fixa. 


Por exemplo, 1,4,9, 16,25, 


a? mo 2 Ea 
e Lopo poros 


são sucessões. 


Série é a sucessão formada pelas somas sucessivas dos termos 
de uma sucessão. O símbolo indicando a soma dos termos de uma 
sucessão representa a série que provém da sucessão. Assim, das 
sucessões acima obtemos as séries 


14449 +16 +25, +... 





Uma sucessão ou série diz-se finita quando tem um número limi- 
tado de térmos. Se o número de termos é ilimitado, a sucessão ou 
série diz-se infinita. 

Termo geral ou n-egésimo termo de uma sucessão (ou série) é o 
termo que, segundo a regra fixa, ocupa a ordem n. 


Exemplo ilustrativo 1. No primeiro exemplo dado acima, o termo geral, 
ou n-egésimo termo, é nº. O primeiro termo é obtido fazendo n = 1, o décimo 
termo fazendo n = 10, etc. 


Exemplo ilustrativo 2. No segundo exemplo dado acima, o n-cgésimo ter- 


mo, exceto para n = 1, é 





427 
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Se uma sucessão é infinita, indica-se este fato por meio de pon- 
tinhos, como 


49, nã... 


Números fatoriais. Uma expressão que aparece frequentemente 
no estudo das séries é o produto de. inteiros sucessivos, começando 
por 1. Assim, 1IX2X3X4X5 é chamado de “cinco fatorial” 
e é indicado por |5 ou 5! 


Em geral, n=1x2xXx3xX... x(g=-Dxa 





diz-se “'n fatorial”, Esta subentendido que n é um inteiro positivo. 
A expressão ln não tem sentido se n não é inteiro positivo. 


183. — Série geométrica. Para a série geométrica de n 
têrmos 


(1 Sa=a+ra+tal+...: + arm, 


mostra-se em álgebra elementar que 


o atm") cc a(m=—1) 
(2) S=ioro UU S="1 


sendo a primeira forma geralmente usada se |r| <1 e a segunda 
se[r|>1. 
Se || < 1, então 7º decrêsce em valor absoluto quando n-cresce 


e: lim(") =0. 
à ez) 


Pela fórmula (2) vemos portanto que ( 816) io 


a 





(3) lim S, = 
soe 





Logo, se |r | <1, a soma S, de uma série geométrica tende a 
um limite quando o número n de termos da série cresce indefinida- 
mente. Diz-se, neste caso, que a série é convergente. 
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Se |r|> 1, então r”? tende ao infinito quando .n cresce indefi- 
nidamente ($ 18) e por isto, pela segunda das fórmulas (2), a soma 
Sw tende &o infinito. Néste caso diz-se que a série é divergente. 


Um caso peculiar se apresenta quando r = — 1; à série torna-se 
(4) a-ata-ata-a.... 


Se n é par, a soma S, é zero; se n é ímpar, a soma é a: Por isto, 
quando n cresce indefinidamente, a soma Sy não tende a nenhum 
limite. Uma tal série diz-se oscilante. 


Exemplo ilustrativo, Consideremos a série geométrica, com 
a=1, r=3, 
1 1 1 
(5) Sa=ltodção tg 
Achamos, por (2), que 





Então, 4 


(6 lim Sp =2, 
no 


resultado que concordy com (3) para a = 1, 1 =. A 
É interessante exami- 

nar (5) geombtricamento. q a ndo 

Para isto, marquemos va- tm BT Sa Sa 

lores sucessivos de Sy so- 

bre uma reta, como na figura. 





n 1 2 3 4 ete. 


1 8 7 
Sm 117 1Ê 47 ste, 


Cada ponto assim obtido é ponto médio do segmento compreendido entre o 
ponto precedente e o ponto-2. Logo, (6) é óbvia. 
PROBLEMAS 


Em cada uma das seguintes séries (a) descubra a lei de for- 
mação; (b) escreva mais três têrmos; (c) ache o n-<gésimo termo 
(termo geral). 


1 2+4+8+16+.... Resp. n-egésimo termo = 2". 


(pe 


1 I 1 
2 I-oqtg-ç+o. = 
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n-—2 
= -qroriaiada. Rep 
“o. ms a mm 
trtTttatias to = 
Eve avz E car E 
tr +ã Ga GE am 
"oa as (apra 
tacstroa to 2041" 


Escreva os quatro primeiros termos da série cujo n-egésimo 
termo é o dado abaixo. 











r e Resp. esta tyrr = 
» er qts tç+ 
» Fr SAS t+ 
to. = stat 
did ras Etr 
att 

je “e 
E quod 
184. — Séries convergentes e divergentes. 


A soma 
Ses tmdo + a, 
é uma função de n. Fazendo o número de termos (= n) crescer 
indefinidamente, dois casos podem-se dar. 
Caso L. 8, tende a um limite, digamos “, isto é, 


«O lim S, = 
me 
Neste caso diz-se que a série é convergente e que converge para 
valor u, ou ainda que tem v sulor u 
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“Caso II. &£, não tende a um limite finito. Neste caso, & série 
diz-se não convergente 


Exemplos de séries não convergembes são 


1+243 454454... 
1-4... 


Como se disse acima, para wma série convergente o valor da série 
é o múmero « (algumas vezes chamado some da série) defimido por 
(1). Uma sério mão convergente mão tem soma. 

Nas aplicações das séries, as convergentes são de muito maior 
importância. Por isto, é essencial ter meios para examinar wma 
série no que concerne à convergência ou não. 

185. — Teoremas gerais. Antes de dar métodos especiais 
para o exame de uma série no que conceme à convergência, cha- 
mamos a atenção para os seguintes teoremas, cujas demonstrações 
são omitidas. 

Teorema I. Se S, é uma cariável que cresce sempre quando n 
cresce, mas não é nunca mato que um número fixo A, então quando 
n tende ao infinito, 8, tende a um limite u que não é maior que A, 

A figura ilustra a afirmação. Os pontos determinados pelos 
valores $,, Sw, 8, ete., aproximam-se do ponto 4, sendo: 

lim &, = €, S S2 8, za 
ns te pp ppp 
eu é não maior que À. 
Exemplo ilustrativo, Mostre que x sósie 


1 


UD FEL +... 





+++ 
12:35 E) 
€ convergente. 
Sortção. Desprezemos o primeiro têrmo e escrevamos 
Do Scttigtrast tras 
Consideremos a variável s, definida por 


1 4 1 
a ato tato tas 
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na-qual substituimos todos os inteiros dos denominadores de (2), exceto 1, por 
2. Obviamente Sn <ê%. Em (3) temos uma série geométrica com r=5 e 
au < 2 qualquer que seja n (v. $ 183). Logo Su cresco sempre quando 1 cresce, 
mas é sempre menor que 2. Portanto S, tende a um limite quando 7 cresce 
indefinidamente e este limite é menor que 2. Logo (1) é convergente e seu 
valor é menor que 3. 


Veremos mais tarde que o valor de (1) é a constante e = 271828 ..., a 
base dos logaritmos naturais (8 61). 


: Teorema IL Se Sa é uma variável que descrece sempre guando 
n cresce, mas não é nunca menor que um número fizo B, então quando 
n tende ao infinito, Sn tende a um limite que não é menor que, B. 


Consideremos uma sério convergente 


Sem tutudo Fundo: 
para à qual lim Sy =“. 


Marquemos sobre uma reta os pontos determinados pelos va- 
Jores, Si, Sw Gy etc. Quando n cresce, estes pontos “aproximam-se 
do ponto determinado por “, acumulando-se em torno dele. Re- 
sulta, pois, evidentemente, 





CA) lim um = 


isto é, numa série convergente, os termos da série se aproximam 
de zero no limite. 


Por outro lado, se o termo geral (ou n-egésimo termo) de uma 
sério não tende a zero quando n tende ao infinito, vê-se logo que 
a série não é convergente. Assim, (A) é condição necessária para 
uma série ser convergente; contudo (A) não é suficiente, isto é, 
mesmo que o termo geral tenda à zero não podemos garantir que 
a série seja convergente. Por exemplo, no caso da série harmônica 


1 1 1 1 
Do o GR ALR URCA A 


temos lim (4) = lim (5) -0, 
nos nos n 
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isto é, a condição (4) é satisfeita; contudo, mostraremos no $ 186 
que esta série é divergente. 


Vamos agora estabelecer regras mais fáceis, em geral, que os 
teoremas acima, de serem aplicadas no exame da convergência ou 
não de uma série. 


186. — Regra do confronto. Em muitos casos é fácil deter- 
minar sc uma série é ou não convergente confrontando-a termo a 
têrmo com outra série que sabemos ser convergente ou divergente. 


CONFRONTO PARA A CONVERGÊNCIA. SEJA 
(1 utut+um+ 


uma série de termos positivos que se quer examinar no que concerne 
à convergência. Se se conhece uma série convergente de termos 
positivos 


(2) atata+, 


cujos termos são sempre não menores que os correspondentes termas 
da série (1) que estamos examinando, então (1) é convergente e 0 
seu valor não excede o da série (2). 


Demoxsrração. Seja sm=ututu+- um 
e S=ntuta+ +a, 
e suponhamos que lim S,= 4. 
ms 
Então, como S<A e m<S 


resulta s, < 4. Logo, pelo Teorema I, $ 185, s, tende a um limite 
«que é não maior do que 4, isto é, a série (1) é convergente e seu valor 
é não maior do que 4. 


Exemplo ilustrativo 1. Examinar o comportamento da série 


1 1 1 1 
3) It otatara+ 


SoLução. Confrontemos com a série geométrica 


1 k h ES - 
(4 ltotatatato: 
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que sabemos ser convergente. Os termos de (4) não são menores que os cor- 
respondentes termos de (3); logo (3) é convergente. 


Seguindo uma linha de raciocínio semelhante ao aplicado a (1) 
e (2), podemos provar a 


REGRA PARA A DIVERGÊNCIA. Seja 


(5) cum tutuw+... : 


uma série de termos positivos que são nunca menores que 08 corres- 
pondentes têrmos de uma série de termos positivos, precisamente, 





(6) bird b+..., 
que sabemos ser divergente. Então, (5) é divergente. 
Exemplo ilustrativo 2. Mostrar que a série harmônica 
Labs d 
(eo) Mgtgtato 


6 divergente. 


Socução. Ponhamos a (7) sob a forma abaixo e a comparemos com a série 
(9). Os colchetes são introduzidos para ajudar o confronto. 








Do astaliselotetate)+ 
ae sdjr. 
o atatlera)eleta tetas 


+[E+sd]+.. 


Observamos o seguinte: os termos de (8) são não menores que 08 os corres- 
pondentes termos de (9). Mas (9) é divergente, pois a soms dos termos em 
cada colchete é 3 e por isto Sy cresce indefinidamente quando n cresce indefi- 
nidamente. Logo, (8) é divergente. 


Exemplo ilustrativo 3. Examinar o comportamenio dy séxie 
p LE E : 
14= += += 4a. 
tatva var 


“Sorução. Esta série é divergente pois os seus termos são maiores que 
termos: correspondentes da séric harmônica (7), que é divergenta 
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A série “p” 
1 1 1 1 
(o) Pude pr rg DR 


é útil na aplicação da regra do confronto. 


TEOREMA. A série “p” é convergente quando p> 1 e é diver- 
gente em caso contrário. 


Demonstração. Escrevamos (10) como abaixo e a confron- 
temos com a série escrita abaixo dela. Os colchetes são usados 
para ajudar no confronto. 


1 1 1 1 1 1 
y — ra uia — ao pai 
an latal+latotata)+ 


1 t 
+ [ta 


t Ú 1 1 1 1 
s+p)eetotete]+ 


1 1 
Eat o| es 


(12) 1+ [ 


Para p > 1, os termos de (12) não são menores que os corres- 
pondentes termos de (11). Mas, em (12), as somas de dentro dos 
colchetes são 








1 À 1 4 2 1 
ptx= +ptao So me: 
1 
29" nen! ' 





e assim por diante. Logo, para examinar (12) no que concerne à 
convergência, podemos considerar a série 


(3) ese (aa) El) ee: 
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Quando p > 1, a série (13) é uma série geométrica de razão 
menor que 1 e portanto convergente. Logo, (10) é também con- 
vergente. Quando p = 1, a série (10) é a séric harmônica e por- 
tanto divergente. Quando p <1, os têrmos da série (10) são, a 
partir do primeiro, maiores que os correspondentes da série harmô- 
nica e portanto (10) é divergente neste caso. 


Exempo ILustRaTIVO 4. Mostre que a série 


4 6 2n 
tas tas to teanasgarao + 





2 
(9 737 


é convergente. 


die om; 4 un é menor que o 
2 n? 

termo geral da série “p” quando p = 2. Portanto, a série em que cada termo 
é à metade do termo correspondente de (14) é convergente e portanto (14) é 
também convergente. 


2n 
Sozução. Em (14), um < qu 


PROBLEMAS 


Examine o comportamento de cada uma das seguintes séries 


1 














ole gala cdiedhesas so + Reto: Convergonto 
Tio vs t o « Resp. Convergente, 
2 Es E + à : Di 
T+SAt TA ivergente. 
2 2 2 2 
5 gaga bu ve o deals Convergente 
3 3 3 8 
4 1 atrstaa to aan 1 Convergente 
5 VE 
4n a 
+ gana sat Divergente 
3 5 7 
é ioga tiras aa 
2n+1 
DUAS Convergente 
1 
7. de fre dias Divergente. 

















5 187 497 
'8. Divergente 
9. Consergente 
10. Divergente 
nm. Convergente 
12. Convergente 
35 AS + += +: 
Cs 2tacgrafa as 
n a 
“2a iDard + Divergento 
14. l+S+ithtarato+ sda Convergente 
2 QU ar E 1 y 1 
E Ene quer pós a ge 
5 q tastos tio 1. Gog3t ioga T loga | 
2 2 2 2 ? 1 
6 qhototadoe IB qtçtatar 


187. — Regra de D” Alembert. Na série geométrica. 
atartar+--- tar par .., 
a razão entre dois termos conseentivos artl e ar é à constante r. 


Sabemos que a série é convergente quando |r| <1 e diver- 
gente quando |r| 23. Pois bem, uma regra parecida com esta 
e válida para qualquer séric será explicada a seguir, 





Teorema. Seja 
(1) mtiwtato +u,taãan+ 


umo série de termos positivos. Consideremos os termos consecutivos 
gerais un € Unu € formemos a razão 


Unm 
Un 
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Procuremos o limite desta razão quando n tende ao infinito. Se 


e =lim fd! 
no “a 


então: 
T. Quando p<1, a série é convergente. 
II. Quando p > 1, a série é divergente. 
III. Quando p = 1, nada se pode dizer. 


Demonstração. I. Quando p <1. Pela definição de limite 
($ 14), podemos escolher n de tal forma grande, digamos n = m, 


que quando n 2 m a razão HA difira de p de tão pouco quanto 


se queira e, portanto, seja menor que uma fração própria r; temos 
pois, 
Um < Um; Uma S Uma <Umrt; Uma < Um! 


e assim sucessivamente. Consequentemente, depois do termo um, 
cada termo da série (1) é menor que o correspondente termo da série 
geométrica 


(2) Umr E Um? Hum +... 


Mas, como r <1,a série (2), e, portanto, também a série (1), 
é convergente ( 8186). 


IZ. Quando p > 1 (ou p= o). Seguindo a mesma linha de 
raciocínio que & anterior, pode-se mostrar que a série (1) é diver- 
gente. 

III. Quando p = 1, a série pode ser convergente ou divergente, 
isto é, neste caso a regra da razão falha. Realmente, consideremos 
a série “p”. 











1 1 1 1 1 
ltststetocto tr to 

ia no fia 

A razão de (Ga) -( e) 
rtanto lim (12) =tim (1- DV =agr=1(=9) 
onto a Um) me do 2FI Ri 
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Logo, p = ] qualquer que seja o valor de p. Mas, no $ 186 
mostramos que 
quando p > 1, a série converge, e 
quand p<l,a série diverge. 
Vê-se assim que p pode ser 1 tanto para séries convergentes como 


para divergentes. Há outros meios a se aplicar nos casos em que 
p=, mas o estudo dêles está além do objeto dêste livro. 


Não basta para a convergência que a razão entre um têrmo 
Una € O anterior 4, seja menor que 1 para todos os valores de n; 
requer-se que o limite desta razão seja menor gue 1. Por exemplo, 


” E aU Ed 
na série harmônica, a razão = é sempre menor que 1, o limite da 


razão, contudo, é igual a 1. 
O abandono de um grupo de têrmos entre os primeiros de uma 
série altera o valor dela mas não a existência do limite, 


188. — Série alternada. Este é o nome dado a uma série 
cujos têrmos 8ã0 alternadamente positivos e negativos. 


Teorema. Seuw-uwtwu-w+. 
é uma série alternada na qual cada têrmo é menor, em valor absoluto, 
que o precedente e se 
lin 4 =0, 
nos 


então a série é convergente. 


Demonstração. Quando n é par, Sw pode ser escrito de duas 
maneiras 


a) Sa = (44 — 2) + (us — us) + o + (tas — Un), 


(2 Sa = 4, — (o — us) — ++ — (ma — Una) — Uno 


Cada expressão entre parêntesis é positiva; logo, quando n 
- cresce tomando apenas valores pares, (1) mostra que S, cresce e 
(2) que S, é sempre menor que w. Portanto, pelo teorema 1. $ 185, 
“S, tende a um limite !. Mas S, também tende a éste limite porque 
Sra = Sa + uma é lim tm — O. Logo, quando n cresce tomando 
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todas os valores pares ou ímpares, S—! e a série é, pois, con- 
vergente. 





Exemplo ilustrativo. xuminar o comportamento da séric alternada 


Sorução. Cada termo é menor, em valor absoluto, que o precedente é 
ty = 1/t tende à zero quando n-+; logo, a série é convergento. 

Uma consequência importante do teorema acima é à seguinte: 

O erro que se comete desprezando os termos que seguem u, não 
excede, em valor absoluto, o valor absoluto do termo Una. 

Assim, a soma de 10 termos no exemplo acima é 0,646 e o 
valor da sério difere deste valor de menos que um onze avos. 


189. — Convergência absoluta. Uma sério diz-se absoluta- 
mento ou incondicionalmente convergente quando a série formada 
com os valores absolutos dos termos da dada série for convergente. 
Séries convergentes mas não absolutamente convergentes dizem-se 
condicionalmente convergentes. 


: Por exemplo, a série 1 — — + 





é absolttamente convergente pois a série (3), $ 186, é convergente. 
A série allemada 





é condicionslmente convergente, pois a série harmônica é divergente. 


Uma série com alguns termos positivos e alguns negativos é conver- 
gente se a série formada com os valores absulutos dos termos Jor con- 
vergente. 


A demonstração deste teorema é omitida. 








190. — Sumário. Admitindo que a regra de D'Alembeit, 
S 187, subsiste sem fazer restrições sobre os sinais dos termos, po- 
demos resumir nossos resultados nas seguintes 


DinbrRIZes GERAIS PARA O EXAME DO COMPORTAMENTO DE 
UMA SÉRIE 


mtu tatuado ut Ua+ 
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Se se trata de uma séric alternada exjos têrmos não crescem em 
valar absoluto e são tais que 


lim 4 =0, 
então a série é convergente. 
Pa do E É Una 
Se a série não está nas condições acima, formamos a razão “2 


e a seguir calculamos o limite abaixo: 


tim (ee 

im (TO) =p. 

ns Un P 

1. Quando |p| <1,a série é absolutamente convergente. 


Il. Quando [po] >1, a série é divergente. 


IH. Quando |p| = 1, nada se pode dizer. Confrontamos, então, 
a série com alguma que sabemos ser convergente, como 


atarra?rast--; (r<1) (série geométrica) 
LS + (PD) (obrio cp?) 


ou então com alguma que sabemos ser divergente, como 





ne rda da ; (série harmônica) 


“5 (p<1) (sério “pr. 





Exemplo ilustrativo 1. Examinar o comportamento da 
E Pupa RR PRN É 
lentiptstp+ 


Sorução. Aqui 





e a sériv É convergente. 
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Exemplo ilustrativo 2. Examinar o comportamento da série 
u t2 13 


10 Fo: tag do 


Sorução. Aqui meiZ, wtl= 








e a série é divergente. 


Exemplo ilustrativo 3, Examinar o comportamento da série 


1 1 1 
Targa toa to: 





SoLução. Aqui um = unti= 





Qn-1n2n" Qn+n(gn+D 
Un + Qn—-1)2n 4n?—-2n 


im Qn+tQn+d Anfqn+a' 





4? —-2n 


endm a ronas o! 


pela regra do $ 18. Logo, a regra de D'Alembert falho. 


Mas, confrontando a dada série com « série “p”, quando p = 2, precisamente 
1 1 1 
Lrgta tato 


vemos que ela é convergente, pois seus termos são menores que 08 correspon- 
dentes da sério “p”, a qual vimos que é convergente. 


EXERCICIOS 


Examine o comportamento de cada uma das seguintes séries 


3 34 BY BN 
1. re) (E) + 


Resp. Convergente. 





As 


a 


2. = +5+ + &+ .. E Convergente. 
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5 a + Es Resp. Divergente 
2 2.22 
&- qt EE ERR 
Convergente. 

5 : + : ha o - > . Convergente. 
6 : + : E - + --*. Convergente 
7 à+ E Convergente. 
8. ++ 5 Divergente 
» Sã Ltontantrat 
u. A+ + 


191. — Séries de potências. Série de potências de uma varid- 
vel; digamos %, é uma série do tipo 

<1) wtaztaxtav+-, 
onde Go, G, G» ... são números independentes de 7. Os expo- 
entes de z são números inteiros positivos e se sucedem em ordem 
crescente. As séries de potências são de importância primordial 
no estudo do cálculo. 

Uma série de potências em x, pode ser convergente para todos 
os valores de z, para nenhum valor de x, exceto 2 = 0, ou pode 
ser convergente para alguns valores de z diferentes de O e diver- 
gente para outros valores. 


Vamos examinar (1) só para o caso em que os coeficientes são 


tais que 
lim (=) EA 
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onde L é um número determinado. Para ver a razão disto, façamos 
a razão ($ 187) entre o termo de ordem n+ Le o anterior, omi- 
tindo o primeiro termo; temos: 














Temos dois casos: 





1 SeL=0,a série (1) converge para todos os valores de z, 
| pois p = 0. 


II. Se £ não é zero, a sério convorge quando zL (= p) é menor, 
em valor absoluto, que 1, isto é, quando z está no intervalo 





e diverge para todo valor de x fora dêste intervalo. 


| 
|- 
A 
a 
A 
Im 








O intervalo em questão chama-se intervalo de convergência da 
série. Nos extremos a sórie pode convergir ou não, devendo cada 
um deles ser examinado separadamente. Dada uma série de po- 
tências e feita a razão entre o têrmo gerale o anterior, o intervalo 
de convergência é, pois, determinado pela regra do $ 187. 





Exemplo ilustrativo 1. Achar o intervalo de convergência da sério 


(2) 





Sorução. A razão é nêste caso 


2 








tam e. 
=—-—ss. Ora, lm E ss =1 
tn mr rosa + IR Odo 
| pelo $ 18. Portanto p= — ze a série converge quando x é, em valor absoluto, 
! menor que 1 e diverge quando é, em valor absoluto, maior que 1. 
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Examinemos os pontos extremos. Fazendo z = — 1 em (2), obtemos 





à qual é convergente (confronta-se com a série “p” com p > 1). 


Fazendo z = 1 em (2), obtemos 


1 
eq 





que é uma série alternada convergente 


A séric do exemplo acims tem [ — 1, 1] como intervalo de convergência. Este 
pode também escreve-se —1<z<1 ou indicado gráficamente como segue 


ERR Pg 


Exemplo ilustrativo 2. Determinar o intervalo de convergência da série 





2 sd 2 gm 
tt tinta 


Sorução. Omitindo o primeiro têrmo, temos 





Ora, lim l 


di nano * Logo, a série converge para todo valor de x. 


EXERCÍCIOS 


Para que valores da variável são Representações gráficas dos 
convergentes as séries seguintes: intervalos de convergência * 


ape. = 
à lzsritatpooo. Resp —1<z<1. 4 —& 


. Resp. -1<751, qm lo 


100 q 


5 etrtrprtp.... Resp. —I<z<]i RR pa 


-1 o q 





* Os pontos extremos que não estão incluídos nos intervalos de convergtacia tem círeulos 
Usados em turao de si. 
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a sra EA. Resp. -Ig2<l 
2,2 Todos os 
. 1 Ta To E 
ê tetjt ER Resp valores de 2. 
Todos os 
* valores de 0. 
Todosos 
* valoresde q. 
SIS. 














cap, XIX 
“4 
- | tes 
º 
—. + 
º 
-s, +oo 


Resp. —1<z<l. 


2 3 
1 lost + -18281, 
E a? Ea a 
mn. 3 anta gut —2<r52. 
2 393 4 
12. 2+ 22, Eca SE ia mbps Todos os valores. 
EE 
z 1.32! 1.3.52º 
Is ltogtagatzagm ro -2<a<a 
ax | air? atas are 1 1 
et tiot o tato 020 —qers 
«(a>0). Resp. -uga<a. 
Todos os valores. 
1 2x 3a? 4x3 
Mm stamtagntagro —6<r<6 
is stilo Hot. 
z 2x? 32 42! 
Ro a race 
Loro 2 pe pa 
o q+7+T+S E Rd o a O 
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10x, 1002? 1000 2º 


2 
na q + E qo E: 2. 4+5 End st =+ 





ED a 
E ad Da CR 


192. — Série binomial. Esta importante série é 


mim m(m-— D(m— 2) 
Ta “+ 1:23 





(D) L+Ames 2 + 


m(m- )m-2-- 
in 


-n+1) 








+ en 


onde m é uma constante. 


Se m é inteiro positivo, (1) é uma série de m + 1 termos, pois 
todos os termos seguindo o que contém z” tem o fator m — m no 
numerador e portanto são nulos. Neste caso, (1) é o resultado ob- 
tido pela elevação de 1 + x à potência m. Se m não é inteiro po- 
sitivo, a série contém infinitos termos. 


Examinemos (1) no que concerne à convergência. Temos 


omm=D(m- 9 (m-n+2 








add [23---(n—1) nda 
cmm=Dm-D-(m-n+)m-n+D 
Ê fes r23--(n>-Dn à 
Logo, de monti, (RHl o), 
Un n n 
Como Jim a) = — 1, vemos que p= — £, 
no 


e a série é convergente para z menor que 1, em valor absoluto, e 
divergente para x maior que 1, em valor absoluto. . 
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Do estudo da série de Maclaurin, $ 194, resulta o seguinte: se 
m não é inteiro positivo e se [x] < 1, o valor da série binomial é 
igual à (1 + 2)", isto 6, 

m(m— |) 

o drop TES Dae. (fe<1) 

Se m é inteiro positivo, a série é finita e igual também a (1 + «)" 
para todos os valores de 2. 

A igualdade (2) exprime o teorema binomial especial. Podemos 
também escrever 


(3) (a+br=ar(i+ar, sez= o. 


Desse modo, o primeiro membro de (3) pode também ser ex- 
presso como série de potências. 

Damos abaixo exemplos de cálculos aproximados pela sério bi- 
nomial, 


Exemplo ilustrativo, Achar /630 aproximadamente, usando a série bi- 
nomial. 


Socução. O quadrado perfeito mais próximo de 630 é 625. Iserevemos, 
então 





Es 
2 


VD = VB5 +58 = 25 (1 +515) 


Escrevamos agora a (2) com m = 3; temos 


í 
G+ot=lrje feriado. 


1 
125 





Néste exemplo, x = 1; = 0,008. Logo, 


1 
(1+ E)? = 1 +0,004 — 0,000008 + 0,000000032 + --.. 





ES 
(4 25(1 SE +) =25+0,1 — 0,0002 + 0,0000008 = 25,099801 
(a menos do algarismo no sexta casa decimal). Resp. 

A série em (4) é uma série alternada e portanto o erro na resposta é menor 
que 0,0000008. 
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195. — Outro tipo de série de potências. Usamos frequen- 
temente séries do tipo 


DO bthlr-a+bla-a + + bar — ar + 
na qual a e os coeficientes bo, by, --:; Da "o" são constantes. Tal 
série diz-se de potências em (x — q). 

Apliquemos a regra de D'Alembert a (1), como no $ 191. 


Se 








tim b 


no bn 


teremos, para qualquer valor fixo de 2, 


p = lim tutto dM. 
Un 


n>s 


Temos dois casos: 
1. Se M=0,a série (1) é convergente para todos os valores de x. 
11. Se M não é zero, à série (1) converge no intervalo 
a-q<r<a 
E +mm 
Exemplo ilustrativo, Examinar o comportamento da série 


= Be 
I-(0-D + T+ 


no que concerne à convergência. 


Sorução. Omitindo o primeiro termo, 


EEE 
a n41€ D. 


males 


Logo, lol = [= —1|,e portanto a séric converge quando x está vom- 


preendido entre 0 e 2. O extremo 2 pode estar incluído. 
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EXERCÍCIOS 
1., Usando a série binomial, mostre que 


1 
1+r 





=lI-2pr-ga4.... 


Verifique o resultado dividindo diretamente. 


Usando a série binomial, achar aproximadamente os valores 
dos seguintes números 


t 





2. 98. 5 4/35. 8. Vo Mm. o 
sro L 1 31158 

120. 6 —s Me (sta 12. sp 

Ré 412 Vas 125 
a 1 1 “7 
n/630. 1 >=. 10. 5. o. ql. 
412 30 16 


Para que valores da variável é convergente cada uma das se- 
guintes séries? 











14, (2+1)— fetur + (E Em, . Resp. —2< 150. 
q testx (= 
15. + pos: 0OsSa<2 
E V3 va 
a 
16. 2a ++ Semed decir “-. — Todosos valores. 


( (e-2p , (22x 


a toa to 
18. 1—2(22—-)+3(2Cr- 3 4(Qro 34 


z>3, (2-3 (3 (2-3 
toma tosa Foge to 





2 
17. Lt(g- D+ + 











19. 
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DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE 


194, — Série de Maclaurin. Estudamos neste capítulo o pro- 
blema do desenvolvimento de uma função em série de potências, 
ou, em outras palavras, o da representação de uma função por uma 
série de potências. 


Uma série de potências em z convergente é, ôbviamente, uma 
função de x definida para todos os valores do intervalo de conver- 
gência, Podemos, pois, escrever 


DD iO=atarztaz+t.. tam... 


Perguntamos: quando uma função é representada por uma série 
de potências, como são os coeficientes ao, Mm, ..., Gn, etc., desta 
sério? Para responder a esta pergunta, procedemos assim: 


Ponhamos x = 0 em (1). Temos 

2) I(0) = as. 
Logo, O primeiro coeficiente a, em (1) está determinado. Admitamos 
agora, que a série (1) possa ser derivada termo & termo e que essa 
derivação possa ser continuada. Teremos então 


fwg)=a+rZag+ 30 +... + nagar! 4. 
(3) f'(a) 
id)=6a+.. +r(n—D(n—2antt+. 





2utbar+.. +nln— Daatt+. 


etc. 
Pondo z = 0, temos 
(8) 10) = a d'O) = as FO = Boss... SPO) = |nam 


451 





452 DESENVOLVIMENTO EM SERIE car, XX 


“Virando de (4) os valores 1, Q», ..., An, etc., e substituindo em (1), 
temos 


CD IO=H0="(0 +10) 





EA ra A 


Esta fórmula exprime j (x) como uma sério de potências. Dizemos 
“a função f(x) está desenvolvida numa série de potências de q”, 
Esta é a série de Maclaurin*, 

Agora é necessário examinar (4) criticamente. Para isto, tendo 
em vista (6), 8 124, podemos escrever, pondo a=0 e b=xz na 
fórmula recordada, 


gra 


++ JD(O) A 





O IO + O; +R, 





onde R = IM) p . (O<m<a) 


O termo R diz-se o resto depois do n-egésimo. O segundo membro 
de (5) coincide com a soma dos 7 primeiros da série de Maclaurin. 
Indicando esta soma por Sw à (5) torna-se pois 


=R. 





IJm=S+R, ou jf(r)—s 





Admitamos agora que, para um valor fixo « = «o, R tenda a zero 
quando n tende ao infinito. Então S, tenderá a f(x) (8 14), isto 
é, a série de Maclaurin converge em x = ce seu valor é f(x). 
Temos, assim, o seguinte resultado: 


Teorema. Para que q sério (A) seja convergente e represente a 
junção f(x) é necessário e suficiente que 


(6) lim R=0. 


po 
É usualmente mais fácil determinar o intervalo de convergência 
(como no parágrafo precedente) do que a veracidade de (6). Mas 


nos casos simples os dois são iguzlmente fáceis. 





* Do Colin Mselsucin (1698-1745) que [or primeiro a publicou em seu “Trestise of Fluxie 
(Edimburgo, 1742). Nu realidade, a aórie é devida 8 Stirling (1 





21770). 
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Para uma função f(x) ser representável por uma série (4) é, 
ôbviamente, necessário que 2 função e as suas derivadas de todas 
as ordens sejam finitas. Isto, contudo, não é suficiente. 


Exemplos de funções que não são representáveis por uma série 
de Maclaurin são 





nz e ctgr, 





pois ambas são infinitas quando x = 0. 


O estudante deve notar a importância de um desenvolvimento 
como (4). Ele intervém sempre que se quer calcular uma grandeza 
com dado grau de aproximação, uma vez que substitui uma função 
cujo valor num ponto é, eventualmente, difícil de se calcular, por 
um polinômio de coeficientes constantes e portanto cujo valor num 
ponto é sempre mais fácil de ser computado. Evidentemente, o 
polinômio deve ter tantos termos quantos necessários para dar o 
grau descjado de aproximação. 


No caso de uma séric alternada ($ 188), o erro que se comete 
parando num dado termo do desenvolvimento é, em valor absoluto, 
menor que o termo, 


Exemplo ilustrativo 1, Desenvolver cos z em série e determinar para que 
valores de « cla converge. 


Sorução. Derivando e depois pondo 2 = 0, obtemos 





S(a) = cosa, 


Fa) =— sena, 10) =0, 
Fa) = — cosz, Fo=-a, 
f(x) = sen x, FO=o, 


SY'(a) = cos x, 
P(g=-snz 
Pi() = — cosa, 
ete, 





Substituindo em (A), 
A VR 


7 =1-— º 
[9] cos 7 atas 





Confrontando com a série do Problema 8, $ 191, vemos que à série con- 
verge para todos os valores de 2. 
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Resultado para sen 3, temos 


2, 
Ea 
E 


(8) senz=7— 





a qual converge para todos os valores de « (Problema 7, $ 191). 


Em (7) e (8) não é difícil mostrar que o resto R tende a zero quando n 
tende ao infinito, para qualquer valor fixo de x. Consideremos (7). Podemos 
escrever a derivada n-egésima sob a forma 


AM) (2) = cos (: + =). 


Logo Recm(a +00) E 


Ora, cos (a + EB) nunca excéde 1 em valor absoluto. Por outro lado, 
o segundo fator de R é o n-egésimo termo da série 





a qual é convergente para todos os valores de x. Logo, o resto tende a zero 
quando n tende ao infinito (Ver (A), $ 185), isto é, (6) é verdadeira. 


Do exemplo acima vemos que 





Ora, vimos na página precedente que 
5" 
R= fm Edo: (0<x<az) 


Logo lim R = O se f"(x1) permanece finita quando n cresce inde- 
nos 
finidamente. 


Exemplo ilustrativo 2. Usando a série (8) achada no último exemplo, 
seleular ecn 1 com quatro decimais exatas. 
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Sorução. Aqui 2 = 1 radiano, isto é, o ângulo é expresso em medida cir- 
cular. Fazendo, pois, z = 1 em (8) do último exemplo, temos 


entes Ly Lloyd 


[ERA CAR UI : 


Somando separadamente os termos positivos e negativos, 





1 = 1,00000 Es 0,16667 
[3 
1 1 
[5 = 0,00833 7 = 0,00020 
1,00833 0,16687 
Logo sen 1 = 1,00833 — 0,16687 = 0,84146, 


com cinco decimais exatas, pois o erro cometido deve ser mendi--que E isto 6, 


menor que 0,000003. O valor de sen 1 pode, ôbviamente, ser. ealculado com 
qualquer grau de aproximação; basta para isso incluir um número súficiente de 
termos da série. 


EXERCÍCIOS 


Verificar os seguintes desenvolvimentos em série de Mactaurin 
e determinar para que valores da variável êles são convergentes. 
gra 


TR +---. Resp. Todos os va- 





a 
1 e=ltat ipa 




















lores 
E (ontem 
[5 ES +---. Todos os va: 
lores 
ND RARE PRO o) a 
3. In(l+a)=2 — 3 + 3 q E +... 
—I<z Sl 
E ar 
din (19) = ssa quo qi ps a to 
—1$7<l 
1.73, 1:3-2º 
sarcsenz=2 +52 Eoas 
N Enem 


-Qn—-B(Qn— 1) 
—1$:$1. 
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3 5 = ra gema 
6. aetgo=a- Es Ep foutem “ses 















8 n(c+)=hnast2- 
e 
= Drama 
++. —a<rsga. 


Verifique os seguintes desenvolvimentos 


Em 2x la! 
Sib mimo pe 15 + ETERAS 


4 
10. see = 14 Eq Ez Es 


11. sen (E vire 


Ache três termos do desenvolvimento em série de potências de 
x das soguintes funções 


17. cos (: cce 5. 19. mz 


8 sentx+. ww. i(F—- 3, 
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Calcule: os valores das seguintes funções substituindo direta- 


mente na série de potências equivalente o valor dado do argumento 
e tomando tantos termos quantos necessários para que o resultado 
obtido concorde com o que é dado. 


21. ec=27I82... 


SoLução. Seja «= 1 na série do Problema !; então 





Primeiro têrmo = 1,00000 

Segundo têrmo = 1,00000 

Terceiro têrmo = 0,500000 

Quarto têrmo = 0,16667... (Dividindo o terceiro têrmo por 3) 
Quinto têrmo = 0,04167... (Dividindo o quarto têrmo por 4) 
Sexto têrmo = 0,00833... (Dividindo o quinto têrmo por 5) 
Sétimo têrmo = 0,00139... (Dividindo o sexto têrmo por 6) 
Oitavo têrmo = 0,00029... (Dividindo o sétimo têrmo por 7) 








Somando, e = 2,71826... Resp. 


22. arctg = 0,1973...; use & série do Problema 6. 





23. cost = 0,5403...;use a série em (7), Exemplo ilustrativo 1. 
24. cos 10º=0,9848.. .;use a série em (7), Exemplo ilustrativo 1. 
25. senO,! = 0,0998; use a séric do Problema 2. 

26. aresenl= 1,5708...; use a série do Problema 5. 

27. sen É = 0,7071; use 1 sério do Problema 2. 


28. sen0, = 0,4794...; use a série do Problema 2. 
2,” 


p*E 





29. d=14+2+ 


+ --- = 7,3890. 


seio ++ 
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195. — Operações sobre séries. Pode-se efetuar muitas das 
operações da álgebra e do cálculo com as séries convergentes como 
as que se pode com polinômios. Os resultados seguintes são dados 
sem demonstração. 

Sejam ataztazt- tam + 
e dotbr bato + bar doe 
séries de potências convergentes. Delas podem-se obter novas séries 
de potências convergentes, como segue: 

1. Somando (ou subtraindo) têrmo a têrmo. 

(a+Hb)+(adb)z+ +(andby)a! + 
2. Multiplicando e grupando têrmos como abaixo 
ado + Cauby + aubo) 2 + (aghr + asda + aobo) aê + +. 
Exemplo ilustrativo 1, Cálculo de logaritmos. Das séries (Problemas 3 


04, 5 199) 
nltj=a-Jrio-dape., 


nt-g=-2 Jal jd-.., 


obtemos, por subtração de termos correspondentes, e usando (2), $ 1, a nova 
série 


12 cogrlasds pior) 


(6) In 

Esta série converge quando |z] <1. 

Para transformar (1) numa forma mais cômoda para o cômputo, seja N 
um número positivo. Então, pondo 


1 do d4z N41 
anqr' Ca TC ON 





(2 = 
obtemos |z] < 1 para todo valor de N. Substituindo em (1), resulta a fórmula 


1 


& na +D= un+e[sdr + +sarro + 


1 1 
+Farr +) 








rosto o.22000000200000000070 0000 
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Esta série converge para todo valor positivo de N e é cômoda para o cál- 
culo. Por exemplo, seja N = 1. Então 


1 1 
n25wy4173 


h(N+HD = 


Substituindo em (3), o resultado é ln 2 = 0,69315. 
Fazendo N = 2 em (3), obtemos 





1 1 1 1 1 
msm [LHE gti +=) nossa... 


Vê-se que é apenas necessário calcular os logaritmos dos números primos 
deste modo, pois os logaritmos dos números não primos podem ser achados com 
as fórmulas (2) do $ 1. Assim, 


mn8=n2 =3ln2 =2,07044 -.., 
ln6=ln3+In2 = 1,79176 ++ 
Os logaritmos acima são todos neperianos, ou naturais, isto é, são logaritmos 


em base e » 271828... Se quizermos achar os logaritmos de Briggs, ou co- 
mune, onde a base usada é 10, o que devemos fazer é uma mudança de base pela 





fórmula 
ora = 
EMC 10" 
Assim, log 2 = 2 2 065 ga03g..., 


lo 10  2,30258 


Na construção de uma tábua de logaritmos só alguns dos valores tabulados 
são calculados pelas séries, sendo achados os demais pelo emprêgo de teoremas 
da teoria dos logaritmos e vários artifícios que permitem a economia de trabalho. 


Exemplo ilustrativo 2. Desenvolva e? sen z em série do potências. 


Sorução. Das séries 


ensma- SD tdgo Problema 2, $ 194 


emita + Cad o to - Prob. 1, $ 194 


obtemos, por multiplicação, 


emnsmatosr TE + ttmosem if, ote. Resp. 


3. Por divisão, No exemplo abaixo mostramos um caso especial. 
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Exemplo ilustrativo 3. Da série que dá cos z Cv. (7), 5 194), ache a série 
de sec x. 


ETR 1 
Sorução. Sendo secy =-1— 
corr 


(4) eai 





procedamos assim. Escrevamos (4) na forma cos4 = 1 — z, onde 


Pod a 
66) PE ap tan 
Então 
(6) secar = =lI+rrirf+ro., 





para [2 < 1 (problema 1, $ 193). 
De (5), temos a série 


PRE E 2) ; 
P= "a “+ termos de grau mais alto. 


; 
ans. 


Substituindo em (6), obtemos 


1 5 6 
da: A e ? 
Rer=l+ça ta tt + Resp. 


EXERCÍCIOS 


Dados In 2 = 0,69315 e In 3 = 1,09861, calcular os seguintes 
logaritmos naturais, pelo método do exemplo acima. 


1. m5=1,60944. 3. Inll =2,39790, 
2. In7 = 1,94591. 4. Ini3= 2,56495. 


Desenvolver em série as seguintes funções. 


Ss ectest=1-tpde- lap. 








“z õ 8 65 
= 2 3 ado sia 
TES lt2tçrtçor agr + 
Dm trad a 
] 2” 8” 16 * 384 * 
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é , 
senj60 1 Loc das Ba. 
ido 20 r ata tação 
VIDE 
gp MISS o dis 
cos z 6 


10. Ctgeca dat DA pato 


2 1 
nN. ciseer= > 24+2!-— qutgr+ rt. 

















2 
12. e FsnQt=28-t- Eopdus e. 
13. (aos vZ= 14 72> qut+ = q meto 
14. (+ 2aaesns= 24224 prt quo 
18. ViDzantez= e Lemos uia 
E : a 48 
16. ato a pt + 
17. VMeR = 14 Dat ata 
22 
e Ae” i +igrt 26” + 





———s 1 sra 
20. virsnd=2+ 76-76 


Para as seguintes funções achar todos os termos da série que 
envolvem potências de x menores que 2º 


21. € Feng 24. V3+ez. 
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196. — Derivação e integração das séries de potências. 
Uma série de potências convergente 


1) mtartazpar+- +agt+-- 


pode ser derivada termo a termo em cada valor de x compreendido | 
entre os extremos do intervalo de convergência e a série resultante 
é também convergente. 


Por exemplo, da série 


Ed as Ed 
enter jptipo (rt .. 
obtemos, por derivação, a série abaixo 
Ep no a 
cosz=1— Z +jr =jote 


As duas séries convergem para todos os valores de x (veja os 
Problemas 6 e 7, $ 191). 

A série (1) pode também ser integrada termo a termo ge os limi- 
tes de integração estão dentro do intervalo de convergência, ea 
série resultante é convergente. 


Exemplo ilustrativo 1. Achar, por integração, a série de ln (1 42). 


Sorução. Como Em (1+27) = » temos 


Re 
1+z 


(2 ma+ao= [OS 
o 1+z" 


1 
l+sz 








Ora, 





quando |z| < 1 (5 192). Substituindo em (2) e integrando o segundo membro 
termo a termo, obtemos 


nd += jdrã s-las. 


Esta sério também converge quando [2] < 1 (Ver Problema 2, 8 191). 


Exemplo ilustrativo 2. Achar, por integração, a série de potências que re- 
presenta arc sen x, 
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d 
SoLução. Como ,—arcsenz = temos 


da vi=E' 


z 
(8) aresens = f 
o 


Pela série binomial ((2), $ 192), pondo m = —3 e substituindo x por 
- q?, temos à 


(2 <1) 





1 
1-2? 


Esta série converge quando |z| < 1. Substituindo em (3) é integrando têrmo 
a têrmo, obtemos 


1.3.5 


FE Ed 





px 13 
+72 trt 


1% 1.3 48 13.5 2 
acsns=ato Stogg trad qr Rep: 


Esta série também converge quando |z] < 1 (veja o Problema 8, 8 191). 


Por esta série, o valor de 7 pode ser calculado imediatamente. De fato, 
como a série converge para valores de z compreendidos entre — 1 e 1, podemos 
pôr x =), o que fornece 





3 5 
” 1 RA 1 1 1 
PoLets(5) + 21(1) + “ ' 
ou m = 3,45. 


Evidentemente podiamos ter usado a série do Problema 6, 8 194. As 
duas séries convergem, se bem que não tão rápidamente como outras, que se 
obtém com processos mais complexos, e que fornecem o valor de x com um 
grande número de decimais exatas sem exigir muitos cálculos. 


Exemplo ilustrativo 3, — Usendo séries, calcular aproximadamente o valor 


1 
de f sen aí dz. 
D) 


Sorução. Seja z =2? Então 








2,8 
mena pag Problema 2, $ 194. 
EE) 
2 = — — ... 
Logo senai =? E tis , 


1 1 É 
sen sê dz = 2- E + E | axaproximadamente 
o o EMA 
E 


El au é 
=-|3748 TR R =0,3383 — 0,0288 + 0,0008 


= 0,8103. Resp. 
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PROBLEMAS 
1. Achar, por integração, a séric de arc tg x. 
2. Achar, por integração, a série de In (1 — 2). 
3. Achar a série de sec? x, derivando a série de tg x. 
4. Achar a série de In cos r, integrando a séric de tg x. 


Usando séries, achar aproximadamente os valores das seguintes 
integrais. 


+ t 
cosr dr a in (1+2) da 
a ————=. Resp. 0,3914. e — 
É A go Pepa be lioo O / cost 


Resp. 0,0295. 


LOPES 1 
cf Senta da 0,385 of, e? dz. 
o l—z o 


a 1 
1 emaraa 0,0628. 11. fma + 4) de. 
o 





1 — 
0,1481512, f «sen Ve de. 
o 


i 1 
dx. ef creosV ride. 15 Ê V2- 
o o 


197. — Fórmulas aproximadas deduzidas da série de Mac- 
laurin. Usando alguns termos da série de potências que repre- 
os uma fórmula aproximada para a função 
isão. Tais fórmulas aproximadas são lar- 















senta uma função, obte: 
com algum gran de pree 
sumente usadas em matemática aplicada. 

ie binomial ((2), $ 192), temos logo 





Por exemplo, tomando a s 
às seguintes fórmulas de aproximação. 


1+0” =1+tmz (1ºaproximação) 
S 
=1l+me+m(m- Dz (2.º aproximação); 





1— mz (1.º aproximação); 
=l-mi+imm+Aliz (24 aproximação). 


Nestas, [ºj é pequeno e m é positivo. 


Rr E 


197 FÓRMULAS DEDUZIDAS DA SÉRIE MACLAURIX 465 


Consideremos, de novo, à série seno 





(1) sen z 
Então 
(2) sent=t, 
E) 
(3) snger- o, 
ete. 


são fórmulas aproximadas. Examinemos a primeira. 

“Tomemos na série (1) valores de x tais que os termos decresçam 
om valor absoluto. Então, ficando só com o primeiro termo, O 
erro que se comete é, em valor absolnto, menor que [3 2º] ($ 188), 
isto é, 


senz=r com 





Podemos perguntar: para que valores de x a (2) é verdadeira até 
trôs casas decimais? Deve-se ter 


1 23] < 0,0005, 
isto é, lx < "/0,003 < 0,144) 1d! 
Coneluímos, pois, que (2) é verdadeira até a terceira casa decimal 


para valores de x compreendidos entre — 0,143 e + 0,1443, ou, 
em graus, para valores compreendidos entre — 8º2 e + 8º,2. 





PROBLEMAS 





1. Qual a precisão da fórmula aproximada sen rx = 1— 





6 
quando (0) z=30º? (b)x=60? ()Jr=9 0? 


Resp. (a) firro < 0,00033; (5) êrro < 0,01; (c) êrro < 0,08. 





2. Quala precisão da fórmula aproximada cosz=1— 


E) 
quando (a) r=30º? (b)z=60? (Jr=90? 
Resp. (a) Erro <0,0032; (b) erro < 0,05; (e) êxro<0,25. 
3. Qual a precisão da fórmula aproximada cs=1—% 
quando (0) r=0,1? (6b)z=0,5? 
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3 
4. Quala precisão da fórmula aproximada aretg x = x — e 


quando (0) z=0,1? (b)z=0,5? ()Jr=1? 
Resp. (a) Erro < 0,000002; (b) êrro < 0,006; (e) erro < 0,2. 


E ê as 
5. Quantos termos da série senz = 7 — ER Bo são 
necessários para se ter sen 45º com cinco decimais exatas? Resp. 4. 
2 ÇA 
6. Quantos termos da série cosz = 1 — fr + E — ... são 


necessários para se ter cos 60º com 5 decimais exatas? 
2 à 
7. Quantos termos da série In (1+z)=z— o + ç — 1... SãO 
necessários para se ter log 1,2 com 5 decimais exatas? Resp. 6. 
Verifique as seguintes fórmulas aproximadas 








sent , al RE 

& poço t+ 2 fe dz=C+2 ET 
cos x a? a a 

Sd gel+ho. 13. Sfina-sas=o- 
aos ct eos Q= 1-0 +. 14. Sacsncarecrã + E 

3 272 

mn. foosvrdr= cpa 15. Setsngm-cs SE 





198. — Série de Taylor. Uma série de potências em z con- 
vergente serve para calcular o valor da função que ela representa 
em pontos z suficientemente próximos do zero. Para calcular o 
valor de uma função num ponto x próximo de um ponto q usa-se 
séries de pctências em x — a (ver $ 193). Vamos agora desen- 
volver uma função em série de potências de x — a, sendo q um ná- 
mero fixo. 


Admitamos que 
OD im)=dotbdilz-a+bele-a+...+bdz-ar+..., 


& que a série represente a função. A forma que, necessàriamente, 
devem ter os coeficientes bo, by, ..., bm, etc. obtém-se como no 
'$ 194, isto é, derivamos (1) em relação a x, admitindo que isto seja 





(oo 
$ 198 SÉRIE DE TAYLOR ast 


possível, e continuamos o processo. Obtemos assim 


PlO=-bt2bl- + + nato ari, 


Hg = Qto ta(n— Dblz— art4 o, 
etc. . 
Pondo x = a nestas equações e em (1) e tirando os valores de 
do, by, ba, **-, temos 
E (a) 
d=I(0), dr='(a), mB, no... 


Substituindo estes valores em (1), vem 





D 10-10 +05 Cy praE 
+ sonça Ema 


+. 


A série obtida diz-se série de Taylor.* 
Examinemos (B). Tendo presente (9, $ 124, na qual se pôs 





b =, temos 
2 0 -10+1088+ sen Td +, 
onde reptutça (a<m<z) 


O têrmo R diz-se o resto depois do n-egésimo têrmo. 
A série do segundo membro de (2) difere da soma 8, dos n pri- 
meiros térmos da série de Taylor pelo número R, isto é, temos 
ID=S+R, o JmO)-SM=RBR. 


Admitamos agora que, para um valor fixo x =%, o resto R 
tenda a zero quando n tende ao infinito. Então 


(3) lim Sa = f(x), 


| e (B) converge em x =x, e seu valor neste ponto é f (x). 
Fa, 
* Publicado pelo Dr. Bruvk Taytor (1085-1781) vo meu “Metlodus Incrementurum" (Londres 
1715) 
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Teoneva. À sério (B) representa a junção nos valores de x, e 
sômente naqueles valores, para os quais o resto tende a zero quando 
u tende ao infinito. 


Se a série converge para valores de x para os quais o resto não 
tende a zero quando » tende infinito, então para tais valores de 


za série não converge para o valor f (x). 





É usnalmente mais fácil determinar o intervalo de convergência 
da série do que os valores de z para os quais o resto tende a zero, 
mas, nos casos simples este conjunto de pontos e o intervalo coin- 





cidem. 
Quando os valores de uma função e os de suas derivadas suces- 
ão conhecidos e finitos para algum valor fixo da variável, 
a, então (B) é usada para achar o valor da 
de « próximos de a. 


sivas s 
por exemplo para 
função para valores 

A fórmula (B) é também chamada de desenvolvimento de $ (x) 
' mena vizinhança de x = a. 











! Exemplo ilustrativo 1, Desenvolver hz em sério de potências de « — 1 








Souirção. Sw) = a, 11)=0, 
! a 
fw= sm=1, 
: E ty =—1, 
ra ru=2, 
ete., ete. 
Substituindo em (B), nz =2 >] > Sir PA (eo. Resp, 











série converge pura valores de « compreendidos entre e 2 e é o do- 
de z=1. Ver o exemplo ilustrativo 





senvolvimento de In x numa vi. 


do $ 193. 


de potências de 3 — e 





Exemplo ilustrativo 2. Desenvolver cos z em & 
com quatro termos. 


7 o . 
st =coszeu =". Temos, pois, 


+ 
16) = cosz, (5) - 


SoLrção. Age 
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fm=-sma y (5)--+. 
É v2 


PmD--csz q (=) =— 


Poem pr (E ) - 
ete, 


ete, 








A série é, portanto, 





RR CR 
va vz à 





O resultado pode ser escrito sob a forma 


, 1 ” 1 ” 
cascogm [1 (2-5) 4-2) (2-5) .] 


=sº 


Ia 


Culeulemos, com a fórmula obtida, cos 50º. Temos neste caso x — 


2 
expresso em radianos, ou seja, 2 — E = 0,08727: logo, (: E 5) = 000762, 


3 
(- - :) = 0,00066. Substituindo na série acima, temos cos 50º = 0,64278. 


s decimais fornecem cos 50º = 0,64279. 





Tábuas com 5 e 


199. — Outra forma da série de Taylor. Ym (B), $ 198, 
substituindo a por «o e z— a por h, isto é pondo z=a+h= 
= xo -- À, temos 


(O) It) = Im) + SG) EE It) 





a! 
rj — + + 
+ St (ra) E 


Nesta segunda forma o valor de f (7) quando x toma 9 valor xo + A 
é desenvolvido em série de potências de à, acréscimo dado a zo. 


Exemplo ilustrativo, Desenvolva sen z em série de potências de À quando & 
passa de x a zo +. 
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SoLução. Aqui f(x) = senxe j(zo + h) = sen (m + À). 


Derivando e dis 
pondo as cousas como absixo: 


J(x) = sena, Í(xo) =senzo, 
S (2) = coaz, “F' (zo) = cos zo, 
fia =-—snz 4º (0) =— sen my, 
cte., ete. 


Substituindo em (C), obtemos 


à » » 
sen (zo + h) = sento + cosão 7 — seno; —cosão qe. Resp, 
EXERCICIOS 


Verifique os seguintes desenvolvimentos em série de Taylor 


Er em e[i+ 6-0 + es...) 


v— a? 
2. pis no aaa! ) sena — 




















[2 
-o . 
Ma cosa + +. 
—- a 
3. cosz=cosa-(r-—a)sena — Ep Peosa + 
+ Emas 
z a? E 
4 n(ato)=naro- sata to 


2 


Ea 
5. cos(a+ta)= ton a. E Ben 0 5 fas 





6 te(z+Hh) =tgr+hseiz+h'seciztga + . 


7. gripe sarah LED 


E TT SR 
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8. Desenvolva sen x em série de potências de z — E + com 


4 termos. 
(es) 
= 
Resp. Ea a q) E a, 
(-5) 
= — 
3.) 


[ER 








9. Desenvolva tg x em série de potências de x — E com 


3 termos. 
ç 
Resp. me=1+2(2- 5) ro(2- 1) pe. 


10. Desenvolva In z em série de potências de « — 2 até o ' 
quarto termo. 


11. Desenvolva e* em série de potências de z — 1 até o quinto 
termo. " 
12. Desenvolva sen E + 2) em série de potências de z com j 


4 termos. 


13. Desenvolva ctg G + x) em série de potências de z com 


4 termos. 


200. — Fórmulas aproximadas deduzidas da série de 
Taylor. Obtém-se tais fórmulas tomando para valor da função 
a soma de alguns termos da série (B) ou (C). Por exemplo, se 
$(x) = sen x, temos (ver Problema 2, $ 199) 


<1) senz = sena + cosa(r — a) 


como uma primeira aproximação. 

Uma segunda aproximação resulta se tomarmos três têrmos da 
série, ou seja 
(e — a)? 


(2) senz=sena-teosa(r-—a)-— sena E 
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De «D, transpondo sen a e dividindo por x — a, obtemos 


seng — sena 
(3) di 


= = CB q. 
s—u 


Como cos a é constante, isto significa que (aproximadamente) 
A mudança no valor do seno é proporcional à mudança no ângulo 


para valores do ângulo próximos de a. 


A fórmula (3) ilustra a interpolação por partes proporcionais. 

Exemplo ilustrativo 1. Seja, por exemplo, a =39º = 0,5236 radiano e 
vamos culcular os senos de 31º e 32º pola fómmala aproximada (1). Como 
t— a = 1º = (MUITAS radisno, temos 





sem 1º = sen 30” + cos 30º (D,01745) 
= (45000 + 0,8660 X 0,1 745 
= (1,500 + 0,0151 = 0,5151. 


Semelh mtemente, sen 32º = 20 307 + cos 30º (0,03409) = 0,5302, 


Temos aqui 


apenas três decimais exatas. So: q 
podemos usur (2). 


Assim 





mos muis precisão 


o 
sen 31º = sen 30º + cos 30º (0,01745) — (o,01745)? 





= 0,50000 + 0,015H — 0,00008 
= 051503. 


sen 32º = sen 30" 4 cos 30º (0,03490) — sen O (u,03490)? 








OU0O + 0,03022 — 0,00030 
= 0,52442, 





Agora lemos quatro decimais exatas. 


De (C) deduzimos fórmulas aproximadas para o acréscimo de 


$ (e) quando x varia de xy a cy th. Reslmenie, passando para o 
primeiro membro o primeiro tênno do segunda, obtemos 





[O Put) — S (10) = 3 (ro) t+ f(x) 





O segundo membro exprime o acréscimo de f(x) como uma série 
de potências no acréscimo de x (=h). 
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De (4) deduzimos como uma primeira aproximação. 
(5) Io +rbD-Ie)=f a). 


Esta fórmula foi usada no $ 92, pois o segundo membro é o valor 
da diferencial de (x) para v= zm € Ar = A. 


Como segunda aproximação, temos 


(6) Seo th IC) = (eo) h+ f(x) x. 


Exemplo ilustrativo 2. Calcular o acréscimo de tg 2, aproximadamente, 
quando 2 varia de 45º a 46º, por (5) e por (6). 


Sortção. Do problema 6, $ 199, se z = zu, temos 





te (zo +h) =tgxo +seclzçh + sec zotgaçht pe. 
Nêste exemplo zo = 45º e tg 29 = 1, sectry = 2. 
Ora, h = 1º oxpresso em radianos = 0,01745; logo, por (5), 
tg 46º — tg 45º = 2 (001745) = (,0349; 
por (6), tg 46 —tg 450 = 0,0340 + 2 (0,01745)? = 0,0349 + 0,0006 = 0,0855. 


Da segunda aproximação obtemos tg 46º = 1,0355, com quatro decimais exatas. 
PROBLEMAS 


1. Verifique a fórmula aproximada 
In (10 + 2) = 2,303 + eme 
Culcule o valor da função por esta fórmula e compare o resul- 
tado com o fornecido pelas tábuas, quando (a) e=—0,5; (b) «=—1. 
Resp. (a) Fórmula, 2,253; tábuas, 2,251. 
(b) Fórmula, 2,203; tábuas 2,197. 


2. Verifique a fórmula aproximada 


sen - +:) = 0,5 + 0,88604. 


Use a fórmula para calcular sen 27º, sen 33º, sen 40º e compare 
os resultados com os fornecidos pelas tábuas. 
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3, Verifique a fórmula aproximada 

T 

(T+2)- 1+220+422º 
Use a fórmula para calcular tg 46º, tg 50º e compare seus resul- 
tados com os fornecidos pelas tábuas. 

4. Verifique a fórmula aproximada 

cosz = cosa — (x — a) sena. 
Dados 

cos 30º = sen 60º = 0,8660, 


cos 45º= sen 45º = 0,7017, 
cos 60º= sen 30º = 0,5, 


use a fórmula para calcular cos 32º, cos 47º, cos 62º e compare seus 
resultados com os fornecidos pelas tábuas. 


OUTROS PROBLEMAS 


+ 
1. Dada a integral detinida /º aéln (1 + 2) dz, 


(a) obtenha o seu valor, por série, com 4 decimais exatas. 
Resp. 0,0009. 

| (b) obtenha o valor pelo cômputo direto e compare com o 

valor aproximado obtido em (a). 





(c) prove que se se usa n termos da série para o cômputo, o 
1 
êrro é menor que ECOS IC 
2. Dado f(x) =e Peso. 
(a) mostre que JW (x) = — kf(2). 
(b) desenvolva f (x) com a séric de Maclaurin até o sexto têrmo, 


no ” 1 
(c) qual o coeficiente de xi? nesta série? Resp. — ale x 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS * 


201. — Equações diferenciais — ordem e grau. Equação 
DIFERENCIAL é uma equação onde figuram derivadas ou diferenciais. 
Frequentemente as temos empregado, como nos exemplos ilustra- 
tivos do $ 139. Um exemplo simples de equação diferencial é 
(Exemplo Ilustrativo 1, $ 139). 

dy 


(1) E =2z, 


Integrando, achamos 


(2 v=2+C. 

Outro exemplo (Exemplo ilustrativo 2, $ 139) é a equação 
dy z 

É) De-L 

(8) Ea 


que, integrada, conduz à solução 
(4) 2+y=20. 


As equações (1) e (3) são exemplos de equações diferenciais ordi- 
nárias de primeira ordem e (2) e (4) são, respectivamente, as solu- 
ções gerais. 


Outro exemplo de equação diferencial é 


d 
(5) G+y=0. 


Esta é de segunda ordem, porque 


* Nésio capítulo estudamos apenas alguns tipos de equações diferenciais, procibamente, 00 
tipos mais provávoia de serem encontrados pelo Jeitor nos compéndios elementares de mecfnica 
o física. 
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A ordem de uma equação diferencial é a ordem da derivada de 
mais alta ordem que figura na equação. 

A derivada de mais alta ordem que figura numa equação dife- 
yencial pode etada de expoentes. O maior destes diz-se 
grau da equação diferencial, Assim, a equação diferencial 





VE 





(6) var, 


onde 3" e y” são, respectivamente, as derivadas de primeira c se- 
gunda ordem de y em relação a x, é de segundo grau e de segunda 
ordem. 


202. — Soluções das equações diferenciais. Constantes de 
integração. Solução ou integral de uma equação diferencial é 
uma relação entre as variáveis que figuram na equação, compatível 
com à equação. Assim, 


(1) y=asenz 
é uma solução da equação diferencial 


23 
(2) mtv=o. 


porque é uma relação entre us variáveis x e y da equação, compa- 
tível com a equação. Realmente, derivando (1) obtemos 


(3) 





e sustituídos os resultados de (7) e (3) em (2), temos 
—esenz+asnz=0, 


que é uma identidade. 
Em (1), « é uma constante arbitrária. 


Semelhantemente, mostra-se que 


(4 u=beosg 


é uma solução de (2) para cada valor de d. 








s 202 SOLUÇÕES DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS at 
A relação 
(5) y=asenz+ecosa 


é ainda uma solução de (2). Esta engloba as soluções anteriores, 
pois basta dar valores convenientes às constantes arbitrárias c € 
c» para que se tenha uma ou outra das soluções (1) e (4). 








As constantes arbitrárias c, € e» são chamadas constantes de inte- 
gração. Uma solução como (5) que contém tantas constantes arbi- 
trárias eneiais quanto é a ordem da equação chama-se integral 
geral ou solução geral da equução*. Qualquer solução obtida da 
solução geral dano valores particulares às constantes de integração 
chama-se solução particular da equação. Na prática, oblém-se so- 
Inções particulares da solução geral dando condições a serem satis- 
feitas pelas soluções particulares. 











Exemplo ilustrativo. A solução geral da equação diferencisl 


a) wW+v=0 


Ey=ceosz +cisenz (ver (5) acima). 





Achar uma solução particular tal que 


(2) v=2y=-1, quindo z=0. 





Da solução geral 

[e] v=0cosz +esena, 
obtemos, derivando, 

(4) W=-—esenz+ecosz. 


Substituindo em (3) c (4) os resultados (2), achamos e; = 2, cs = —1. Pondo 
êstes valores em (3) obtemos a solução particular desejuda y = 2 cosa — senz. 





Considera-se resolvida uma equação diferencial quando a deter- 
minação da sua solução geral foi conduzida a uma ou mais inte- 
grações, quer estas possam ou não ser cietuadas. 


Exemplo ilustrativo 1. Mostre que 


(80) v=aqrcolnz+ezsenins+znr 





* Mostras nos compêndios de equações diferonciaia que a solução geral de uma equação dife- 
rencial de ordom » tem n constantes arbitrárias. 














418 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS cap. XXI 


é uma solução ds equação diferencial 


(2 284 sMpaymalns 


Sorução. Derivando (1) obtemos 
(3) É na —c)senlns + +e)conz +lnz fi, 


(9 ata rates o) az 





++. 

z 
Substituindo os resultados (1), (3) e (4) em (2) obtemos uma identidade. 
Exemplo ilustrativo 2. Mostre que 


(5) P-42=0 
é uma particular solução da equação diferencial 
(6) 2-1 =0. 


SoLução. Derivando (5), obtemos 


w -2=0, ou seja, v=a. 


Substituindo este valor de y' em (6) e reduzindo obtemos 4x — y? = 0, o 
que é verdadeiro por (5). 


EXERCÍCIOS 


Verifique as seguintes soluções das correspondentes equações 
diferenciais. 


Equações diferenciais Soluções 
Ps RR =u+2z+eca 
“dr” xd "ro LÃ RE aro 
dy , 2dV 2 
ae de Pr ar * To ita: 
ds ds a 
mo qo 6 =) 8= ce t+ ce! 
3 2 
4 Se Ped — Ee . = + cet ceu, 


ds de dt 
3 
5 (E) —4zy spo, y=c(z— o. 


6 ra ay =0 ay=28-Ses. 
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d 
7, -2+48=0. s=acos(2L+c). 


8 ="6+132=39. 





du tu 
do Lu! 





a 

12. Cr de=8t s=2sen2t+cos2t +21. 

EU a 
dz? dz 
diz 


14. qn + 94 =5cos2t. z=cos2t+2cosBt+3sendt. 


3y=ee, y=cetrecs— fer, 


3, 
15. TE +92= 30053. 2 =ecos3t+casen 3 +% tsen3t. 


dy = ay aa 2 
16 o ay = ty, qe? +1+er. 


204. Equações diferenciais de primeira ordem e do pri- 
meiro grau. Uma tal equação pode ser posta sob & forma 


(4) Mdz+Ndy=0. 


na qual M e N são funções de x e y. As equações diferenciais 
mais comuns desta forma podem ser divididas em quatro tipos. 


Tiro I. VARIÁVEIS SEPARADAS. Quando os termos de uma equa- 
ção diferencia! podem ser arranjados de modo a que ela tome a 
forma 


D “ HJd+FWdy=0, 


onde j (x) é uma função só de x e F (y) uma função só de y, diz-se 
que ela é de variáveis separadas. O processo usado para pô-la sob 
a forma (1) chama-se separação as variáveis. A solução de (1) é 
obtida por integração direta. Integrando (1), obtemos a solução 
geral . 
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(2) Sima fra =, 


onde c é uma constante arbitrária. 

Às equações que não são dadas sob a forma (1) podem, muitas 
vezes, ser conduzidas a essa forma pela seguinte regra de separação 
das variáveis. 

Proximo Passo. Elimine os denominadores; multiplique ambos 
os membros pela diferencial da variável independente. 

SeauxDo Passo. Reuna num só termo os que contem a mesma 
diferencial. Caso a equação tome q forma 


XYde+X'Y'dy=0, 





onde X, X” são funções só do x e Y, F' funções só de y, cla pode 
ser conduzida à forma (1) dividindo ambos os membros por X'Y, 


Tancermo Passo. Integre cada parte separadamente, como cm (2). 


Exemplo ilustrativo ?. Resolva a equação 










A +a)ay” 
Sorução. Primeiro passo, U+P)rydy = -9)de. 
Segundo passo Utyde-zrA+oydy=0. 


Para separar as variáveis, dívidimos ambos os membros por 
21 +24) (14%), o que fornece 





Terceiro passo, És 
erro passo, [Es 


de cdr t E sf 
Je- ire 5107 





nz-In(l+)- 3h +g)=0, 
ni ++) =2Inz-—-2C. 





Este resultado pode ser posto em forma mais condensada fuzendo — 2€ 
= In, isto é, dando nova forma à constante abitrária. Nossa solução torna-se, 
assim, 

nd + y)=nal+ne, 
WA ++y) = nc, 
Ur ry= cr Resp. 


3 204 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM 481 


Exemplo ilustrativo 2. Resolver a equação 


a(s8t+m) nte 


Sorução. Primeiro passo. azdy +2ayda = zy dy. 
Segunda passo. 2aydr +r(a— dy =0. 


Para separar as variáveis, dividimos ambos os membros por xy 


Zode | (a p)dy 
z y 


Teréniio jdind. do fã te/ã - fa SE; 


2alnz+alny-y=C, 
alnzy=0+u, 





aÃ O: 
Ingy E Es 


Passando dos logaritmos às exponenciais, este resultado pode ser posto sob 


a forma 
ERRA 
yme atas 
cur 
ou fy=et ess 


ec 
Indicando a constante e? por e, obtemos a solução sob n forma 


EA 
ry=c. Resp. 


Tiro II. Equações HuMocÊNEaS. A equação diferencial 


(4) Mdz+Ndy=0 


diz-se homogênea quando M e N são funções homogêneas de x e y 
do mesmo grau.* Estas equações se resolvem com a substituição 





(3) 


* Uma função de » e y diz-se homogêneo nas variáveis so o resultado da substituição de » 
ey por Az é Ay respectivamente (sendo À um número qualquer) «dá pára 2 função um valor igual 
ao primitivo multiplicado nor uma srta motência de À. Esta poteneia de À dizse 0 grau de to- 


moyeneidade da função. 
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Esta dá uma equação diferencial em v e x de variáveis separadas, 
para a integração da qual, portanto, usamos & regra acima. 


De fato, de (4) obtemos 





di 
(8 == 
De (3) resulta 
dy do 
(5) de z TE +ou. 


O segundo membro de (4) será uma função só de v quando for feita 
a sustituição (3). Logo, usando (5) e (3), obtemos de (4) 


(6) tvs 1), 


e as variáveis x e v podem ser separadas. 
Exemplo ilustrativo. Resolver a equação 


dy dy 
pr say SH 
Pta Rode 


Sorução. vida + (a? — cy) dy = 0. 
Aqui M = 3º, N =? — xy e ambas são homogêncas é do segundo grau 
em x ey. Temos também 


E 
do yr" 





Façamos a substituição y = ez; obtemos 


do z 
Pg tercioy 
ou vd +e(l- od =0. 


Para separar ns variáveis, dividamos ambos os membros por ex; vem 


— 4) 
dE pude o. 


fears 
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nz+tinv—-o=C 


Inm=C+o, 


0x m 60% m el 


vce. 


Mas vm es logo, à solução geral é 


2 
z 


y=ce*. Resp. 


EXERCICIOS 


Achar a solução geral de cada uma das seguintes equações dife- 
renciais. 


(Q+ryde-(3-2)dy=0. Resp. 2 +W)B-n)=c. 


1. 
2 
3 
4 
5 
6. 


cydz— (1 +z)dy=0 
a(z+3)dy— y(224-3)dz =0. 


ep=1 +22 
y=ee(r+3). 


'LExidy— V'1-yidz=0. Resp. aveseny=Inc (+ 147%). 


dp + ptgÕdo = 0. 
(1- a)dy— ytde = 0. 


7. (2 +2y)de+(21— 3y)dy=0. 


8. 
É 


10. 
n. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


18. 
19, 
z0. 
21. 


(Sr+5ydr+ (4z+6y)dy=0. 


2(r+ydr+ydy=0. 


Resp. Gn(27:+2zy + y)-aretg (+ 


(8y+10x)dx+(5y + Ta)dy= 0. 
(Qx+y)de+(2-+3ydy=0. 
V1caPas +21 Sdi=0. 
2e(32+ Ddw+(1— Qu)dz=0. 
Quda-Zedo=V2º+4 2'dr. 
(2+493) de+2 2 dy=0. 
(Zetyda + (Buy + 3 dy=0. 
du 1put 

dr 

(8429) 2 da-+(12—2) dy=0. 
2(l+y)dz— (1-2) dy=0. 
(+y) ade—- (142) y dy—0. 
(ax+b) dy- ytdr=0. 





p=ccosB. 
yinc(1-— 2)=1. 
+ dry— Ig = 
(e +m(r+29) = e. 








(e +pr+Hyf=e 
27 +2xy+3y'=e. 
sv1-44+ 2iVI-si=e. 
(Qu- 1) (1+432)=3 cz. 
1 +4cz— cit =0. 
2 + Gay = e. 
223 +3 19'4+3yº =c. 

= bre. 

“1-o 
22. (82-+9) dz+(x+49) dy =0. 
23. zyy+2) dr>(y+D dy=0. 
24. (I42)dy- (Ly) dr=0. 
25. (v-2y)dz— (2x-+y)dy=0. 








sido Db o SO add 
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6. BGr+2ydr+xdy-o. 
36r+3Wdr4Qzr4+Spdyo o. 
28. (12 + y)dr + (uy + y)dy = 0. 

29, 2yde — (2x — y) dy = 0. 


2 





Em cada um dos seguintes exercícios achar a solução particular 
que é deverminada pelos valores dados de x € y. 


30. E + ddu O z=4,y=2. Resp x +49) = 32. 
SL (t+y)de=2xydyz=1,y=0. 
32 ady-yde=Vo Pydoar=1,9=0 14y-423=0, 


35. A ry)dy=ydrgr=2,y=2. 


at — q. 





34. Achar a equação da curva que passa pelo ponto (2, 1) e 
E é . É, 
E cujo cooficiente angular é, em cada ponto, igual a— (1+ 2). 
Resp. 2º +22y=8. 


35. Achar a equação da curva que passa pelo ponto (1,0) e cujo 






coeficiente angular num ponto qualquer é igual a 





ta 
Resp. yl+a)=1—a. 


Tiro HI. Equações LINEARES. Equação diferencial de pri- 
meira ordem linear é uma equação do tipo 


; Ba py- 
(5) q tPo=0, 


onde P e Q são funções só de r ou então constantes. 


Semelhantemente, a equação 
do 

(c) Csdiged, 
dy 


“mde He J são funções só de ) ou então constantes, É uma equação 
tincer na função x da variável independente RA 
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Para integrar (B), põe-se 
(7) y=uz, 


onde z € u são funções de x a serem determinadas. 
Derivando (7) 


dy qi pt 
68) do td Td 


Substituindo os resultados (8) e (7) em (8), obtém-se 


dz du 





Ut + Pue=Q, cu 
(9) nfE+ a pn) 


Agora determina-se u integrando 
(10) E +Pu=0, 


na qual as variáveis z e y são separadas. Usando o valor de u assim 
obtido, acha-se z resolvendo & equação 


009) u 


Sa 


=Q, 


na qual x e z podem ser separadas. 


Obviamente, os valores de u e z achados dêste modo satisfazem 
(9) e à solução de (B), é, portanto, dada por (7). 


Os exemplos seguintes mostram os detalhes. 


Exemplo ilustrativo 1. Resolver a equação 


d £ 
as) E Au. 


Sorução. Esta é, evidentemente, do tipo (B), onde 


2 £ 
Pa ——— - 2 
F mao enter. 
DR bo dy E du 
Seja y = uz; então E fp, 
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Subatituindo ns dada equação (12), obtemos 


de du Que + 
“do ttdo Tas T+, ou 
de du  2u - 
(13) E (E DE) eant 


Para determinar u fazemos o coeficiente de z igual a zero. Isto dá 


du Qu 


de Ta ld 


du 2dz 


vira 





Integrando, obtemos Inu =2in(L+2z)=In(l +). 
| (14) u=( tals 


A equação (13) torna-se pois, visto ser eliminado o têrmo em s, 


EA 
vg. “ 


Substituindo « pelo seu valor dado em (14), 


& m(x+t. 
| Integrando, 
; 
E) 
as) s=2E+D o, 


Substituindo os resultados (15) e (14) em y = us, obtemos a solução geral 


E! 


z 
vB icq + Resp. 


Exemplo ilustrativo 2. Deduzo a fórmula da solução geral de (B). 
Suução. Resolvendo (10), obtemos 


| bus frio -tnk, 





* Por razões de simplicidade tomamos o particular valor sero para constante de integração 


De outro modo, teriamos u = e(i + 2)º, Mas nos cálculos posteriores c é fiualmenta eliminada 
(ver Exemplo ilustrativo 2). 
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onde In k 6 8 constante de integração; 
logo um ke-SPds 


Subatituindo este valor de u em (11) e separando as variáveis z € x, obtemos 
dam L ef Par, 


Integrando, e substituindo em (7), vem 


y=e-/Piêr (J/ cerrisas +c) - Resp. 


Observe-se que a constanto k não figura no resultado final. Por esta razão 
costuma-se omiti-la quando se integra (10). 


Tiro IV. EQUAÇÕES CUJA RESOLUÇÃO SE CONDUZ À DE UMA 
LINEAR. A resolução de algumas equações que não são lineares pode 
ser conduzida à de equações lineares mediante uma conveniente trans- 
formação de variáveis. Um tipo de tais equações é à seguinte 


dy a 
(D) a tPr= O", 


onde P e Q são funções só de z ou então constantes. 


A resolução de (D) pode ser conduzida à de uma equação linear, 
forma (B), tipo III, mediante a substituição z =". Tal expe- 
diente não é, contudo, necessário se empregarmos o mesmo método 
usando para achar à solução da equação do tipo (B). Vejamos isto 
com um exemplo. 


Exemplo ilustrativo. Resolver u equação 
E 

(16) ui alnz. gy. 

Sorução. Esta é, evidentemente, da forma (D), onde 


P-L, Q=aha, n=2 
z s 


Seia y-usentão Eu pe dE. 
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Substituindo em (16), obtemos 


Lã, q 22 
Va Pi rs =alnz, uz 


am vE+ ( +). =alnz. ut. 


Para determinar « igualamos a zero o cocficiente de z; isto dá 


du “u 

de too 
du (de 
u “2º 


Integrando, obtemos Inu = -lnz=1n à, 


(18) u=—. 
Como o termo em 2 se elimina, a equação (17) torna-se 


de 
um mana, ua, 
dz 


Ecame.ut. 


Substituindo « pelo valor dado por (18), 


de E 
do Sena 
de 
G=ana dE 
; 
Integrando, obtemos — + - ias +40, 
2 


42 2º Cadnai +30 


Substituindo os resultados (19) e (18) em y = uz, obtemos a solução gerul 


E 2 
z'adoaf +20! 
zlalra2+2C]+2-0. Resp 


v=-— 
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EXERCÍCIOS 


Achar a solução geral de cada uma das seguintes equações dife- 
) renciais. 








2y=-—r 
y=1-2z 
3y=-—2nz. 


Loy=-2e* 








14. 


15. 


By Lu cost Mt, 
nel + e dani à ado 
Ets=cost- sent. 
E, ctgt=e(I-ctg 9). 
sUoy432=0 
Erg=2+? z 


cUty= 4d 


21. 2d 


yet 22 


y=2+e, 


y=2+ ex. 


y=nr+ecs. 


e: + ee, 


= 
] 


s=t+2+esent. 


cry +2xy—-1=0. 


s=tt+ccost. 


y=e+ez. 


ept2mp-1=0, 





= sent + 


ela 


etptap—-1=0. 
s=cost+ cet. 
s=ed+esent. 


a setgt + cossect = 0, 


+y= ten 


dy ; 
Do y=rcoss ent 


da 
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dy i dy 


- 22. 23. no y4 (42 )prr=o. 





da am? = de =etltgi— 
19, ti tur oy =0. 24. a ttet=e (tgi— D. 


: Em cada um dos seguintes exercícios achar a solução particular 
que é determinada pelos valores dados de 7 e y. 


dn 24 





25. op Eesa=1,y=0. Resp. y= "(8 — e), 
db = z+1 
26 to qir=l,y=2. E 
de 
27. Ty  hytgr=seez,2=0,y=—1. y= seny — cost; 
dy 2% 
MEM io O 3:2=0,9= 9y= at (98 8, 
8 Tg ZA (141); 2=0,y=1, (1+ 1 +-(2+1) 


29. Achar a equação da curva que passa pelo ponto (1,0) e cujo 
2y 2. + 





coeficiente angular é igual! a=>— em cada ponto (x, 3). 


Resp. 2y=32"- 27-11, 


30. Achar a equação da curva que passa pelo ponto (1,1) e cujo 
2 = 
cocficiente angular no ponto (x,y) é taco, 
Resp. y(L+lna) = 


205. — Dois tipos especiais de equações diferenciais de 
ordem mais elevada. As equações diferenciais estudadas nêste 
parágrafo ocorrem frequentemente. 


(E) de” 


=X, 


onde X é uma função só de z ou então uma constante. 


Para integrar, multipliquemos primeiro ambos os membros por 
dy. Integrando depois, temos 


Sa frito 
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Repitamos o processo (n — 1) vezes. Obteremos, então, a in- 
tegral geral, a qual contém n constantes arbitrárias. 


Exemplo ilustrativo. Resolver a = 2. 


Sorução. Multiplicando ambos os membros por dz é integrando, 
E VÊ sede +G 


é 
ou Brass + 


Repetindo o processo, 


dem furiso feios foatos 


ou mm DECR + 


vo facão focas foras fonra 


ce 


aa 368 45 


+Ca+G. 
Logo v=2"-3e+av+or + Resp. 
Um segundo tipo de muita importância é 


(8) Br, 


onde Y é uma função só de y. 
Para integrar procedamos assim. Escrevamos & equação 


dy =Ydr, 
e multipliquemos arnbos os membros por y'; obtemos 
vdy=Yydz. 
Mas y' dz = dy é portanto a equação precedente torna-se 
v'dy' = Ydy 5 
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As variáveis y e y' estão agora separadas. Obtém-se, integrando, 


Br frase. 


3 segundo membro é uma função de y. Esxtraindo a raiz quadrada 
de ambos os membros, separando as variáveis « e y e integrando 
“le novo, obtemos o resultado. 


O exemplo seguinte ilustra o método. 


E E & 
Exemplo ilustrativo. Resolver = +ey=0. 


SoLução. Aqui a = au = — a?y, e portanto a equação é do tipo (b). 


Mulliplicando ambos os membros por y/ dz c procedendo como acima, obtemos 
v' dy = — atydy. 
It = sro. 

Integtando, W =V2C— op. 


d + 
Ea =VC — ap, 


pondo 20 = Ch tomando o sinal positivo do radical. Separando as vutiáveis, 
obtemos 


ou 





ay 


va 





Isto é o mesmo que = sen (az + aCs) 
= sen ax cos aC: + cosar sen ata, (4), 892 


ou cos aGs sen ar + NO, 
a 





en aCs.cos ax. 





Logo y=csemar +ecosar. Resp. 
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EXERCICIOS 


Achar a solução geral de cada uma das seguintes equações dife- 
renciais, 


a 
1 ae tê. Resp. £ 


a 
EE +et+c. 


T= cet+ cet. 


S = 








t=-—senZt+et-+ es. 
diz o a eu 
4 mae t= q tat+es 
ds a ã 
5 BENI e(s+=(ette)+1. 
rês 7 
dm 31=20%(44— De) e d+eo 
ay a P 
7. Errda ey=a+(eat+oe)! 
By, ao 
Ss qitg=o 
Resp Very -—=n(Vay +NV Trem) = 04 Za + ex 


A é 


Is 
Achart, sabendo que s=a, E =0, para t=-0. 


VE lvas +a arc sen 


19 du 2+senz. u fes nt 12 Das 
To sen * qe cosnt. % qa Ay 





206. — Equação diferencial linear de segunda ordem com 
coeficientes constantes. Iquações da forma 


dy 
(e) = 
(q) mr pt D+w= 
onde p e q são constantes, são importantes na matemática aplicada. 


Para obter uma solução particular de (6), procuremos deter- 
minar o valor da constante r de modo a que (G) seja satisi 





(ab) y=e2, 
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Derivando (1), obtemos 


Um, CU sapo 
(2) de tes a Res 
Substituindo os resultados (1) e (2) em (G) e dividindo ambos 
os membros por e':, obtemos 


(3) r+p+ga=o0, 


uma equação do segundo grau cujas raízes são os valores de r pro- 
curados. A equação (3) chama-se equação auxiliar de (G). Se 
(3) tem raízes reais e distintas 7, e rs, então 


(9 y=0r e y=e* 
são soluções particulares distintas de (G) e a solução geral é 
(5) v=gerAcer. 


De fato, (5) contém duas constantes arbitrárias essenciais e (6) 
é satisfeita por ela. 


Exemplo ilustrativo 1. Resolver 


Ey gu 


(8) qt -39mO. 


SoLução. A equação auxiliar é 


(2) P-2r-3=0 


Resolvendo (7), obtemos ss raízes 3 e — 1 e portanto a solução geral da 
equação dada é 
va +oe. Resp. 


Verificação. Substituindo este valor de y em (6), temos uma identidade. 


A equação (3) tem raízes imaginárias. Se as raízes da equação 
auxiliar (3) são imaginárias, os expoentes em (5) são também ima- 
ginérios. Pode-se, contudo, achar uma solução geral e real, esco- 
lhendo valores imaginários para c,; é c: que sejam conjugados. De 
fato, sejam 


(8) n=a+bV/>1, n=e-bV01 
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as raízes imaginárias conjugadas da equação (3). Então 
(9) elt=dethV-ie = eoaçãe/ 1, gr8r = fab Vie 2. gap be Th, 
Substituindo estes valores em (5), obtemos 
(10) q = 68 (creci + copie vi), 
Mostra-se em álgebra que* 
vi = cosbr + V—Isenbz, ecxVT = cosbr— V=Isenbr. 
Substituídos estes valores em (10), a solução geral pode por-se 
sob a forma 
(11) y=es(Acosbr + Bsenbz), 


onde as novas constantes arbitrárias 4 e B estão ligadas às antigas 
pelas relações 4 =c;+cy B=(t—c)NW-— 1, isto é, tomamos 
para constantes c; e ca em (5) as constantes imaginárias 


=H4-BVD), c=HA4BV-1). 


Dando a 4 e Bem (11) os valores 1 e O e depois 0 e 1, vemos 
que 


(12) y=e“cosbr e y=ezsenbr 


são soluções particulares reais da equação (G). 


* Beja é = 4/1 é admitamoos que & série de «z do Problems 1, $ 194, represente a função 
quando 2 6 aubstituído por ás. Então, como É* e — 1, stus —5, dt a 1, ete., tomoa 


2 PESE E 
bo oe 1 + ido — EE 
«1 Mentiie o 5 + ja tio 


Temos também, substituindo z por bz em (7) e (8), & 194, 


dit pias das 
debe I=TG tg mulemio 15 





Logo, pelo & 195, 


5 
«8 code gundo mto NE de, que 





admitindo que & sério represente s função. Os segundos membros de (14) e (15) são idênticos, 
- Logo, eibr = 008 bz + i sen bz, 
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Exemplo ilustrativo 2. Resolver 


(3) ae ty mo. 





SoLução. A equação auxiliar (3) é 





Prk= 





e r=tky 


Comparando com (8), vemos que a = 0, & = k; logo, por (11), «4 solução geral 
é 
y = Acoskr + Bsen kz. 


Verificação. Substituído este valor de y em (13), cla é sutisfeita. Con 
fronte êste método com o usado para o mesmo exemplo no $ 205 (k = q). 


Observação. Obtém-se uma forma diferente da solução fazendo 4 = (cos a, 
E = Csena no valor supra de y. Então y = Ccos(kz — q). (Por (4), p. 3). 


As raízes de (3) são reais e iguais. As raízes da equação auxiliar 
(3) serão iguais se p? = kg. Nôste caso, substituindo q por 193, 
a equação (3) pode ser posta sob a forma 








(95) P+prrip=(+ipP=0, 


e portanto rm =r:= — £p. Para o caso atual, 
2z 





(15) V=07 e y=qcr 


são soluções particulares distintas e 





(16) y=ent(e + ez) 


é a solução geral. 

Para comprovm este vesultado é bastante mostrar que a segunda 
função em (15) é uma solução da equação diferencial. Ora, deri- 
vando, temos 





CLT) qa, =ee(l tra); CE(Zr tn). 
de 





Substituindo os resultados (17) no primeiro membro de (6), 
obtém-se depois de caneclar +", 


Us) (rtentodr+2n+p. 


Esta expressão é nula porque 7; autislaz (3) e é iguala — bp, 
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Exemplo ilustrativo 3. Resolver 
Es ds 
«9) ta ts=0. 
Achar & solução particular tal que 
s=se E — 2 quando t = 0. 


Sorução. A equação auxiliar é 
P+2r+1=0, oq (+12=0 

Logo as raízes são iguais e iguais a — 1 e portanto, por (16), 

(20) s meta + est). 


Esta é a solução geral. 


Pura achar & solução particular pedida, devemos achar valores para as cons- 
tantes cy é ca tais que «s dadas condições 


s=s4e di «2 quado t=0 


sejam satisfeitas. 


Substituindo na solução geral (20) os valores dados s = 4 e t =0, temos 
4= e portanto 


(21) sm eM4 + cof). 


Derivando (21) em relação a £, obtemos 


ds 
a Sette —4— es). 


Pelas condições dadas, E - — 2 quando t = 0. 


Substituindo, obtemos — 2 = c; — 4 e portanto cs = 2. Logo, a solução 
particular pedida é s = +(4 +20. Resp. 


EXERCICIOS 


Achar a solução geral de cada uma das seguintes equações dife- 
renciais. , 
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Resp. x = ce! + cet 
g= eu + cer, 


s = eye! + estet, 


q + 162=0. z=ctos4t + csent. 


1 


às 
— 48=0. s= ee! + cet, 


d, 
+40. v=0+ et. 


de 


s = ct(c cost + cs sen 1), 


s=e(cycos2t+cesen 21), 


53. E-ge=a 
14. on a 0, 
15. 0 E+25=0 
16. +20 + 102-0. 


Nos exercícios seguintes achar a solução particular satisfazendo 


as condições dadas. 


17. 


18. 


19, 


20. 





pi +3 Dpas=0; s=0, E. 1, quandoi=0. Resp. s=e— 
Setur; t=a, EO, quando 1-0. a=a cosnt. 
G-uro 02800, quando t=0. Resp. L=emt et 
o +2 CL gy=0; 4=0,SE-- 94, quandot=0. 


Resp. y=4 (64 et). 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


dês 

ae -sã +16s=0;s= 0,:2E=1, quando t=0. Resp. s=le 
dº. Ê 

Era af geo 0, Ea, quando t=0. g=-l. 


ds 
rs + 258=0; s=4, “ar — 16, quando t=0. 
Resp. s=4 e cos3t. 
de 
da Eu 102=0; 2=1, Eua, quando t=0. 








dt? 
Resp. u=c* (cos t+-sen t). 
dês 
q + 48=0;8=0 va Liso quando t=0. 
dx 
bri 427=0; 2=10,É =0, quando t=0. 
Cris gy, 
ME +4 dt 0;y=), dt...2, quando t- 0. 
dx de 
a caqar= 04 5) quando t=0. 
dêy de de 
ES do 54 = 
ar dE + 132=0;2=2, dE t, quando t=0. 





d 
Tia 4 8 0=0; s= om 





» quando t=0. 





Para resolver a equação diferencial 


dy Mvçy 
UM) ata tus) 


onde p e q são constantes e X é uma função da variável indepen- 
dente z ou uma constante, são necessários três passos. 


Primemo Passo. Resolva a equação (6). Seja 


(22) v=u 


a solução geral. Esta é chamada função complementar de (H). 


Sgaunno Passo. Obtenha, por tentativa, uma solução particular 


(23) v=v 


2H). 
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Terceiro Passo. A solução geral de (IT) é então 
eg y=uto. 


De fato, quando o valor de y de (24) é substituído em (17), vê-se 
que a equação é satisfeita c, por outro lado, (24) contém duas cons- 
tantes arbitrárias essenciais. 

Para determinar a solução particular (23), são úteis as diretrizes 
seguintes (ver também o $ 208). (Nas fórmulas todas as letras, 
exceto x, representam constantes e x representa a variável inde- 
pendente). 


Caso geral. Se y= X não é uma solução particular de (G) e se 
X=a+rba, tomamos y=v=A + Ba; 
X = qd, tomamos y =» = Adr; 
X = acosbr + a; sen bz, tomamos y = v = A; cosbz + A, sen bz. 





Caso especial. Se y=X é uma solução particular de (G), to- 
mamos para v a forma acima multiplicada por x (variável inde- 
pendente). 

O método consiste em pôr y = v, como é dada acima, em (H) 
e determinar as constantes 4, B, 4; c As de modo tal que (H) seja 
satisfeita. 


Exemplo ilustrativo 4. Resolver 


Ly ody 
(25) dê 2d Sum 2a. 


Sorução. Primeiro passo. A função complementar u é obtida da aolução 
geral de 


Ey 


(26) ao? dy 


E-34=0. 


Pelo exemplo ilustrativo 1, acima, temos pois 
(27) v=u= ado, 


Segundo passo. Como y = X = 27 não é uma solução particular de (26), 
tomamos como solução particular de (25) 


(28) v=0=A+Bz. 
Substituindo êste valor (25) e reduzindo, obtemos 
(29) -—2B-34 -3Bz=2z. 
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Igualando os coeficientes das mesmas potências de x, vem 


—2B-34=0, —3B=2. 


4 2 


Resolvendo, 4 = 7, B = —S. Substituindo em (28), temos a colução 
particular 
4 2 
(30) v=va dog. 





Terceiro passo. De (27) e (30) resulta, pois, a solução geral 


u=utomad tecer ida Rep. 


Exemplo ilustrativo 5, Resolver 


&y dy z 
ap Sunzes 





(31) 


Socução. Primeiro passo. A função complementar é (27), ou 
(83) v=u = ter. 
Segundo passo. Aqui y =X = 2º* é uma solução particular de (26), pois 
' pode sor obtida da solução geral (32) pondo «q = 0, cy = 2. Consequentemente, 
tomamos como solução particular v de (31) 
(33) p=v=Azet. 


Derivando (83), obtemos 


[69 & =Ac(1- a) du =Ac3(e— 2). 


Substituindo os resultados (33) e (34) em (31), obtemos 
(35) Acz(z—2)-24€7(1—- 2) —-3 470? = 26%, 


Simplificando, vem — 44€7=2e7 e portanto 4 = — 4. Substituindo 
em (83), obtemos 


(36) g=o= — ju. 


Terceiro passo. A solução geral de (31) é, portanto, 
v=uto=ce +es=— ze. 
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Exemplo ilustrativo 6. Determinar a solução particular de 


Es 
Exa -2 
7 qa + ts =200821, 
ds < 
tal que s=0 e =2quando 1 =0. 


Sorução. Procuremos primeiro a solução geral. 


Primeiro passo. Resolvendo 


ds 
(38) a +4s=0, 


achamos a função complementar 


(39) s=u=ccos2t+esenZt. 


Segundo passo. Exmuinando o segundo membro de (37), observumos que 
& = 2 cos 2! é uma solução particular de (38) que resulta de (39) quando o = 2, 
c = 0. Logo, tomamos como solução particular s = de (37) 





(40) s=p=!(Ajcos2t + Agsen2t). 


Derivando (40), obtemos 


fã = Ajcos2t + AzsenZt — 2U(Agsen Bi — Agcos21). 


(41) 
lg =— 4 A,sen2t + 4 Agcos2! — 4 t(Ascos2t + Agsen 21). 


Substituindo os resultados (40) e (41) em (37) e simplificando, vem 
(42) — 4A;sen2t + 4 Agcos2t = 2c082!. 


Esta equação torna-se uma identidade quando 41 =0, 4a =. Substituindo 
em (40) resulta 


(43) s=v=JtsenZt. 
Terceiro passo. Por (39) é (43) a solução geral de (37) € 
(44) s=ccos2i+esenZi+itsendt. 


Agora devemos determinar e; é e» de modo que 


(45) s=06 Si =2 quando 1-0. 
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Derivando (44), 


(46) à = —2esen2t+2ccos2! +IsenZi+icos2t 


Substituindo as dadas condições (45) em (44) e (46), vem 
0=c, 2=2en a=0,0=1. 
Pondo estes valores em (44), à solução particular pedida é 


(47) s=sen2Zt +jtsen2t. Resp. 


EXERCÍCIOS 


Achar a solução geral de cada uma das seguintes equações dife- 


renciuis. 


1. 





2 
E +r=at+b. Resp. z=c; cost+ecs sen t+rat+b. 














a qt 
pis = qd ; Pa 8! ——. 
me tt = as, es vast + coson t+ q 
+ r=teost u=€e costte sent+2tsent. 
= +e=4sendZt v=e, cost + casen t-asen 2t. 
—-ts=at+b. s= ce! + ee L(at + b). 
— = As=2e, s= cette 2 
1 pet 
—-45=e% s -1te 
— Ig = 2eos2t s- ee+e A cos2t. 
2 á ; q 5. Jo 
+ 0y= 5x2 y=eieos3apcasendr ça or 
eo dr 
ET a USA Resp 2=0e!tegt+I1— Bt 
T=cu!+etet+8. 
ds , 
1 rBs=bes s=cdtet-gel 
a 
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dês ds , 
13. qq ig r2s=8e8. s=e!(ecost+cesent)+ 
Pº, d. 
14. q tG+ar=4A, = ce+ ce! Dt 
15. y=3cos t, y=eecos2i+esen 2!) 
+ Geost— E sent. 
2y sd) 
Tê Do lt sy=3sen 2 t v= «(e cosQthe sen 21) 
di? “a 12 
+ pensa Psendi, 
d? a? é 
17. dp +95 =3oos2t. 22. ad s= Sed. 
a dês K 
18. SE de=2sendt +83 





de 





Nos exercícios seguintes achar a solução particular que satisfaz 
as dadas condições 


1 ds 1 


27. 18 a ' quando t=0. 





1 1 
Resp. s=q ago 


8. 
28. q 


+95=9e%s 





= 3 quando t = 0. 
Resp. s=I(cos3t+ em. 
dês o ds 
29. ap +9s= 5cos2t; s=L = 3, quando t = 0). 
Resp. s=sen3t+cos2t. 


dês ds 
30, a +9s = 3cos3t; s=0, 57 = 6, quando t = 0. 
Resp. s=2sên3t+ktsen3t. 
de dr =» 1 dr 4 





“q rr Pa q» quando t=O 


Resp. a=Htpet- g1+1 
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diz E 
5 ER prIi3z= =391x= sãos, quando t=0. 
Resp. rx =etcos2t+3. 


35. de cda=al 3t;s=06,— de = 0, quando ! = 0, 











di dm 
dês 
34, ar —9s=66s=0,— 7 = O, quando é = 0, 
dy Ei sá E 
55 a — 2% =2%y= de O 0, quando « = 0. 
diz de 
a tr=2 = = =0 
36. TE +z cos2t;r = 0,— 7 , quando t = 0 
37 E ++ 45=2c0s2!!s= 9,& = 2, quando t = 0, 
= dr É 
38 — 2 +2z=2sent; 2=0, = O» quando t=0. 
dy dy dy 
ia de tôg qo Táv=2e; EH ==), quando z=(, 
dy ; 
AO: Gira di + 4 y = scnu= 0a, quando z = 0. 


207. —Aplicações. Lei dos juros compostos. Uma simples 
aplicação das equações diferenciais é fornecida por problemás nos 
quais a velocidade de variação da função em relação à variável (sam 
para um valor qualquer da variável é proporcional ao correspo 
dente valor da função, isto é, se y = f(x), 


dy 
1 O ty, 
a) ao th 
onde k é uma constante. Nesta equação as variáveis são separadas. 
isto é, trata-se de uma equação do tipo 1 ($ 204). Resolvend 
obtemos 


(2) v=cde, 


onde c é uma constante arbitrária, isto é, 2 solução é uma exponen- 
cial ($ 62). Reciprocamente, dada a exponencial (2), vê-se fácil” 
mente, por derivação, que y satisfaz (1). A ligação de (1) com a 
nome “lei dos juros compostos” mostra-se como segue: 
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Seja y = uma soma em cruzeiros acumulando a juros compostos; 
é = juros em cruzeiros sobre um cruzeiro durante um ano; 
At = intorvalo de tempo medido em anos; 
Ay = juros dos y cruzeiros no intervalo de tempo At. 


Então Ay = iyât e portanto 
5 Ay 
(3 AT 


A equação (3) diz que a velocidade de variação média de y em relação a £ 
($ 50) no período de tempo At é proporcional ao próprio y. No comércio, os 
juros são acrescentados uo capital em determinados intervalos de termpo—anual- 
mente, trintestralmente, ete.; em outras palavras, y varia descontinuamente ca 
telação a +. Mas, na natureza, à variação sc processa, no todo, de modo 
coutinuo. Dêste modo, para adaptar a equação (3) aos fenômenos naturais de- 
vemos imaginar a sora 3 acumulando de modo contínuo, isto é, substituir 
a equação (4) por 





di 5 
= = iy. 


y 
dt 
Assim fazendo, à velocidade de vuriução de y é proporcional a y o que 
está de acordo cow (1) se k = à, 
Em (1) à função y diz-se variável segundo a lei dos juros com- 


postos. 


Um segundo exemplo é fornecido pela integral geral da equação 


E) Lotytre, 





onde k o c são constantes não nulas. Realmente, pondo c = ak, 
(4) pode se pôr sob a forma 


(5) Cuto-kgy+a. 


Esta equação diz que 2 função y + a varia de acordo com a lei dos 
Juros compostos. A equação diferencial (4), ou (5), é resolvida como 
s do tipo [, $ 204. A solução é 


t6) y= ca, 
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Exemplo ilustrativo 1, A função y de 2 varia segundo a lei dos juros com- 
postos. Quando z = 1, y = 4 quando z =2, y = [2 Achar a lei, 


Sorução. Por (1) temos 
(7) ty. 


Separando as variáveis e integrando, vem 
ny=kz+0. 


Temos que achur os valores de k e C. Suhstituamos os dados valores de 
z ey Temos 


In4=k+0C, nlZ=2k+C. 


Resolvendo, k =Inl2-In4=In3 = 10986, Coln4--I3=n 5. 
4 4 
Portanto, ny =1,00862+n5, e vo petite, Rep. 


Exemplo ilustrativo 2. Dituição de uma solução. Põe-se água num vaso 
contendo uma solução sulina (ou ácida) afim de reduzir a concentração da subs- 
tância. O volume » da mistura no vaso permanece constunte. Se s = quanti- 
dade de sul (ou ácido) no instante t e se x = quantidade de água derramada, 
mostrar que a velocidade de decréscimo de s em relação a x varia proporcio- 
nalmente a s, precisamente, que 


SoLução. Como s = quantidade de sal na mistura de volume total v, a 


quantidade de sal em outro volume qualquer u da mistura é cu. 


Suponhamos que um volume Az da mistura se escoa do vaso. A quanti- 
dade de sal que escoa é o Az e portanto a variação ns quantidade de sal do 


vaso é dado por 


[C) As=— Tha. 


Suponhamos agora que um volume Az de água seja derramado no vaso 
afim de que o volume primitivo » de água seja mantido. Resulta, então, de (8) 
que à razão entre à quantidade de sal escoado e o volume de água acrescentado 
é cada por 
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Quando 47-+0, obtemos a velocidade de variação instantânea de s em 
relação a 2, precisamente, 


Logo, e varia de acórdo com a lei dos juros compostos. 
PROBLEMAS 


1. À velocidade de variação de uma função y em relação & 2 é 
iguala 1/3 de y e y=4 quando x 





— 1. Achar a lei ligando 
L 
zegy. Resp. y= 5,58€? 
2. A velocidade de variação de uma função y em relação a x 
éiguala2-yey=s8quandozr=0, Achar a lei. 
Resp. y=6e742. 
3. No exemplo ilustrativo 2, se v = 10000 galões, quanta água 
deve ser derramada para diluir 50% do sal? Resp. 6 981 galões. 


4. Lei de Newton do esjriamento. Se a diferença entre a tempe- 
ratura de um corpo e a do ambiente é de x graus, a velocidade 
de variação do decrescimento de x é proporcional a x. Se esta difo- 
rença de tomperatura cra a princípio de 80 graus e 1 minuto depcis 
é de 70 graus, qual sevá ela depois de 2 minutos? Im quantos mi- 
nutos decresce ela de 20 graus? 


5. A pressão atmosférica p sobre a superfície da terra é uma 
função da altura h em relação ao nível do mar, que varia segundo 
2 lei dos juros compostos. Admitindo que p = 15 libras por pole- 
gada quadrada quando h = 0 e p = 10 libras quando h = 10000 
Pés, achar p (a) quando A = 5000 pés, (b) quando h = 15000 pés 

Resp. (a) 12,2 libras; (b) 8,15 libras. 





6. A velocidade de uma reação química na qual x é a quanti- 
dade de substância transformada no tempo t é a velocidade de va- 
riação de x em relação a t. 


Reação de primeira ordem. Seja a = concentração no princípio 
Ea do g 5 

da experiência. Então E = k(a — x), pois a velocidade é pro- 

porcional à concentração naquele instante, (Note que q -- x, à con- 


centração, varia segundo a lei dos juros compostos). 


; 1 
Prove que k é iguala tn 
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7. Na transformação da dextrose em Jevulose, a velocidade 
de variação da quantidade transformada é proporcional à quantidade 
não transformada. Se, depois de 10 horas, 1 000 libras de dextrose 
ficaram reduzidas a 800 libras, quanta dextrose restará depois de 
24 horas? Resp. 586 libras. 

8. Num circuito elétrico com dada voltagem E e corrente i 
(amperes), à voltagem E é consumida em vencer (1) a resistência 
R (ohms) do circuito e (2) a indutância L, sendo 
smALE, ou = E - Ri), 

» equação ligando as grandezas. Sendo E, K e L constantes, a lei 
que regula o fenômeno é dada por uma equação do tipo (4). 
Dados L = 640, R = 250, E = 500e à = O quando t = 0, mostre 
que a corrente tende a 2 amperes quando t cresce indefinidamente. 
Ache em quantos segundos i atinge 90% do seu máximo valor. 
Resp. 5,9 segundos. 

9, Num condensador descarregando eletricidade, a velocidade de 
variação, em relação ao tempo, da voltagem e é proporcional a e 
e e decresce com o tempo. Dado o coeficiente de proporcionalidade 





E 


k= E achar t se e decresce 10% do seu valor original. 
Resp. 92 segundos. 

10. A formação de uma solução salina (ou ácida) pela adição de 
sal (ou ácido), mantendo constante o volume, conduz à equação 
Eq = + (o — y), onde v = volume constante, y = sal (ou ácido) 
no tanque em cada instante, 2 = sal (ou ácido) adicionado no ins- 
tante inicial. Deduza este resultado e confronte com o Exemplo 
ilustrativo 2 acima. 

208. Aplicações a problemas da mecânica. Muitos pro- 
blemas importantes da mecânica e da física são resolvidos pelos mé- 
todos explicados nêste capítulo. Por exemplo, problemas sobre movi- 
mentos retilíneos muitas vezes conduzem & equações diferenciais de 
primeira ou segunda ordem e & solução dos problemas depende da 
resolução destas equações. 

Antes de dar exemplos ilustrativos, devemos recordar que 
(S8 51 59) 


(1) v=— dq =—=rv—+ 
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onde v e a são respectivamente a velocidade e a aceleração em cada. 
instante de tempo (=) e s é igual à distância percorrida neste 
tempo pelo ponto móvel a partir de um ponto fixo, com trajetória 
retilínea. 





Exemplo ilustrativo 1, Num movimento retilíneo a aceleração é inversa- 
mente proporcional ao quadrado da distância s é é iguala — 1 quando s = 2, 
isto 6, 


(2 Aceleração = a = + A 


Tero-se também » = 5, s = quando t = 0. 
(a) Achar v quando s = 24. 
Sorução. De (2), usando a última fórmula para a, obtemos 


(3) Ga 


Multiplicando ambos os membros por ds e integrando, vem 


(a Eniro, ou Pobre 


Substituindo em (4) as condições acima v = 5, 8 =8, achamos C" = 24; 
logo a (4) toma-se 


8 
ERRA 
(5) v Gra. 


Desta equação, se s = 24, 0 = + V'2I9 = 4,93. Resp. 


(b) Achar o tempo gasto para o ponto so mover do * = 8 até s = 24. 
Sorução. Tirando v de (5), vem 


[O GagnvE Vito, 
e 


Separando as variáveis s e t e resolvendo em relação a t, achamos para 
intervalo de tempo necessário para ir de s = 8 até s = 24, 





n ta Cosa R 
é 2v2J, vers DO dl 
Nota. Usando a primeira forma em (1) para a, (2) é 
fes 
7 


que é da forma (FP), $ 205. O método de integração aqui é o mesmo que o do 
$ 205. 


E E 
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Um tipo importante de movimento retilineo é aquele em que a 
aceleração e a distância estão numa razão constante e diferem no 
sinal. Neste caso, podemos escrever. 


(8) a=— Ps, 


onde 1º = grandeza de a na unidade de distância. 

Lembrando que uma força o a aceleração causada por ela dife- 
rem apenas em grandeza, vemos que no caso supra a fótça atuante 
está sempre dirigida para o ponto s=0 e é, em grandeza, dircta- 
mente proporcional à distância s. O movimento diz-se de 
vibração harmônica simples. 


De (8) resulta, usando (1), 


ds 


És pie 
(9) qu + h's e, 


uma equação linear em s e t de segunda ordem com coeficientes 
constantes. Integrando (ver exemplo ilustrativo 2, $ 206), obtemos 
a solução geral 


(10) s=ecoskt+ csen ht. 


De (10), por derivação, 





(1) v=k(— csenkt + cocos kt. 

É fácil ver quo o movimento definido por (10) é uma oscilação 
periódica entre as posições extremas s= b a s = — b, determinada 
por 

= 27 

(12) b= Ve! + e, período = ER 


De fato, podemos substituir as constantes c; e cs em (10) por 
outras constantes be A tais que 


(13) a=bsná, c=besA. 
Substituindo estes valores em (10), cla reduz-se a 
(14) s=bsen (kt + 4), por (4), 82 


e agora a veracidade do resultado é óbvia. 
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Nos exemplos seguintes damos casos de movimentos harmônicos 
simples que são perturbados por outras forças. Em todos os casos 
» problema depende da solução de uma equação da forma (G) ou 
(41), estudadas acima. 


Exemplo ilustrativo 2. Num movimento retilíneo 


(15) a--Éo-o 


Tem-se também » = 2, s = O quando £ = 0. 
(a) achar a equação do movimento (s em termos de 1). 


SoLução. Usando (1), temos, por (15), 


ds do, 5 
(6) GrGris=o, 


tua equação da forma (0). As raízes da equação auxiliar 124r+ É = O «ão 
ne-E+vVOL n=-s=-Vo. 
Logo, a solução geral de (16) é 
ar) 8 = M(a cost + csen 0). 


Plus condições dadas, s = O quando t = 0. Substituindo estes valores em 
(17), achamos ey = O e portanto 


as) é = cor dtsent. 
Derivando para achar », temos 
(19) v=cet(— 4 sent + cost). 


Substituindo os valores dados r = 2 quando £ = 0, temos 2 = cg. 
Com este valor de cz, (18) torna-se 


(20) =2eXsent. Resp. 
(b) Para que valores de t é v = 0? 


SoLução. Quando » = 0, & expressão entre parêntesis do segundo membro 
de (19) deve se anular. Pondo esta igual a zero, obtemos imediatamente 


(21) tgt=2. 
Pura cada valor de t satisfazendo (21), » é nula. Estes valores são 
[25] £'= 1,10 +nm, sendo n inteiro. Resp. 


Os succasivos valores de t dados por (22) diferem por um intervalo de 
tempo constante 7. 
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Discussão. Este exemplo ilustra a vibração harmónica amortecida. Renl- 
mente, em (15) a aceleração é a soma de duas componentes 


231 a=- És q=-o 
G Ã a 

A vibração harmônica simples correspondente à componente ay é agora 
perturbada por uma força de amortecinento com a aceleração ay, isto é, por 
uma força proporcional à velocidade e oposta à direção do movimento. Os efeitos 
desta força “de amortecimento são duplos. 











Primeiro, o intervalo de tempo entre posições sucessivas do ponto onde 
o = O é alongado pelu força de amortecimento. De fato, pura a vibração har- 
mônica simples 


(24) a=— 8 


temos, por confronto com (8), k=Jw 5 = L,12 e o meio período é, por (12), 
0,897. Como vimos acima, para a vibração hurmônica amortecida à corres 
pondente intervalo é x. 

Segundo, 08 valores de s para as posições extremas sucessivas onde » = 0, 
no invez de serem iguais, formiun agora «ma progressão geométrica decrescente. 
A demonstração é omitida. 

Exemplo ilustrativo 3, Num movimento retilínco 

(25) ar —4s+2cos2t: 
tem-se também s = 0, v = 2 quando t =U. 

(4) achar « equação do movimento. 


Sorução. Por (L), temos, de (25: 


(25) +ds=2enZi 





A aolução particular pedida foi acleula no exemplo ilustrativo 6, $ 206, e 
é dada pela equação (47), 8 206. Logo 

(27) s=senBt FhtsonZt Resp. Y 

(b) para que valores de é será v = 0? 


Sorução. Derivando (27) para achar ve 
igualando o resultado a zero, obtemos 


(28) (2+Bcos2t+isenZt=0: 


y 
f 
H 
I 
1 
1 
t 
Í 


dividindo ambos os membros por cos 24, 
(29) tHig2t+2+41=0. 
As raízes desta equação podem ser achadas 


como foi explicado nos SS 87-89. A figura 
mostra as curvas (ver $ 88) 


(30) v=ttgl, ym—Z-t, 
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e as abseissas dos pontos de interseção são, aproximadamente, 
t=088; 280 ct. Resp. 


Discussão. Este exemplo ilustra à vibração harménica forçada. Realmente, 
em (25) à aceleração é a soma de duas componentes. 


(31) q =— la, 





2e0s2t. 





A vibração harmônica simples correspondente à componente ay com O pe- 
Híodo 7 6 ugoru perturbada por uma força com a aceleração as, isto é, por uma 
farga periódica eujo período (= 7) é o mesmo que o período da vibração harmô- 
nica simples não perturbada. Os cleitos desta força de perturbação são duplos. 

Primeiro, o intervalo de tempo entre posições sucessivas do, ponto onde 
»=0 não é mais constante mas decresce e tende a 47. Isto vê-se claramente 
da figura acima. 








Segundo, as valores de s para as posições extremas sucessivas onde v = O 
croscem neste cuso é tornam-se, eventualmente, indefinidumente grandes em 
valor absoluto. 








EXERCÍCIOS 


Em cada um dos seguintes exercícios são dadas à aceleração «e 
as condições iniciais. Achar a equação do movimento. 





1. 4=— k?s;s=0,v =, quando =. 


LO sen he é. 
k 





ttesp. s 
2. 0=-k'ss=s,v=0, quando t=0, 
Resp. s=scoskt. 


3. u=-— kiss » U = to, quando t = 0. 





4 u=6-s8=0,0=0, quando t=0, 





Resp. s=6(1 — cost). 





5 a=snZi-s;s=0,2=0, quando t= 





2Z 5 
3 sent — +sendt 


Resp. E) 





6 a=2eost-—s;s=2,2=b), quandot=o0. 
Resp. s= 2cosi+tsent. 





t a=-—-29-285s=3,2=-3, quando t=0. 
Resp. s=3etcost. 
8. a=-k's+b;s=0,2=0, quando t = 0. 





9 2=—n;s=0,r=a, quando t= 


8t-4s/3=0,2=4 quandot=0. 
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N.a=d4sent-—4s; 0,v=0, quando t= 0. 

12.0=2sen2t—- 4s;s=0,v=0, quando t= oO. 

13. 0a=—20-—-5s;s=1,v=1, quando t = 0. 

14, Dadosa=8—-45e »=0,s=0 quando t=0, mostrar 
que o movimento é uma vibração harmônica simples com centro 
em s = 2, amplitude 2 e período igual a 7. 


15. A aceleração de uma partícula é dada por 








a=5cos2t-—9s. 
(a) se a partícula parte do repouso na origem, achar a equação 
do movimento. Resp. s = cos2t — cos3t, 


Qual a máxima distância da origem que a partícula pode atingir ? 
(b) Se a partícula parte da origem com velocidade v = 6, achar 
a equação do movimento. Resp. s = cos2t+ 2sen3t — cos3t. 


Qual a máxima distância da origem alcançada pela partícula ? 


16. Responda as perguntas do problema precedente caso a 
aceleração seja dada por 


a=3cos3t-— 9s. 
Resp. (a) s=isen3t; (b)s=Jtsen3t+2sen3L. 


17, Um corpo cai do repouso sob a ação do seu pêso, encon- 
trando uma pequena resistência que varia proporcionalmente à 
velocidade. Prove as seguintes relações: 


a=g-—kv. 
= Brad — et, 


D(ppet 1) 





18. Um corpo cai do repouso uma distância de 80 pés. Admi- 
tindo que a = 32 — v, achar o tempo. Resp. 3,47 segundos. 


19. Uma lancha que se move em água tranquila está sujeita 
a um retardamento que é proporcional, em cada instante, à veloci- 
dade ds lancha. Mostre que t segundos depois de cortar a força, 
a velocidade é dada por v = ce”, onde c é & velocidade que'a lancha 
tinha ao ser cortada a força. 
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20. Num dado instante uma lancha móvel em água tranquila 
tem a velocidade de 4 milhas por hora e um minuto depois a velo- 
cidade é de 2 milhas por hora. Achar a distância percorrida nesse 
intervalo de tempo. 


21. Sob certas circunstâncias, a equação definindo a oscilação 
do ponteiro de um galvanômetro é 


da do 


mtu + ho? 





Mostrar que o ponteiro não oscila através do zero se u > k. Achar 
a solução geral se yu < k. 


209. — Equações diferenciais lineares de n-egésima ordem 
com coeficientes constantes. A resolução da equação diferen- 
cial linear 


dy dry dr-ty 





DO mt Pg + Pies + +py=0, 
na qual os coeticientes py, Px ..., Pa SãO constantes, será estudada 


agora. 
A substituição de y por «= no primeiro membro fornece 
(rtp + prt + per. 


Esta expressão se anula para todos os valores de r que satis- 
fazem a equação 


(1) PA t+ ps 





+. tm=0, 


e portanto para cada um destes valores de r, ez é uma solução de 
(1). A equação (1) é chamada de equação auxiliar de (1). Obser- 
vamos que os coeficientes dela são os mesmos que os de (1), que 
os expoentes correspondem à ordem das derivadas em (1) e que y 
é substituído por 1. 


As raízes da equação furnecem soluções particulares da equação 
diferencial (7). Os resultados são os do $ 206 extendidos às equa- 
ções de ordem superior a 2. Para a demonstração, consultar textos 
mais avançados. 


E UT O Áca 
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Regra PARA RESOLVER A EQUAÇÃO (1). 


Primeiro Passo. Considere a correspondente eguação auxiliar 
a) rtpritpro +... +m=o 
Seernpo Passo. Resolva completamente a equação auxiliar. 


Terceiro Passo. As raízes da equação auxiliar fornecem solu- 
ções da equação diferencial, as quais se obtêm como segue: 


EQUAÇÃO ANXILIAR EQUAÇÃO DIFERENCIAL 


(a) Cada raiz real distinta r; fornece uma particular sulução er. 
(b) Cada par de ratzes ima- ipi duas soluções particulares 
RE aan a e 
gindrias distintas a + bi f ez cos ba, e“ sen bx, 


, ) Í s (ou 28) soluções particu- 

(e) Uma raiz múltipla que hjornare lares que se obtém multi- 

ocorre s vêzes plicando as soluções (a) (ou 

(b)) por 1, 2,22, ...,a"1, 

Quarro Passo. Multiplique cada uma das n* soluções indepen- 

dentes assim achadas por uma constante arbitrária e some os reul. 
tados. Esta soma é a solução geral da equação diferencial dada. 


Exemplo ilustrativo 1, 


Etaped. 
je 






| dy 
t Resolver dê -3 
Sorução. Sigamos a regra acima. 
Primeiro passo. 1) — 312 +4 =0, equação auxiliar. 
Segundo passo. Resolvendo, us raízes são — 1,2,2. 
; Terceiro passo. (a) A raiz — 1 fornece a solução es. 

(0) A raiz dupla 2 fornece as duas soluções es, 7.º, 
Quarto passo. A solução geral é 

ve etc tones. Resp. 

Exemplo ilustrativo 2. 
dy 
dai 


Ey ig EU yo 
si HO tira 


Resolver a 


SoLução. Sigamos a regra acima. 
Primeiro passo. 1 — 413410)? 121+5 0, equação auziliar. 
Segundo passo. Resolvendo, as raízes são 1, 1, 12. 





* Obsorve-so que os três primeiros passos devem fornecer n aoluções partioulares indept 
dentes, 
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Terceiro passo. (b) O par de raízes imaginárias 1 4 2 dá ns duas soluções 
ctcos 22, sen 2a. (0 =1, bm 2) 
to) A raiz dupla 1 dá as duas soluções es, ze, 
Quarto passo. A solução geral é 
vm cit + eqzes + cuz cos2z + ae sen Za, 


ou u=(erter+ecos2z+esenZr)c. Resp. 


A equação diferencial linear 








dry dna, dra, 
O mtr dor + pa + tay=X, 
na qual py, Pp» ..., Pr São constantes e X é uma função de x ou 


uma constante, resolve-se com os mesmos métodos que os usados 
no $ 206 para a equação (H). Aqui também devem ser seguidos 
os três passos descritos no $ 206, isto é, resolvemos primeiro a equa- 
ção (7) e a solução geral, 


(2 v=u, 


desta equação é a função complementar para (J). A seguir procu- 
ramos uma solução particular 


(3) v=v 
para (J). Então, a solução geral de (J) é dada por 
(4) yv=ut+o. 


Na procura de (3), procede-se por tentativas com métodos aná- 
logos aos usados no $ 206 para o caso den =2. As regras dadas 
aí para 0 caso geral aplicam-se também para qualquer valor de n. 
Em qualquer caso, podemos seguir a 


Regra PARA ACHAR UMA SOLUÇÃO PARTICULAR DE (J) 


Primerro Passo. Derive sucessivamente a dada equação (J) e 
obtenha, ou diretamente ou por eliminação, uma equação diferencial 
de ordem mais alta e do tipo (1). 


Segundo Passo. Resolvendo esta nova equação pela regra do 
$ 209, obtemos sua solução geral 


y=ut+v, 
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onde u é a função complementar de (J) já achada no primeiro passo*, 
evéa soma dos têrmos adicionais achados. 


Terceiro Passo. Para achar os valores das constantes de inte- 
gração na solução particular », substitua 


v=o 


e suas derivadas na dada equação (J). Na identidade resultante iguale 

os coeficientes das mesmas potências de x, tire do sistema de equações 

obtido os valores das constantes de integração e os substitua em 
y=u+r. 

Vem a solução geral de (J). 


Este método será agora ilustrado por exemplos. 





Nota. A resolução da equação au r da nova equação diferencial deduzida 
é fncilitada. pelo fato de ser o seu primeiro membro divisível pelo primeiro mem- 
bro da equação auxiliar usada para achar a função complementar. 


Exemplo ilustrativo, Resolver 
(5) W-3W+2u= 2. 


Souução. Vamos achar primeiro a função complementer u.. Resolvendo 


(6) vv —-3y +29=0, 
obtém-se 
(1) nene cu + ee. 


Primeiro passo. Derivemos (5). Vem 

(8) vt By" +2y' = xe +er 
Façamos à diferença entre (8) e (5). Temos 
(9) Wear By — 2y = 
Derivemos (9). Obtemos 


(10) Pr-ayrssy By = 





Façamos a diferença entre (10) e (9). Vem 

as WB" HOW! Ty +24 =0, 
que é uma equação do tipo (1). 

Segundo passo. Resofvamos (11). A equação auxiliar é 

(12) t-bB4+972-7r+2=0. 


* É Gbvio que toda solução da equação original deve ser também ums solução da equação 
* dedusids. 
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O primeiro membro deve ser divisível por 1º — 3 +2, pois à equação au- 
xilur de (6) 67? — 31 +20. Realmente, vemos que (12) pode ser posta sob 
a forma 


am (Posr+Btr—p 





As raízes são r = 1, 1, 1,2. Logo, a solução geral de (11) é 
[E 4 = ez + e (co + cz + em). 


Terreiro passo. Comparando (7) e (14) vemos que 


05) u= o =e7 (er + eat 


será muna solução particular do (51 para vai 
nec 





res convenientes das constantes 


Derivando (15), obtemos 
(16) W =ele+io+2e)z + cr), 
nm =(2es tea) +(ca+ sc) 4 cr?) 


Substituindo em (5) os resultados de (15) e (16), dividindo ambos os mem- 
bros por +? e reduzindo, obtemos 


am 2u-c—-Zara=s 


Taunlando os coeficientes das mesmas potências de x, obtemos — Ze = 1, 
2a e =0; logo, cg= 1, ce» — 3 Substituindo estes valores em (15), 
a solução partionlar é 


(18) p= n=e(— 
e a solução geral 6 
v=utr=eO ee err 4+ha?). Resp. 


- 42%, 





EXERCICIOS 


Achar a solução geral de cada uma das segiintes equações dife- 
renciai 




















» d 
Mt ql Ieesp. y="iecos2r+esenZr. 
de de 
p 2 
a Ho 4 Lu efeapecos 2 e+e sen 2a, 
dx? dx? 
by ad 
Ea E - =, u= estes tecorr een. 
x 
dis dês PR a ae Ú 
4. io +3 E -48=0. s= cute! rcos2iteçsendt. 
4, d3 d 
pu dy Cy glo 


dei da da? de 
Resp. y=otesttocus8a+c sen 3x. 
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a 5 
se sm *4+165=0. Resp. s=(cr+es)cosZt+ (ct êd)sondr. 
Er “ 
7 Ja = + cs +12 —pãr= 0. Resp z= He +et + et). 
dês a 9 4 
8 qa B+3L Resp. s=citcettegxasttesent= Pg 
o dy, dy eds ia 
9 i-ad= 2a v= e ees pes - Lato dr 
10. u= eres + cf + qe? — z 
n spoy= ser = ee + caos o Dot 4 Pride, 
R RA 
1. 95 (205 tt Resp. s— ext ot + Cate 
15. & S 44 s=Isentt. 
t 
Resp. s=cpeosQ t+ cas 2t+ g 
Ps 
18. ÉS + IAGO +36 5= 18136. 
ar * 
m 
19. + 20 4 at 49 
dr 
dy yo. As dºs | ds 4 
16 To BT t36u=0. 20 qo Bis4 = 
17. E 36 y=0. 





EXERCÍCIOS DIVERSOS 


Ache a solução geral de cada uma das seguintes equações dife- 
renciais. 


Sa = 
1. s(& = 2 y. 


Resp. v= (+60)? 





ay: so 
e (E) amy 


ay. 
3 (x = 97. 


v=(r+ ex 
E 
y=zi+e. 


5 
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«U+z)dy= Vi-yider. Resp. 17 


(er ndr= (2 ydy. 





17. 


18. 


19, 
20. 


21, 


22. 





) 
ps — biz = a cos kt. 
ma A 

« as + kz = a sen kt. 

- (1º-2y) de+2 xy dy=0. 
fa, dao 2, 
de Catlo (241) 
dis dês a 
bra] +48=0, 
dts dês 
rm + 57 + 45=0. 

Resp. s= 


xy dy= (2º + 4) dz. 
dy+y (1 aty?) dz=0. 
dz 


dz 
ms t32=0. 


dir 
q ttt=8i+2 


car. XXI 


. g+He 
Ie! 








=Y 


In (2º + 49) — 2are igÉco, 
v=(v+oe-. 

s= ce! + et 

s= cel + coten, 


s=eMe cos 2 tes sen 28). 





4 = eetpeeto det, 


at+b. 


x=cycoski+-cssenkt+ E 
act 
x=cicoskt+-cosenkt-+ Tri 
a 
= ee! toe lt 372008 kt. 


t=ceoskt+cssenkt— A coskt, 


wa? In cx=0. 


glr + 1) = aretga +e. 


Resp. s= Letter eu 


crcosttc,senite;cos2i+essen 21. 


diz 
23. rage, 


2. a 

diz 
24. qe ttz=6cos3i. 
25. sr 2e0s2l. 


dt? 
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Resolver cada uma das seguintes equações diferenciais, fazendo 
& transformação sugerida. 
E-o st—-s8=0. Tr. s= E Resp. = - A 
or. (e+ds=(P+2st+odt. Tr.s=out. 
Resp. s=d(L+-)-—t. 
28. (3+2)sdt=(3-2eltds Trst=o. 





29. (rm E=22429+5. Trrty=o 


OUTROS PROBLEMAS 


1. À área limitada por uma curva, o eixo dos rx e duas para- 
Jelas quaisquer ao eixo dos yy é k vezes o comprimento do arco da 
curva compreendido entre as paralelas. Sabendo que a curva passa 
pelo ponto (0, k), mostre que cla é uma catenária. 

2. A aceleração de um paraquedista provindo de um balão esta- 
cionário é 32 — Fu pés por segundo quadrado, sendo v a veloei- 
dade em pés por segundo. Se ele atinge o solo em um minuto, prove 
que o balão está a pouco mais de 950 pés «de altura. 


3. Um ponto movendo-se sôbre o cixo dos zz está sujeito a uma 
aceleração dirigida para & origem e proporcional à sua distância 
da origem e a um retardamento proporcional à sua velocidade. Sa- 
bendo que a equação diferencial do movimento é da forma 





de 


onde m e n são números positivos, e que x = 10, dt 


= 0 quando 


E d dad 
t = 0, achar em cada um dos seguintes casos z e = e discutir a 


natureza do movimento. 


() m=4,n=5; 6b)m=4,n=4; ()m=4,n=3. 





Carírito XXI 


FUNÇÕES HIPERBÓLICAS 


210.—Seno e cosseno hiperbólicos. Certas expressões sim- 
ples envolvendo funções exponenciais (S 62) ocorrem frequentemente 
na matemítica aplicada. São as funções hiperbólicas, nome que será 
justificado mais tarde, no parágrafo 215. Duas destas funções, o 
seno hiperbólico e o cosseno hiperbólico de uma, variável », que se 
indicam respectivamente por senhe e cosh », são definidas pelas 
equações 


ED she EE cnh LEO 





onde e é, como é usual, a base dos logaritmos naturais ($ 61). Estas 
funções não são independentes, pois de (4) deduzimos 


(B) cosh?» - senhtp = 1. 


em + 





> 2 teto 
his (AV remilta. quadenuto, cosh? = TE, omnhãy mw SE es 


Logo, mubtrsindo. cosh?r- senh?s = 1. 


Resolvendo as equações (4) em relação às exponenciais, obtemos 
(1 e =cosho +senho, et =coshs- senho, 


Exemplo ilustrativo. Mostre que a solução geral da equação diferencia! 


tEy 


+19 a 


ye 
pore ser posta sob a form 


v=Asenhar + Beohar, 


onde | e B são constantes, 


524 





s 2 OUTRAS FUNÇÕES HIPERBÓLICAS aa 
Sorução. Pelo $ 208, a equação uuxiliar de (2) 61? — «2 = 0, cujas raízes 
são ge —a. Portanto, « solução geral de (2) é 
= ce + ceu, 
Os valores de «3 e e-9% são obtidos de (1), pondo » = az. Logo 


est = cosb ae + senh ax, vir= coshuc — senhas, 
y = ci (cosh az + senh az) + ca (cosh az — senh ax) 
= (e, + c3) coshar + (ey — co) senhar 
Pondo cy — c; = 4, cy + c3 = 8, obtemos 4 forma desejada. 
Compare-se o resultado com o do Exemplo Iustrutivo 2, $ 206. 


211.-—-Outras funções hiperbólicas. A tangente hiperbólica, 
tghv, é definida por 





(e) 


As equações 





+ cussechv = 


sech o = 


(1) ctgho = a 


ghe cosh v senho 


definem, respectivamente, à cotangente hiperhólica, a secunte hiper- 
bólica e a cossecante hiperbólica. As razões usadas em (C) e (1) são 
as mesmas que as de (2), $ 2, para as correspondentes funções trigo- 
mométricas. 


Valem as seguintes relações: 
(2) 1 — tgh?v = sechiv, ctgh?o — 1 = cossech?e, 


análogas às fórmulas em (2), $ 2. A demonstração da primeira 
fórmula é dada abaixo. 

Para os valores das funções hiperbólicas tem-se os seguintes 
resultados, que o leitor pode verificar: 

senhv toma qualquer valor; coshv toma qualquer valor posi- 
tivo não menor que 1; sech v toma qualquer valor positivo não maior 
que 1; tghv toma qualquer valor menor que 1, em valor absuluto; 
ctgh v toma qualquer valor maior que 1, em valor absoluto; cossech 
v toma qualquer valor exceto zero. 

Das definições resulta também 


senh(— ») = — senh», cossech(— 0) = — cossécho. 
(3) cosh (— v) = coshvy, sech (— ») = secho. 
teh(-v)=- tgho, ctph(— 0) = — ctgho. 
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Exemplo ilustrativo, Dado tghz = Es achar os valores das outras fun- 
gões hiperbólicas. 


Sorução. Dividanos, em (H), cada termo por cosh?z. Obtemos 


senh?z 1 
— coshtz hiz* 
Logo 1 tghtz = sechêg. Por (C) e (1) 


1 








Como tgh z = E esta equação dá sech z = E , sendo inadmissível o valor nega- 





tivo. Logo, 
1 5 
coshz = im z por (1) 
senhz = coshrtgha = & por (0) 
5 3 
cigha = 7, é comecha ap, por (1) 


212. — Tábua de valores do seno, cosseno e tangente hi. 
perbólicos. Gráficos. Uma tábua dando os valores, até quatro 
decimais, de senh v, cosh v e tgh » para valores de v dêsde O a 5,0 é 
apresentada na pág. 527. Para valores negativos de », use as re- 
lações (3), $ 211. 


Quando v > + «, senhv e coshy tendem ao infinito, enquanto 
tghy tende a 1. 





Fic. 1 Fic.2 Fie.3 


Os gráficos de senh 2, coshz e tghz (Figs. 1, 2, 3) podemser 
traçados fácilmente fazendo uso da tábua. 
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213. Funções hiperbólicas de vy + w. As fórmulas para as 
funções hiperbólicas correspondentes às duas de (4), $ 2, são 


(D) senh (v + w) = senh v cosh w + coshv senh o, 
(E) cosh (vp + ww) = cosh» cosh + senh » senh w. 


Demonstração DE (D). Da definição (A), substituindo » por 





e+w, vem 
(1) senh (+ w) = 5 : 
(2) coál (ppa) = pi 


O segundo membro de (1) transforma-se como segue, fazendo 
uso de (1), $ 210. 


eme que ge 














. Agosh o + senh 0) (cosh w + senk w) — (cush » — senh o) (cosh uw — senh 10) 
T é 





Fazendo as multiplicações « reduzindo, obtemos (D). A fórmula 
(%) demonstra-se do mesmo modo. 

Pondo-se w = » em (D) e (E), vem 

(3) senh 2 v 

(4) cosh 2 e 





senh v cosh py, 
= cosh?v + senht o, 





Estas são análogas às fórmulas para sen 21 € cos2 x, respecti- 
viubente, de (5), p. 4. De (B) e (4) obtemous resultados que corres- 
vondem às fórmulas para sen?x e cos? dadas em (5), p. 4. Elas 





sãu 
(5)  senhto=Jcosh2v— 3, coshty =Icosh2v 4d. 
Uutras relações para as funções hiperbólicas que podem ser com- 
púcadas com as da página 4 para funções trigonométrie: 
nos problemas. 


s são dadas 





Exemplo ilustrativo. Deduza à fórmula 


; exisenh dm. 
o ho nv FT” 


SoLução. De (5), por divisão, obtemos 





cê) wgh?o = 


coshZo +14] 
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cosh2r—1 coh2r+1 cosh22v — 1 


Ora cosh2o 41" coh2o 1” (comh2o HIP 





Por (B), coh?2v — 1 = sen?2v; logo (7) torna-se 


senht2p 
dy Sonho 
(8) thg'» (Gosh Zo ED? 
enb 2 
e portanto Who os TT 


Vamos examinar o sinal deante do segundo membro. De (3) vem 


— 2semho a 3 
senh 20 = Sao COsbtp = 2tghucoshêv. 


Logo, senh 2» e tgho têm o mesmo sinal. Vê-se também que cosh 2 + 1 
é sempre positiva e portanto é o sinal positivo que prevalece, o que demonstra (6). 
Se » é substituído por 4», (6) torna-se 


” senh » 
A) tb 7 cosho +" 


EXERCICIOS 


1. É dado o valor de uma função hiperbólica, Achar os 
valores das outras e verificar os resultados, se possível, pela tabela 
da página 527. 

(a) coshz = 1,25. (c) senha = 10. 
(b) cossechz = — 0,75. (d) ctgha = — 2,5. 
Prove cada uma das fórmulas dos Problemas 2-7 c confronte 
com a fórmula correspondente (se existir) em (2), (4)(6), pp. 3 e 4. 


2. 1-— ctghty = — cossech?o. 
5. senh(v— w) = senhocoshw — cosh » senh w, 
cosh (» — w) = cosh » cosh 1 — senh » senh w. 


teho + tghw 
l+tehrtgho” 


Vo coshs — 1 da, coshv + 1 
5. sent = 4) z + cosh = 2 à 


6. senho + senhw = 2senhÃ (v + 1) coshã (p — w), 
cosh » + cosh w = 2 cosh 4 (» + w) coshã (v — w). 

senh v — senh w 

coshv + coshw 


4 teh(p+%u) - 





7 tghib—-wm= 


530 FUNÇÕES HIPERBÓLICAS esp. RXII 


8. Mostre que a equação da catenária (figura, cap. XXVI) 


pode ser posta sob a forma y = a cash ã 


3, 
9. Resolva a equação diferencial Ro! — y=0 em termos 
de funções hiperbólicas, sendo y = 3 quando z=0e y=0 quando 
4 
hz=—. 
tghz 5 
10. Mostre que sech(— x) = sechz. Desenhe o gráfico € 


prove que Jim sech x = 0. 
250 


1. Mostre que ctgh (— x) = — etghr. Desenhe o gráfico 
e prove que lim ctghr = 1. 
apo 


12. Mostre que cossech (— 2) = — cossechz. Desenhe o grá- 
fico e prove que lim cossech 2 = 0. 
+ 
15. Prove que 


(a) senh3u = 3senhu-+4senh'u ; 
(b) cosh3u = 4coshtu — 3 coshu. 


14. Mostre que (senh x + cosh 2)* = senh nx + cosh nz, sendo 
n um inteiro positivo qualquer. 


15. Prove que senh?z — senh?y = senh (z 4- y) senh (x — y). 
16. Simplifique 


cosh 2u + cosh 4v 


senh2u + senh4v” Resp. ctgh(u + 20), 


17. Às equações paramétricas da tratória podem ser postas 
sob a forma 


t 
s=t-athi, y=asech. 


O parâmetro é t e a é uma constante. Desenhe a curva quando 
q = 4. (A tratória é 2 curva para a qual o comprimento da tangente 
(€$ 43) é constante e igual a a. Figura no Capítulo XXVD. 





* 
18. Resolver d n(y— ma?) 


Resp. y= Acoshna + Bsenhuc + ma + 2m. 
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214.—Derivadas. As fórmulas, nas quais » é uma função 
de x, são as seguintes 


a de 
XXVII ag senho = = coshe o. 

E d o do 
XXVI Rr E 
XXIX Etho = sechtu SE 

dio nd 
XXX a the =— cossech rm 


d dv 
XXXI a echo = — sechvtgho Pro 


XXXII 2. cosscch » = — cossech » ctgh r de, 
dz da 


» — pro 


Dumonstração DE XXVII. Por (4), senhv = — 


eb pod 
Então À nhy = Eae, 
PERO. dig dm 2 
' .e+e do 
Co 2 dz 
| 
di 
=coshu ço, 


usando (4). 


Prova-se a fórmula XXVIII de modo semelhante. A demons- 
tração de XXIX é análoga à dada no $ 72 para & derivada de tg». 
A Para demonstrar XXX-XXXII, deriva-se as expressões dadas em 
(1), $ 211. Os detalhes são deixados como exercícios. 


215. Relações com a hipérbole equilátera. A curva cujas 
equações paramétricas são 


: (1) z=acosh», y=asenho, 


é a hipérbole equilátera 2? — y? = a?, pois, eliminado o parâmetro 
» por elevação ao quadrado e subtração, temos 


2— y' = a! (cosh?v — senh?v) = a?. Por (B). 
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A Fig. 2 desta página mostra um setor hiperbólico OAP; limi- 
tado pelo arco AP; de (1), o eixo semi-transverso 04 ec o raio 
vetor OP, Em P, v=p. 


Teorema. A área do setor hiperbólico OAP, é igual a ba?w. 


Demoxsrração. Sejam (p,9) as coordenadas polares de um 
ponto qualquer sobre o arco 4P,. Então, o clemento de área é 
(S 159) dA = 1 p2 do. 





S Plin) 





Fig. 1 Fic. 2 
Mas pt=2"+y'=a?(cosb'y + senh?o). Usando (1) 
. 
Ora, por (5), p. 5, 
8 =arctg + = arctg (tgho). Por (1) 
do sech? v 


Logo o Tah Por XXI, $ 60, e XXIX, 
Usando (C) e (1), 8 211, obtemos 


dv 
bi cosh?v + sonh?p ” 
e portanto dA =fatd. 


O teorema resulta por integração, pois v = 0 em 4. Q.E.D. 
As equações paramétricas do círculo da Fig. 1 são 
T=rcost, y=rsent. $81 


O parâmetro t é igual a tem P,e t é a medida do ângulo cên- 
trico AOP;, em radianos. Logo, a área do setor circular AOP, 
él 
égrh. 
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1, Então na Fig. 1, para P (2,9), 





Sejar=a E 
z=cost, y=sent, Àt= área AOP. 
Na Fig. 2, para P (x,y), 
z=cosho, y=senho, fv= área AOP. 


As funções hiperbólicas têm, pois, as mesmas relações com a 
hipérbole equilátera que as funções trigonométricas têm com o 
círculo. 


PROBLEMAS 
1. Mostro que o clemenio de comprimento de arco relativo 
à catenária y = a cosh + é dado por ds = cosh & de s 
2. Na catenária do Problema 1 prove que o raio de curva- 
tura é igual ato. 


Verifique os seguintes desenvolvimentos de funções em série de 
Maclaurin e determine para que valores da variável elas são conver- 


gentes 


gera 
5. senhg O TS a aid 
Resp. Todos os valores 
an 
4. coshz E + ee 
ES 





Resp. Todos os valores 


Verifique os seguintes desenvolvimentos usando as séries dos 
Problemas 3 e 4 e os métodos explicados no $ 195. 


5 sechr=1-Srria- Ga. 


Pre. 





6. the=2— 0 + 


7. Examine à função 5 coshz + 4senh x no que concerne a 
máximo e mínimo valores. Resp. Mínimo, 3 
8. Examine à função 4 senhz + Bcoshz no que concerne 
a máximo e mínimo valores. 
Resp. Se B:> A? máximo = — VB? — 4ºse B<0; 
mínimo = + VBº— 4? se B>0. 
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9. Deduza as séries dos Problemas 3 e 4 das séries relativas 
a e e e, por subtração e adição. (Use (4) e $ 195). 

10. Seja ds = comprimento do elemento de arco; seja p = 
= + y?= raio vetor de P (x,y) relativos ao círeulo ou à hi- 
pérbole equilátera do $ 215, e tome limites de integração relativos 
ao arco AP, das Figs. 1 e 2 da pág. 532. Prove que 


d 
(a) E s = para o círculo; (b) f e =» para a hipérbole. 


mm. Prove que lim (coshz — senh x) = 0. 


oo 


12. Calcule cada um dos seguintes limites 








(a) lim Senbz, (b) lim th Z 
250 z = 
(e) lim ——— .. Resp. — d. 


de 
13. Dado tg $ = senh z, prove quo Sê = sech x. 


14. Deduza o desenvolvimento 


are tg (senh x) = x -Sutit- ga+ pede 


por integração como no $ 196, usando 
o resultado do Problema 5. 
15. Dada a tratória (v. figura) 
t t 
t=t— ctghoo, p= asech =, 
prove que: 
(a) o parâmetro t é igual à abscissa 


do ponto de interseção da tangente à 
curva com o eixo dos z7. 

(b) a constante a é igual ao compri- 
mento da tangente ($ 43). 

(e) a evoluta é a catenária 





a 
3=acosh —, 
a 


(d) o raio de curvatura PC é asenh +. 
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216. — Funções hiperbólicas inivertãs: À telação 

(60) y = senhy 
também se escreve 

(3 v= senhly, 
e se lê “v igual função inversa do seno hiperbólico de y'!. Portanto 
senh » e senh-! y são funções inversas uma da outra ($ 39). A 
mesma notação e nomenclatura são usadas para as outras funções 
hiperbólicas inversas, cosh-! v (função inversa do coseno hiper- 
bólico de »), eto. 

As curvas 

(3) v=senhz, y=coshz, y=tghe 
são upresentadas abaixo. 

Vamos admitir que y seja dada. 

Na Fig. 1, y pode ter qualquer valor, positivo ou negativo, e 
então o valor de x é unlvocamente determinado, 

Na Fig. 2, y pode ter qualquer valor positivo não menor que 
1. Quando y>1, x tem dois valores iguais em valor absoluto 
mas de sihais contrários. 

Na Fig. 3, y pode ter qualquer valor menor, em valor absoluto, 
que 1 e então o valor de x é univocamente determinado. 





Fio. Fic.2 Fia.3 


Resumindo, os restiltados são: senh-! v é univocamente deter- 
minado para qualquer valor de v. Tem-se também senh-! (— 4) = 
= — senh! g, : 
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A função cosh* », quando » > 1, tem dois valores diferindo só 
pelo sinal. Tem-se também cosh4 1 = 0. 

A função tgh-!» é univocamente determinada quando »? <1. 
Tem-se também tgh-! (— ») = — thg'o. 

As funções hiperbólicas foram definidas no $ 210 em têrmos 
das funções exponenciais. As funções hiperbólicas inversas são ex- 
primfveis em termos das funções logarítmicas. As relações são 


(FP) senhig=In(x+v'2] + 5) (z qualquer) 





(6 coshi z=In(zr+ 2-1). (2 >1) 
H)  tghizo tni a E. (22 <1) 


Demonstração DE (F). Seja o = senh! x. Então 


Res 


(4) e =senho= og + Por (4) 


Para resolver (4) em relação a », ponhamo-la sob a forma 
e— À cored, ou c*—- 2x —- 1=0. 


Esta é uma equação do segundo grau em e. Resolvendo, & = 
=24V2+1, 

Como & é sempre positiva, deve-se desprezar o sinal negativo 
antes do radical. Logo, usando logaritmos neperianos, temos (F). 

Dexonsrração DE (G). Seja v = coshtz. Então 


estes 


(5) 2 =ecoshp= 3 


Por (4) 


. e 
Eliminados os denominadores e reduzindo, vem e” —2 wet 1=0. 








Resolvendo, e=rtv2o. 


Os dois valores devem ser considerados. Tomando-se os loga- 
ritmos, obtemos (6). 


Demonstração pe (H). Seja v=tghiz. Então 


ee—es 


(8) c=tgve TE. Por (€) 
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Efetuando os cálculos, 


(e-Det(t+DE=0. Logo es = e. 
Tomando os logaritmos, obtemos (H). 


Exemplo ilustrativo. Trausformar 

(Mm Scosha +4senhz 
na iorma C cosh (x +a), onde C e a são constantes, e achar C e a. 

Sorução. Por (E), $ 213, temos 

(8) Ccosh(z +a) =Ccoshzcosha + Ceenha senha. 

Logo, (7) terá a forma desejada se C' é q satisfizerem as equações 

(9) Ccosha =5, Csenha =4. 

Quadrando, subtraindo, e usando (B), 8 210, obtemos Cº = 9; logo € = 
= +83, pois cosh q deve ser positivo. Por divisão, obtemos também tgha = + i 


logo 
astghios=5n9. 


Portanto a = 1,099 e 
(10) 5 coshz + 4 senhz = 3 cosh (z + 1,099). 


O gráfico da função 5coshz +4senhz pode ser obtido do gráfico de 
3 cosh z fazendo-se uma translação do eixo dos yy para a nova origem (1,099, 0) 
(Confronte com o exemplo ilustrativo 2, $ 206). 

Quando x é dado, os valores de senh-! x, cosh! x ou tghi x 
podem ser determinados pela tabela do parág. 212 com não mais 
que três decimais. Por exemplo, senh? 0,25 = 0,247; cosh1 3 — 
= + 1,76. Para maior precisão, (F), (G) ou (H) podem ser usados 
quando se tenha ao alcance uma tábua de logaritmos neperianos.* 


217. — Derivadas (continuação). As fórmulas, nas quais » é 
uma função de x, são as seguintes 


do 
d de 
XXXII = senh!v = ———. » qualquer) 
dr Var 
dy 
d de 
XXXIV = coship= =, t>1) 
dz Vl 








* As Tabelas Matemáticas Smithsonianas, “Hyperbolie Funetiona” (1909), dão os valores 
de senh , cosh 4, tgh u, ctgh u com cinco decimais. Os valores das funções inversa corramon- 
dentes tom cinco decimais podem ser obtidos por estas tabelas. 
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do 
dz 


d 
XXXV mtv ER 





(uv? < 1) 





Demonsrração DE XXXIII. (confronte S 75). Seja 


y = senh!s; 
então »=senhgy. 


Derivando em relação a y, por XXVII, 


do 
dy = coshy; 
: Mio, : : 
portanto do Toy Por (€), 8 39 


Como v é uma função de x, isto pode ser substituído em (A), 
$ 38, 0 que fornece 





leosh y = V5nlBy AT = VP FI, por (Bl. 


As demonstrações do XXXIV e XXXV são semelhantos. 
Outras fórmulas são as seguintes 


2+1 





(09) ctghiz = 3 nã pi (2 > 1) 

(J) sschrtz = Im (1 Ri (O<v<1) 

(K) cossectrt a = im (Lp 5+1). (x? > 0) 

RA EA 

xxxvr  Letghio= (vt > 1) 

; da 

xxxvr À sechiv = (O <v<1) 
de 

- d Ê 
XXKVII o cossechip = —.. >) 
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Detalhes das demonstrações são pedidos nos Problemas 5-8 desta 
página. 


PROBLEMAS 


1. Mostre que os dois valores dc cosh-!z em (G) diferem 
só pelo sinai. 


2. Desenhe o gráfico de y = 3 senh!z. Verifique na figura 
os valores de y e y' quando vz = 2. Resp. y = 0,72, y' = 0,2236: 


3.  Pemonstre XXXIII diretamente, dorivando (F). 


4. Desenhe o gráfico de cada uma das seguintes curvas c 
verifique na figura os valores de 4 e y para o dado valor de x. 





(a) y = coshtz; x 
(b)y=tghiz;r=— 075. 

5. Demonstro XXXIV e XXXV. 
6. Deduza (1) e XXXVI. 

7. Deduza ()) e XXXVII. 

8. Deduza (K) e XXXVHI. 


9. Deduza o desenvolvimento 


tghiz = z+ 





pelo $ 195. 
10, Dado senhz = tg é, prove que 


(a) x =In(secóp + tg é); (b) z= sec b. 


11. Mostre que cossech! » = senh! +. Deduza XXXVI 
de XXXIII, usando esta relação. 
12. Calcule lim z ctgh-iz. Resp. 1 
es 


13. Calcule lim z cossech" . 


e5s 


14.  Dednza o desenvolvimento 





1 32 
hiz= -,º ddr. 
sen x z Ea 





15. Caleute lim (senh-iz — In 2). Resp. In 2 


ato 
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4 
16. Mostre que ctghlo = tgh+ É, sech-to = coshai e 
comprove XXXVI e XXXVII por estas relações. 


d tghatgr senha 
n É ho 
Do O e o aa E ACoUaia GAS 





18. Desenhe os graficos de (a) y = ctghi x; (b)y = senhiz; 
(0) y = cossech"! x, usando à teorema do Problema 28, $ 41. 


218. — Linha telegráfica. Suponhamos que numa linha tele- 
gráfica se estabeleceu um “estado contínuo” de fluxo de eletrici- 
dade de 4, estação transmissora, para B, estação receptora, com 
isolamento perfeito e fluxo linear uniforme. 


Alo PI>B 
FA 


Seja P um ponto qualquer intermediário entre as duas estações 
e consideremos: 

a força clotromotriz (volts), f. e. m., Es em 4, Es em B, Eem P; 

4 intensidade da corrente (amperes), La em 4, Is em B, I em P; 

ns constantes características « e ro cujos valores dependem da 
resistência linear e do fluxo. Elas são números positivos. 

Seja x = 4P; demonstra-se, então, nos livros de engenharia 
elétrica, que E e 1 são funções de x satisfazendo as equações 





PE 
(3 cia “5-0, 





(2) roal = — 





Desejamos achar & f. e. m. e a intensidade da corrente em P. 
Elas são 





[63] E = Es coshaz — roJa senhor, 
Eu 
(4 1 = Is coshor — senha. 


To 
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Demonstração. A solução geral de (1) é (Exemplo ilustrativo, 
$ 210) 
(5) E =Aceshaz + Bsenhar. 
Substituindo em (2), vem 
(6) rol = — Asenhoz — Bcoshaz. 


MasE = Es, I=Is quando z=0. Logo, 4=E,, B= 
= — ra e (5) e (6) tornam-se (3) c (4) respectivamente. 

Para a solução em termos da f. e. m. c intensidade da corrente 
na estação receptora, ver o Problema 2 abaixo. 


PROBLEMAS 


A soguir nos referiremos sempre a uma linha telográfica com 
um “estado contínuo” de íluxo de 4 para Be L = 4B. 


1. Dados E4 = 200 volts, L = 500 Km, ro = 4000 ohms, a = 
= 0,0025, Jg = 0, achar 14 e Ep. 
Resp. Ia = 0,05tgh 1,25 = 0,04238 amperc; 
Es = 200 sech 1,25 = 105,8 volts = 0,53 Eu. 
2. Sey= PB = distância de P da estação receptora, mostre 
que E = Ep coshay + rola senhay, 1 =Ip coshay são senh ay. 
É) 


3. Dados E« = 200 volts, IT, = 0,04 ampere, ro = 4000 ohms, 
a = 0,0025, mostre que 


E = 120 cosh (1,099 — 0,0025 x), 1 = 0,03 senh (1,099 — 0,0025 2). 


(Veja o exemplo ilustrativo, $ 216. Af.e.m. E tende ao mínimo 
de 120 volts e 1 tende a zero quando x tende a 439,6). 


4. Dados Es = 160 volts, 14 = 0,05 ampere, ro = 40000hms, 
a = 0,0025, mostre que 


E = 120 senh (1,099 — 0,00252), 1 = 0,03 cosh (1,099 — 0,0025 2). 


(Veja o exemplo ilustrativo, $ 216. Af.e.m. E tende a zero e 1 
decresce tendendo ao mínimo de 0,03 ampere quando z tende a 
439,6). 
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2 
5. Prove que = — tl =0. (Assim, E c 1 são soluções da 


mosma. equação diferencial linear, que tem a forma y” — ay = 0). 

6. Sendo Es = rela, prove que 

(a) E = Baco, 1 = Ie; 

(b) E =; 

(e) E=>0 quando z tende no infinito. 

(Por exemplo, se ro = 4000 e & f. e. m. na estação transmissora 
é 4000 vezes a intensidade da corrente, então em cada ponto da 
linha a f. e. m. é 4000 vezes a intensidade da corrente e diminui 
tendendo a zero quando o comprimento da linha cresce e tende ao 
infinito). 

7. No problema 6 mostro que a f. e. m. num ponto da linha 
distanto de uma unidade de P é igual a Ee-*, onde e é à base dos 
logaritmos neperianos. 


8. Prove que 
(a) se In = 0, então Es = rola ctghaL. 
(b) se Es = 0, então Es = rlutghaL. 
OUTROS PROBLEMAS 


Deduza as seguintes relações 


rola 
Es 
E = Essechr cosh(r — ax), 1 = Is cossechr senh (T—ax). 


1. Se EsDriser=tghr! , então 


2. SeBa<rla e T= tgp Fa, então 
rola 
B = Es cossechr senh (7 — ex), 1 = Iasech7 cosh(r — ax). 


219. — Integrais. Damos aqui uma lista de integrais elemen- 
tares envolvendo funções hiperhólicas. Trata-se de um suplemento 
à lista do $ 128. 


(24) Ssenhoa =coshv+C. 


(25) Scosudo = conto. 
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(26) fistodo=inenhr se. 

(27) fesmom-memo rc. 

(28) Ssectavdo =tghv+C. 

(29) Seossosto do = — etgho+C. 

(30) S se vtghvdp= — sechv + C. 

(31) S essser vetghudo = — cossechv + C. 


As demonstrações resultam imediatamente de XXVILXXXIL!, 
exceto para (26) e (27). Para demonstrar (20), temos 


senh v 
f tghudo = oa q por (C) 


. [fi (cosh v) 


= Incoshv + €, 
cosh v 


A demonstração de (27) é análoga. 


Exemplo ilustrativo. Deduza as fórmulas 


«1 fot camisinha to; 


(2 S comodo = muns+o. 


Sorução. Coma seco = —l— = Soho (cabo 
EA o = ode — coshêo * Irsenhio! 


2 f cobodo f atemhy) 
temos fesea- Tr senhêo -/ T+ senhêo 


= f atovets onto = aretg (senhe) + €. 





por (B) 
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Para deduzir (2) temos (confronte $ 131) 


cossech » + ctghp 


cossech v = cossech "oommech o Felgho” 


= cossechêo + 
te etgho 


- cossech? » — cossech v etgh v 
sê cossech p do = — ctgh v + cossech » do 


RA ti (ctgh » + cossech ») 
= ctgh v + cossech p 


= — In (ctgho + cossecho) + € 









cosh p 1 
a= (cer + kz) EO por (1), 8 21 
À j cg Senho 
= —In(cosho + 1) +Insenhr + C te ho FT TO 
=nte +C. Por (9), $ 213 


PROBLEMAS 


Calcular as seguintes integrais. 

ve foonttudo = Esemh2o—S+O. 
2. SJ costtudo=Asenhzo+ d+. 
3 Seen =o tro. 

4. Scariodo=o- cinto so. 


5 Som vdy = Fcosh'v— coshe +. 


a 


a S costitndo =senhto + senhv+C. 


q 


A Srasva- Incoshv— Ftghv + C. 


R A tghto do 


v-teho—Stgiv + O. 


o 
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9. S cosseehtodo = —3 comechucigho — Slntgh 5 + 0. 
10. Sesnhade = acha senha + C. 


11. SÍ cosasenho do = 3 (cosz cosha + sen senha) + C. 


1 
mn? 


— n cosh (nz) senh (mz)] + €. 





im senh (nz) cosh (mz) 





12. S em (me) senh (nz) = 


Calcule cada uma das seguintes integrais 


13. S contazas. 15. Scene cosha 
14, S secttzaas, 16. Secshea 
17. So coshzdr. 18. Sfesmza 19. fe cosh x dz. 


Calcule cada uma das seguintes integrais, usando & substituição 
hiperbólica indicada (confronte 8 135). 

20. Jwz — 4 dz; = 2 coshp. 

Resp. ba vzx—-4-2coshliz+C. 


21. fi su=atgha. 
(0º — us 


(+Ddr da 
22. [Eee eme 1. 


23. O arco da catenária y = ucosh A de (0,9) à (x, y), gira 


em tôrno do eixo dos yy. Achar a área da superfície curva gerada, 
usando funções hiperbólicas. 


24. Achar o centróide do setor hiperbólico OAP,, figura 2, 
$ 215. 





> “Elo 
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z- 2 senhy — 2 coshm-l 
Resp. E=Da n "S=38 : 


220. — Integrais (continuação). De XXXIIL-XXXVIII po- 
demos deduzir as fórmulas abaixo. Algumas delas foram vistas no 


S 128. Elas estão expressas agora em termos das funções hiper- 
bólicas inversas. 








(82) / 2 senh 40. (s qualquer) | 
(33) Sas = cosh-! = +€. (a) | 
oo feltro (º < 09) 
09 f52ç=- qeietil ro, (º> 3) 
(86) Sa Rr A eco 





1 
ia cossechr! — +C. (v qualquer) 


de 
ST, ——=— 
tem EA Vivia! 


RN 
(38) SJvs Fado = F VP Fa senha E +e. 


(39) fva =uido= VET Gosh E +0. ' 


Em (33) e (39) deve-se usar o valor 
do cosseno hiperbólico e em (36) 
da secante hiperbólica. 


positivo da função inversa 
o valor positivo da função inversa 


Dexonsrrações DE (32) e (33). Seja, em (7), = = Então 


z ss 
senha = =m (2 + YE + 1) =n(w+V2Z>a)-ma. 
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Logo 

(1) in(1+ 0) = senhtt Ina. 

Do mesmo modo obtemos de (6) 


(2) In(» + 4/0! — a?) = cosa 7 +lIna. 


Usando estes resultados no segundo membro de (21), $ 128, 
obtemos (32) e (33). 


Demonstrações de (34) e (35). Seja x = = em (H). Então 


; Leto 
(3) qn = teh a 


Portanto, (34) resulta de (3) e de (199), $ 128. 
Do mesmo modo, de (7) e (19), $ 128, obtemos (35). 


v-a o+a 
va -outto], 





[Em (19) In 


Demonstração de (36). Como 








vt 
asso Es 
a a? 
do 1 v - . 
temos | —==== = — — sech!—, caso se escolha o sinal posi- 
vv/02—v? cá a 


tivo deante do radical. A demonstração de (37) é análoga. As 
fórmulas (38) e (39) resultam de (23), $ 128, usando (1) c (2). 


Observação. Como 


ctgh 2 ctg E, sob il comp £, come? = cnh, 
a » a v a E 


as integrais (35)-(37) podem também ser expressas em têrmos de funções mais 
convenientes para o uso da tabela do $ 212. 





YE DD ate — mm q mm meça O int 
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Exemplo ilustrativo. Deduzir (37) mediante a substituição 
v = e cossech x (Confronte $ 135) | 


Sorução. Temos 
VE FE = Va cossechiz + a? =actghz. Por (2), $ 211 : 


Temos também dv = — acosechzctghzdz. Por XXXII 


do Ff cacosechecighede 1 
Logo fds -/ a cossech z - actghz Rd 


Como 2 = cossechr! = temos (37). 





PROBLEMAS 


1.º A curva da figura é à hipérbole 
equilátera x? — y? = a?. Usando os re- 
sultados do $ 142, provar que 
(a) área AMP = área do triângulo 


OMP — E a? coshtT É 
2 a 
(b) área do setor 


oPA = Lateohi 2 = Lot, 
2 a 





2 


sex = q cosh y (Temos, assim, uma outra (x! < 1) 
demonstração do teorema do $ 215). 


2. Deduza, por integração, cada um dos seguintes desenvol- 
vimentos em séries de potências ($ 196). 


n-1 


Calcule as seguintes integrais 


3. SJ sentrsz do =zsnhiz> Vi +40. 


4 Jisrizas 5 fe coshr! 3 dz. 
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Calcule as integrais, usando funções hiperbólicas 


é / “ls ef vE-Sa 
“Do viox+9 2— dr 


9. Ache o comprimento do arco da parábola q? = 4y de (0,0) 
a (4,4), usando funções hiperbólicas. Resp. 4/20 + senh! 2 = 5,92. 

10. Ache a área limitada pela catenária y = a cosh = e a reta 
y= 2a. 

1. A aceleração para baixo, a, de um corpo que cai é dada 


pora=32-Jv,cv=0,8=0, quando t=0. Achar ves. 
Resp. v=Stgh4t, s=2lncoshét. 


221. — A gudermaniana. A função arc tg (senh v), que ocorre 
frequentemente em matemática (por exemplo, em (1), Exemplo ilus- 
trativo, $ 219), chama-se a gudermaniana* de ». Para indicá-la 
usa-se o símbolo gd » (ler “gudermaniana de v”). Assim, 


(1) gd» = arc tg (senh 2). 
A derivada é 
d dv 
XXXIX a do = secho qo, 
admitindo que v seja uma função de x. 
Demonstração. Derivando (1), obtemos 


cosh » 


o UE pr = Por XXII e XXVIL 





Mas 1+ senh?» = cosh?v, Por (B) 
e Per sechp. Por (1), $ 211 
E d E do 
Então a gdr= sechr e Por(4), 8 38. 


*Do nome do matemático Gudermenn. Seus trabalhos foram publicados em 1880. 
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Da definição (1) e $ 77, vem 

(2) gi (0)=0; gd (-0)=—gdv; gd (+ o)=1a; 
gd(— 0)= — dr. 

Quando » cresce, gd » cresce (pois sech v > 0). 
Seu valor está compreendido entre —1y e 


+37. Alguns valores estão dados na tabela 
ao lado. 


Por (1), $ 219, 





(40) See vdv=gdo +C. 


Para achar a função inversa ($ 39), seja 





(3) 4 =arctg(senho), (—- Er <g6 <&z) 
e resolvamos em relação a v». Obtemos 
(4) v = senhr! (tg q). 


De (3) vem tg = senhv. Como coshtv = 1 + senh? », por 
(B), as tunções trigonométricas de &, quando v > 0, podem ser 
obtidas do triângulo retângulo ao lado. Assim, | 


sen é = tgho, cosÊ = secho, etc. 


A função inversa* (4) pode ser posta Ea 
sob a forma senh v 


(6) e-n(eg tro). E 


Demoxsrração. Substituamos em th), 8 216, x por tgg. 
Notando que 1 + tg? 4 = sec" ó, por (2), p. 3, obtemos (5). 
Reciprocamente, de (5) resulta que & = gdy. 


Prxonsrração. 4 (5) fornece 


secb+tgó=e, ou tgó-g=— sec 4. 


* O afmboto gftj é usado por alguns escritores (» = gd 6). 
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Quadrando ambos os membros, substituindo sec? q por 1 + 
+ tg? é e reduzindo, vem 


—-2tepetes=1. 


Resolvendo em relação a tg &, obtemos 


tgó = — = senho. Por (A) 


Logo * & = arctg (senhv) = gd». Q.E.D. 


Exemplo ilustrativo. Dada a 
tratória (ver figura), sejam 
a = comprimento da tangente 
PT (constante, por definição); 

t = abscissa da interseção da 
tangente com o eixo dos 2x; 

& = ângulo formado pela 
tangente orientada para cima e o 
eixo dos yy (portunto, é = O quan- 
dot=0 eo ponto B (0,0) esta 
sobre a curva). 





Demonstrar que 


t 
(6) 4=zd («) 


Demonstração. Quando t é dado, & é determinado; logo, & é uma função 
de £. Para à tangente em Q, um ponto próximo de P, sejam respectivamente, 
t+AM=0T)e & + AS os valores de te q. Tracemos TU perpendicular 
a QT! Seja S o ponto de interseção das tangentes em P e em Q. Temos, 
então, nos triângulos retângulos UT7' e STU 


TU = PT'cosUTT'; TU = TSsen TSU. 

Portanto TT'cosUTT! = TSsen TSU. 

Mas, ângulo UTT” = & + Ag, ângulo TSU = Ad, TT'= At. Logo 
Atcos(p+AG) = TS sen Ag. 


Façamos Q mover-se sobre a curva, tendendo a P, de modo que AG —+0. 
Então, At — 0, S tende a Pe TS tende a a. Consequentemente, pelo Teorema 
sobre infinitésimos equivalentes, $ 98, e por (B) do $ 68, temos 


dicos & = dé, ou dido. 
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Integrando e lembrando que & = O quando t = 0, vem 


i= In (sec & + tg 6). 
Logo, por (5) é=gd (). Q.E.D. 


PROBLEMAS 


1. A figura mostra o círculo x? + y? = 1 e a hipérbole equilá- 
tera x*— y?= 1 no primeiro quadrante. De M, pé da ordenada 
MP de um ponto P da hipérbole, traça-se 
MT tangente ao círculo. Seja À v = área 
do setor hiperbólico OAP ($ 215) e & = 
= ângulo AOT. Provar que & = gd». fa 


2. Provar que 
(a) gdv = 2arctge — E 7; 
(b) Ssenhotghvdp = E) OE 
= senho— gdv + C. 
3. Traçar o gráfico de y = gd e. 
Calcular y e y' quando x=1. Ver figura. 
Resp. y = 0,86, y' = 0,65. 


4. No exemplo ilustrativo, p. 551, 
se P é (x,y), provar que 


x 





v=t-—asenó, y=acos q. 
Destas e de (6) deduzir as equações paramétricas, 
r=t— otet a, = asechi, 

da tratória. Achar também a equação em coordenadas retangu- 
lares, 

5. Deduzir Ysechtvdy=Isechotgho+Igdo AC. 

6. Se o comprimento da tangente de uma curva ($ 43) é 
constante (= q), 

(a) provar que E = — ver 

(b) integrar usando a substituição hiperbólica y = asech E 


com à condição x = O quando t = O e dêste modo deduzir as equa- 
ções da tratória, dadas no Problema 4. 
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7. Calcular cada um dos seguintes limites 


gdz—z. gdz— sen 
geo À 


(a) lim (b) lim - 
= 20 En 
Resp. ()—- 3 Db) 5 


8. Usando o desenvolvimento em série do Problema 14, $& 215, 
tem-se 


81 
gla=2-Grat a D+. 


Calcular o valor de gd 0,5 com quatro decimais. Resp. 0,4804. 
9. A equação (5), 8 221, pode ser posta sob a forma 
v=Inte(br +50). 
Prove isto, fazendo uso de (2), (4) e (5), pp. 3 e 4. 


222. — Carta de Mercator. A figura mostra uma porção (um 
oitavo) de uma esfera representando a Terra. Estão indicados o 
Polo Norte N, o Equador EF, a longitude 84 e a latitude 4, de 
um ponto P;. Um segundo N Polo Norte 
ponto Q, próximo de P; sobre 
a curva P;QV, com longitude 
0, + 48 e latitude &, + AY, 
bem como os meridianos e 
paralelos passando por P, e 
Q estão também indicados. 

- Os meridianos e paralelos for- 
mam o quadrilátero P;SQR. 
Vamos exprimir os arcos de 
círculo RQ e PR em função 
da latitude, longitude e raio 
da esfera. 

Como O é o centro dos arcos iguais RQ e PS, cada um com 
Angulo cêntrico Aó, temos 





(D arco RQ = arco PjS = a ÀG. 


Ora, € é também o centro do arco P;R, com ângulo cêntrico 46; 
logo, arco PR = CP, A9. Mas, no triângulo retângulo OPC (ân- 
gulo reto em 0), CP; = acosg, Logo 


arco P;R = a cos P; ÀO. 
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A linha 24%” 6 tangonte cm P, ao paralelo PR. A linha PT 
é tangente* em P, à curva PQV. O ângulo em P, compreendido 
entre a curva e o paralelo é o ângulo R' PjT. Portanto 


(2) tgR' PT = secó, (), ã 
sendo o valor da derivada obtido da equação 


(3) 8 =1(6) 


que é satisfeita pela latitude o longitude de cada ponto da curva 
PQV. 


Demonstração de (2). Pelo teorema sobre infinitésimos equi- 
valentes, $ 98, pode-se mostrar** que 


" = Arco RQ 
(8) tg EPT O AroO PR 


Substituindo os valores de (1), obtemos (2). 


Na carta de Mereator*** da superfície da Terra o ponto com 
latitude & e longitude 8 está representado pelo ponto (x,y) tal que 


(5) t=0,y=In(secó + tg od), 
ou, inversamente, 
(6) 8=z g=gdy. Pelo $ 221 


Em (5) e (6), 8 e & são expressos em radianos. Os meridianos 
(8 = constante) estão representados na carta por retas paralelas 
ao eixo dos yy, os parslelos (& = constante) por retas paralelas 
ao cixo dos «7. A curva (3) é dada pelas equações paramétricas 





(Co) 2=I6), y=In(ecó+ ted). 


* Definida no & 28 como 2 posição limite da reta passando por , e Q quando Q tendo à 
Ph, movendo-se aobre a curva PQ. 

** Os detalhes estão indicados num probioma do $ 223, Note que os arcos RQ e Pi são, 
respectivamente, aposto e adjante ao ângulo em P, ao uiângulo eurvilíneo PRQ. 

*+** Gerardus Mercator (1512-1594), femoso esrtógrato, publicou sus Cera do Mundo em 
1509. Seu nome é s forma latina de Gerhard Kremer, 
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Trorema. O ângulo compreendido entre uma curva sobre a su 
perfície esférica e um paralelo que a corta não muda com à repre- 
sentação. 


Demonsrração. Seja (x,y) o ponto de (7) onde p= dr 
Na carta, o paralelo é representado pela reta y = 4; logo, temos 
que demonstrar que a curva (7) é tal que 


(8) (2), = sec dy (5). Usando (2) 


De (7) e (3) obtemos 


dy dz À . a 
dé = secb, dg =! (6) = do 





A igualdade (8) resulta, pois, de (4), $ 81,e (0), 8 39. Q.E.D. 
Há dois corolários importantes. 


Cor. 1. O ângulo em P;, sobre a esfera, formado por duas 
curvas, PQR e PQ'R' é igual ao ângulo em (x,, 3), na carta, for- 
mado pelas curvas correspondentes pela representação. Logo, a 
representação conserva os ângulos. 


Cor. II. Uma reta com coeficiente angular «, na carta, é à 
correspondente, pela representação, de uma curva, sobre a esfera, 
que corta cada paralelo sob o mesmo ângulo a. sta curva cha- 
ma-se uma loxodrômica. 


Ao longa de uma loxodrômica 
(9) 4 =ed(Otga+d). 


Isto resulta de (6) e dey = ztga + b. A rota de um navio que 
mantém sempre a mesma direção é uma loxodrômica. Na repre- 
sentação (5), 9, e portanto x, tem valores compreendidos entre 
—me +, inclusive; y pode ter qualquer valor ($ 221). Portanto, 
a superfície da Terra está representada na faixa do plano xy deter- 
minada pelas retas vt = —-resz=+7. 


Pela tabela do $ 221 podemos achar a latitude em graus doa paralelos qua 
são dados sobre a carta pelas retas y = constante. 


v 0 05 10 15 2 3 4 5 
lat. 0º 2731! 49036! 64051” 74035! 84018” Bro5a” BOA" 
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Uma loxodrômica é representada no mapa por 
uma sério de segmentos paralelos como 44, 
BBy, CC1, etc, na figura, conde BA;, CB, ete. 
são paralelas ao eixo dos zz. A representação 
é “conforme”, isto é a forma das pequenas 
áreas se preserva. Isto resulta do Cor. I. Por 
exemplo, uma figura triangular* sobre & super- 
fícic da Terra, limitada por loxodrômicas, será 
um triângulo no mapa é os ângulos correspon= 
dentes das duas figuras são iguais. A ima- 
gem, na carta, de uma área sobre a superfície 
da Terra, também depende da distância que a 
separa do Equador. O probleraa 4, p. 558, 
trata dêste ponto. 





223, — Relações entre as funções trigonométricas e as 
hiperbólicas. Seja o expoente v da função exponencial e" um nú- 
+ números reais, 1 = //— D. Então, 





mero complexo x + iy (ve y 
poremos, por definição, 


65) tt = ein = e (cosy + iseny). 
Se x = 0, temos (ver $ 206). 
(2) cv = cosy+iseny 
Trocando y por — y, (2) torna-se 
(3) cv = cosy— isengy. 
Resolvendo (2) e (3) em relação a sen y e cos 3, vem 


ev — et rem 
- cosy="—— 
20 q p) 





(4) seny = 


Vê-se, assim, que o seno c o cosseno de uma variável real são 
exprimíveis em termos de funções exponenciais com expoentes ima- 
ginários. 

As fórmulas (4) e (4) sugerem definições para as funções men- 
cionadas quando a variável é um número complexo qualquer z. 


*As rotas za —7ez=+q representam o mesmo meridiano (1800 W. ou 180 E.) 
Admite-se que este meridiano não corta O triângulo curvifíneo, Na figura, A; e B representam 
o mesmo ponto sobre a Terra, By € C também, 
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Estas definições são 
ey ci 
EO 





cosz = 





6) 
eter 
CR 





senhz = + coshz= 





As outras funções trigonométricas e hiperbólicas de z são defi- 
nidas pelas mesmas razões que as usadas quando a variável é um 
número real. 

De (5) resulta 


(L) senhiz = isenz, coshiz = cosz. 


cit — gia 
senh is = 2º & isenz, usando (5); ete. 


De (L), por divisão, obtém-se 
(6) tghiz=itgz. 


A semelhança de muitas fórmulas dêste capítulo com uutras 
para funções trigonométricas é explicada pelas relações (L) e (6) 
(ver Exemplo ilustrativo 2). Os segundos membros de (5) são 
exprimíveis por números complexos cujas partes reais envolvem 
apenas funções trigonométricas e hiperbólicas de variáveis reais. 
Isto aparece abaixo no Exemplo Ilustrativo 1. 


Exemplo ilustrativo & Deduzir a fórmula 
(7) senh (x +iy) = senhz cosy + icoshz seny. 
Sorugão. Por (5), se 2 = 2 + iy, temos 


iy — ecaciy 


(8) RR pa a s 








ez(cony + izeny) — eF(cosy — iseny) 
(9) = E) . 


Por (1), $ 210, se o = 2, temos 
es =codhz +senhe, et =coshz—senhz. 
Substituindo estes valores em (9) e reduzindo, vem (7). 
Trocando é por — é, (7) torna-se 
senh (z — iy) = senha cosy — icoshz sen gy. 


Observe-se à forma do segundo membro aqui e em (7). 
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Exemplo ilustrativo 2. Prove diretamente, por (6), as relações 
sentz +costz=1, cosh?z— snbiz=1. 


Sorução. Os detalhes são os mesmos que os da demonstração de (5), $ 210. 
A primeira relação pode ser deduzida da segunda como segue: 


Seja 2 = io. Então coshêiv — senbêiy = 1. Mas, por (L), coshio = cos», 
senh iv = isens. Logo costv + sento =]. 


PROBLEMAS 


1. Usando diferenciais, mostre que na Carta do Mercator u 
distância que separa retas paralelas ao eixo dos zg representando pa- 
ralelos de latitudes &; e Ai+ÃG, varia proporcionalmente a sec qa. 


2. Ao longo de uma loxodrômica & = gd (8 tga + b), prove, 
por derivação, que tga = sec se. 


5. A altura À da zona, sobre a esfera, limitada pelos paralelos 
6 = dn = Gildo > di) éa(son ga — son br) (ver figura, 5 229). 
Se y = 1º, y = W São as correspondentes paralelas no mapa, provar 
que 


(a) h=a(tghy— tehy); 


(D) dy = Escot gr dh, so dr = di + dó, 


4. Usando (b), Problema 3, mostrar que zonas iguais de peque- 
na altura cujas bases inferiores são paralelos de latitudes 0º, 30º, 
15º, 60º, respectivamente, estão representadas por retângulos cujas 
úrcas estão entre si como 3:4:G:12, (A área de uma zona é 
igual à sua altura vezes a circunferência de um círculo máximo). 


5. Descrever a direção de uma curva sóbre a esfera (a) se 
EM 
do 


; do ntini 
5 (0) seo é infinita. 


6. Deduza, pelo método usado no Exemplo Fustrativo 1, cada 
uma das seguintes fórmulas. 


(a) cosh (x + é) = coshz cos y + isenha sen 3 5 
(b) sen(z + iy) = senzcoshy = icosrsenhy; 
(co) cos(z + iy = coszcoshy — isenzsenhy. 
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Destas, calcular os valores de cosh(z — iy), sen (x — iy), 
cos (x — ty). 


7. Prove que (2) senh (E + +) = icoshu; 


(b) cosh (12 + 1) = + isenha 


8. Calcule, com duas decimais, as expressões abaixo 


(a) senh (1,5 + 9); (b) cosh (1 — 1d); 
(e) cos (0,8 + 0,51); (d) sen (0,5 + 0,84). 
itesp. (a) 1,15 + 1987; (c) 0,78 — 0,875. 


OUTROS PROBLEMAS 


1. Na figura do $ 222, P;M, é perpendicular a CR e, por 
conseguinte, perpendicular ao plano do meridiano NQR. Portanto, 
o triângulo PjQM, é retângulo (a corda P;Q não está traçada) e 
te M;P;Q = e, Quando 490, a reta PM, tende à tan- 

Sb 
gente PR e o ângulo M4P;Q tende ao ângulo R'P;P. Consequen- 
temente, 


m M9 
ago PM * 





(10) tgR'PT = 


Compare com (4), $ 222, e mostre que 








(a) Pr Ano PRO 1 (ver Fig. 1): 
(b) lim MO (ver Fig. 2, a qual 


ago arco RQ 


mostra o plano do meridiano NQR). No 
triângulo M,QR, mostre que M;R é um 
infinitésimo de ordem mais alta que QR 
quando AS e A$ são de mesma ordem 
(S 99). Então, ver problema do $ 99, 
usando (a) e (b) e o teorema sôbre infini- 
tésimos equivalentes, $ 98, (10) torna-se 


(4), 8 222. 
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2. Se ds; é o elemento de comprimento de arco de uma curva 
sôbre a esfera do $ 222, provar que ds;? = a” (dg? + cos? é do?), 
(Na figura do $ 222, 
corda PQ 

arco 

3. Se ds é a diferencial do arco de uma curva sobro a Carta 
de Mercator, mostrar que ds? = sec? q (dg? + cos? dB?) (Comp 
rando com o Problema 2, temos ds;? = a? cos? ó ds). 


(corda 20)? = PM + MQ' e lim 1. 








4. Achar o comprimento de uma loxodrômica entre pontos 
cujas latitudes diferem de Ag. Resp. acosseca Ag (a = raio da 
Terra). 


5. Mostrar que as quatro primeiras fórmulas em (4), p. 3, € 
(D), (E), 8 213, subsistem quando x, y, v e w são substituídos por 
números complexos (Use as definições (5) ). 


6. —Demonstre as fórmulas do Problema 6, p. 558, usando os 


resultados do Problema 5 e (1). 
tada o — senh2z +isenZy 
7. Prove que tgh (x + iy) = GS ER RED 7 


8. Deduza a fórmula para tg (x + iy) do resultado do pro- 
blema precedente. 











CarítuLo XXIII 


DERIVAÇÃO PARCIAL 


224, — Funções de diversas variáveis. Nos capítulos prece- 
dentes estudou-se o cálculo para funções de uma variável, Vamos 
agora estudar funções de mais de uma variável independente. Na 
matemática elementar encontramos exemplos simples de tais fun- 
ções. Assim, o volume de um cilindro circular reto 


(1) v=m2y 


é uma função das duas variáveis independentes 2 (= raio) c y 
(= altura). A área de um triângulo 


(2) u=aysena 


é uma função das três variáveis independentes 2, y e «, represen- 
tando, respectivamente, dois lados e o ângulo compreendido entre 
êles. 

Tanto em (1) como em (2) os valores que podem ser atribuídos 
às variáveis do segundo membro são, evidentemente, independentes 
um do outro. 


A relação 

(3) 2=Í(2,9) 
"pode ser representada graficamente por uma superfície, lugar geo- 
métrico da equação (3), interpretando-se x, y e z como coordenadas 


retangulares, como na geometria analítica do espaço. Esta super- 
ficie é o gráfico da função de duas variáveis j (z, 4). 
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Uma função j (x, y) de duas variáveis independentes x e y diz-se 
contínua para v=a,y=b,se 


(4) lim f(2,9) = f(a,d), 


vd 


qualquer que seja o modo como x e y tendam, 1espectivamente, 
aos limites a e b. 

Esta definição é, algumas vezes, enunciada abreviadamente, do 
seguinte modo: quando ze y são suficientemente próximos de a 
8 b respoctivamente, f (z, y) difere muito pouco de j (a, b)*. 

Isto pode ser ilustrado geomêtricamente, considerando-se a su- 
perfície representada pela equação 


(3) 2=S(2,9). 


Seja M, de coordenadas a e b, a projeção de lum ponto fixo 
VP da superfície. 

Indiquemos com Az e Ay os acréscimos das variáveis x é y res. 
pectivamento e com Az o correspondente acréscimo da função z. 
Seja P' o ponto, da superfície, de coordenadas 


(a + Ax,d + Ay, Hab) + 42). 
Em M o valor da função é 
2=J(ab)=MP. 


Se a função é contínua em M, então Az ten- 
de a O quando Az e Ay tendem a zero, qualquer 
que seja o modo como estas últimas tendem a 
zero, isto é, M'P' tende a coincidir-se com MP, quando P' tende 
a P, movendo-se sobre a superfície, qualquer que seja a di 
que se dá o movimento. 








A definição de continuidade para funções de mais de duas variá- 
veis é semelhante à anterior. 


A seguir consideraremos somente os valores para os quais a 
função em estudo é contínua. 


2 Para uma melhor compreensão disto, deve o leitor reler o $ 17 bobre funções contínuas 
de uma só variável, 
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225. — Derivadas parciais. Na relação 
OM) 2=J(y), 


podemos fixar y c fazer variar apenas x. Então, z torna-se uma 
função de uma variável z e podemos, portanto, considerar a deri- 
vada dela em relação à x, como temos feito até agora. Essa deri- 
vada chama-se derivada parcial de z em relação a x. Semelhante- 
mente, fixando x e fazendo variar y podemos considerar a derivada 
parcial de z em relação a y. A notação é 

dz 


ro derivada parcial de z em relação a z (y permanece constan- 
te).* 


E) E, a 
Ei derivada parcial de z em relação a 7 (y permanece constan- 


te).* 

Para funções de três ou mais variáveis, as derivadas parciais 
são indicadas de modo análogo. 

Para evitar confusão, o símbolo à (“d rond”)** tem sido geral- 
mente usado pata indicar derivação parcial. 

Exemplo ilustrativo 1, Achar as derivadas parciais do z = ax? + 2bzy + 
+ et. 


Soução. a = 2az + 2by, tratando y como constante, 


& = 2bz + 2cy, tratando x como constante. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar as derivadas parciais de u = sen(az + by-+ez). 


Sorução. Ea = acos(az + by + cz), tratando y e z como constantes, 


z = bcos (az + by + cs), tratando 2 e z como constantes, 


E = ecos (az + by + cz), tratando y e x como constantes. 


sO valor constante nade ser «ubatitnfdo na função antes de derivar. 
*4 Intraduzido por Jacobi (1804-1851). 
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Com referência a (1), temos, nas notações comumente usadas 


dz 


Edi» Lstud= Etr fe=%; 
= drenal E-nmd=h= 


Notações semelhantes são usadas para funções de um número 
qualquer de variáveis. 
Tendo em vista o $ 24, temos 


2 Jr) = im MEtdom Cm, 


(8) Jules) = Im, Soy + au —I(roy) 


226. — Interpretação geométrica das derivadas parciais. 


Soja 2=S(2,9). 


2 equação da superfície mostrada 
na figura. 

Pelo ponto P (onde z =a e 
y=b) da superfície tracemos um 
plano EFGH, paralelo ao plano 
X0Z. Como a equação deste pla- 
no é 





v=b, 
a equação da curva de interseção JPK com a superfício é 
e=J(2,), 
se considerarmos EF como o eixo dos Z e EH como o eixo dos X. 


ô. idas 
Neste plano, Em tem o mesmo significado que Ea e, portanto, 
temos 
8, Ed 
(1) Em = tg MTP = coeficiente angular da curva de inter- 


seção JK em P. 
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Semelhantemente, se o plano BCD passa por P e é paralelo ao 
plano YOZ, sua equação é 


z=a 


e relativamente à curva de interseção DPI, a tem o mesmo sig- 


niificado que E 


dy Consequentemente 


(2) É = — te MT'P = coeficiente angular da curva de inter- 


seção DI em P. 


a, 
Exemplo ilustrativo. Dado o elipsóido & + o + = =, achar o 


coeficiente angular da curva de interseção do elipsóide (a) com o plano y = 1, 
no ponto onde x = 4 c z é positivo; (b) com o plano z = 2, no ponto onde y = 3 
e & é ponitivo. 


Sorução. Considerando y como constante, 


22 dO dz z 
mta ro, U ge: 
da ER 
Quando x é constante, g+ “6 3 0, ou EM 2 


(a) Quandoy = 1 é 24, oa Ss 


(b) Quandoz = 2 e y=3, mL... 
vã 





PROBLEMAS 


Calcule as derivadas parciais das seguintes funções. 
1. 2=42+Bry4Cy+Dz+Ey+P. 


Resp. Dm 244 By+ D; ds = Br +204+4 E. 


"dy 

2 f(xy)=43+3Bry+4+3Cryp+ DA. 
Resp. Jelzy)=3(A242Bzy4 Cy); 
i(my)=3(B+2Cry+ Dy). 





8 


10. 


mn. 


12. 


13. 


14. 
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fes Ax + By 
CV DE A+Dy 
Roo PL (AD- BO Of (BC- AD) 
CP dr (C+Dy' dy (C+DyW' 


u=zyt+yetzr. 
Resp. u=y+tz; n=2te;u=z+ty. 


J(x,u) = (2 + y) sen (x — 9). 


Resp. jilry)=sen(z—m)+(z+ycos(z—y); 
Io(x,y) = sen(z — 9) — (2 + y) cos(r = 9). 


p=senZ8cos3 4. Resp. dp 2 c0s20 cos? 4; 


[90] 
= — 3sen20sen3 6. 
p= APeos(8 — q). 
à, 
Resp. Er) = «Nº [cos (0 — &) — sen (8 — q): 


& = e? feos(8 — &) + sen (9 -- 4)). 
Iem=32—42y+ 6x. 


2+2y 
v+22" 


Ec 
sa=erln—. 
z 


Jeyn)=(1+2)tglr+a. 
p=tg20ctg40. 

[U 
ER poa 
p=e Cos + 
Se jlym=22-3ry+4y, mostre que f.(2,3) = 


==, h(B3=]8 


is. 


Se Jr, y) = ZA mostre que j. (3, D=—3, f(8, D= 5. 
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16. Sef(x,y)=ezsen(z+27y), mostre que f, (5 1) Es 


=-14(0,7)=0 


17. Seu=ÁAz42Br'y+Cy, mostre quer a + voe = 4u. 


2y? 
18. Se vu mostre que a St +u$E= 3u. 
du | du | du 
Seu=g! 2 2 
19. Seu=zy-+gyz-+ az, mostre que % E RARE do 
=(r+y+22 
20. Seu = SE, mostro ques Gl + y qi = (n—2)u, 


21, A área de um triângulo é dada pela fórmula K=3 be sen 4. 
Dados b = 10 polegadas, c = 20 polegadas, A = 60º, 

(a) achar a área; 

(b) achar à velocidade de variação da área em relação ao lado 
bsece 4 permanecem constantes; 

(c) achar a velocidade de variação da área em relação 20 ân- 
gulo À se b c c permanecem constantes; 

(d) usando a velocidade achada em (e), calcular aproximada- 
mente a variação da área quando o ângulo é acrescido de um grau; 

(o) achar a velocidade de variação de c em relação a b se a 
área e o ângulo permanecem constantes. 





22. A lei dos cossenos para um hgulo é q? = bi+ ci — 
— 2becos 4. Dados b = 10 polegadas, c = 15 polegadas, À = 60º, 

(a) char a; 

(b) achar a velocidade de variação de a em relação a b se ce 
A permanecem constantes; 

(c) usando a velocidade achada em (b), calcular aproximada- 
mente a variação de a se b decresce de uma polegada; 

(d) achar a velocidade de variação de a em relação a À se be 
ec permanecem constantes; 

(e) achar a velocidade de variação de c em relação aÃsege 
db permanecem constantes. 
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227. — Diferencial total. No $ 91 vimos o que é diferencial 
de uma função de uma variável; precisamente, se a função é 


v=I(2), 


a diferencial é 


(1) dy = 100) Aa = as Ugo, 


Vamos agora ver o que é diferencial de uma função de duas 
variáveis. 


Consideremos a função 
(2) u=I(2,3). 


Scjam Az e Ay acréscimos de x e y respectivamente e Au o 
correspondente acréscimo da função u. Temos 


(3) du=I(r+Ar,y+A)-S(ay) 
Somando e subtraindo (x,y + Ay) no segundo membro, 


(4) Au =If(e+dz,y+Ay)-I(zy+ Ay] 
+ Ur y + Ay) — f(x, 9). 


Aplicando o teorema do valor médio (D), 8 116, a cada uma 
das duas diferenças do segundo membro de (4), obtemos, para a 
primeira diferença 


(6) Harãz vA+Sy) — f(x, y+Ay) = fe (240 Ag, v+Ay) Az, 


r = 2 da = Ar, e como x varia e y + Ay permanece constante, obtemos 
derivada parcial em relação a z. 


Para a segunda diferença, 


(6) Peru td = (0,9) = flr,y + 04 Ay) Ay. 


E = da = dy, e coma y varia e x permanece constante, obtemos o] 
derivada parcial em relação a y. 


Substituindo os resultados (5) e (6) em (4), vem 
(0) Avi + 0 ár y + Ay) dr + file, y + 04 Ay) Ay, 


efe 6. são positivos e menores que 1. 
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Como J, (x,y) e j, (x, 4) são funções contínuas de x e y, os coefi- 
cientes de Az e Ay em (7) tendem a J. (x,y) e f, (x, 4), respectiva- 
mente, quando Az e Ay tendem a zero. Temós, pois, 


(8) Jalv+ Ob, y+ Ay) = my +e 
(9) tlrytOAy)=h(ig)+e, 


onde ce € são infinitésimos com Az e Ay, isto é, 
lim e=0, lime =0, 
ea) Aro 
AyO AyO 
e (7) torna-se, então, 
(10)  Au=fi(z,y) Az + fi(2,y) Ay + eAs + Ay. 


Pois bem, diferencial total (= du) de u é, por definição, a ex- 
pressão 


qu) du = fs (2,9) Az + Ju(z,y) Ay 


A diferencial total de u é a “parte principal” do acréscimo Au, 
isto é, quando Az e Ay são muito pequenos, du e Au diferem de 
muito pouco (confronte $ 92). 

Se u =x, (11) torna-se, ôbviamente, dz = Az; se u = y, (11) 
torna-se dy = Ay. Substituindo êstes valores de Az e Ay em (11), 
obtemos a importante fórmula 


(B) du=ij (x, y)dz + fe(z,y) dy = 


du du, df af 
=Wrtg = du +gd 





y 


Se u é uma função de três variáveis, sua diferencial total é 


du Qu du 
(c) du = Se de + gy Uta E 
e assim sucessivamente, para funções de um número qualquer de 
variáveis. 


Uma interpretação geométrica de (B) será dada no $ 238, 
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Exemplo ilustrativo 1, Calcular Au e du para a função 
«2 um 22 +34, 
quando x = 10, y =8, Az = 0,2, Ay = 0,3, e comparar os resultados, 


Sorução. Substitusmos em (12) 2, , é u respectivamente por « + Ar, 
4 + Ay e u + Au, é procedamos como abaixo 


u+Au=2(2+ A) +Iy+ Ay? 
=22 +3y!+4rÃs+6yAy+2Z(A) +3 (Ay. 
u=22+3y 


(13)  Au=42A2+64Ay+2(A 43 (Ay? 


Dorivando (12), vem 


du 

ar 47, a 6y. 
Substituindo em (8), obtemos 
(14) du = 4cdz +6ydy. 


Lembrando que Ar = dz e Ay = dy, vemos que o segundo membro de (14), 
é 1 “purte principal” do segundo membro de (13), pois 08 termos restantes são 
do segundo grau em Az ou Ay. Teste resultado ilustra (10) e (11) acima (pre- 
cisamento, é = 247, € = 3 Ay). 

Substituindo os valores dados em (13) e (14), vem 


(15) Au = 8 +15,4+0,08 + 0,27 = 2276; 
(16) du=8+14,4=224. 
Portanto Au — du = 0,35 = 1,6% de Au. Resp. 


Exemplo ilustrativo 2. Sendo u = uro tg Ê, achur du 


SOLUÇÃO 





Substituindo em (B), du= sia Eesp. 
- PROBLEMAS 


Achar a diferencial total de cada uma das seguintes funções. 


1 2=25-4pr3yp. 
Resp. de=(67!— 4y) dr + (97º — 8 xy) dy. 





g 22 VALOR APROXIMADO DO ACRÉSCIMO 5 





Az + By (4D — BO) (ydz — x dy) 
o u=DEEDO q=DDD "UT, 
(Cx + Dy)* 
7. du = podre + 2ry2 dy + 3xyrda. 
4 u=ricos2y. 5. 0 =aretg É. 
6 u=(r>mlnte+y. 
7. Sozx!+ty+z=a?, mostre que dz = — ade tuo, 


8. Achar dese tz? — 9yº — 162º = 100. 


9. Calcular Au e du para a função u=2]— 3xy+2y? 
quado z=2,y=—3, Ar=—03, Ay=0,2. 
Resp. Au=-—7,5,du=-75. 


10. Calcular du para a função u = (7 + WNVz — y quando 
=6y=2 dr=4, dy=—4. 


nm. Calcular Au e du para a função u=«ry+21— 4% 
quando 2=2,4=3, Ar=04, dy = — 0,2. 


9 
12. Calcular dp para a função p= e? sen(9 — 4) quando 
0=0,6=:m, dd=02e do=-—0,2. 


228, — Valor aproximado do acréscimo. Pequenos erros. 
As “órmulas (B) e (C) são usadas para calcular Au aproximadamente. 
Guando os valores de x e y são determinados por medida ou pela 
ncia o portanto estão sujeitos a erros pequenos Az c Ay, uma 
aproximação sensível do erro em “ pode ser achado por (B). (Con- 
froais $$ 92 e 93). 

“xemplo ilustrativo. Achar, aproximadamente, o volume do material com 


que “ feita uma panela sem tampa de forma cilíndrica, sabendo que o diâme- 
tro .serior e a altura são, respectivamente, 6 polegulas e 8 polegadas c que 





à coesa do material é de Edo polegada. 

sorção. O volume » de um cilindro circular reto com diâmetro z e al- 
tura y É 

(1 vedar. 
Obviaa.cate, o volume do material é a diferença Av entre os volumes de dois 
cilíndica, um para o qual z =6) 4 =8j e outro para o quilz=6, y =8. 


Como “: quer apenas um valor aproximado, podemos calcular do 49 invés de Ay. 
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Derivando (1) e usando (B), obtemos 


[RE dom) rayde +14 sotdy. 
Pondo em (2), 2=6,y=8, dz = + dy = E obtemos 
do = 7:57 = 224 polegadas cúbicas, Resp. 


O valor exato é Av m 23,1 polegadas cúbicas. 

Exemplo ilustrativo 2, Mediu-se dois lados do um triângulo e o Angulo 
compreendido entre eles 6 achou-se, respectivamente, 63 pés, 78 pér e 60%, Au 
medidas estão sujeitas « um erro máximo de 1 pé em cada comprimento é 


1º.no árigulo. Achar O máximo erro aproximado e o erro por centum no cálculo 
do terceiro lado, usando estas medidas. 


Soução. Usando a lei dos cossenos ((7), 6 2), 
(3) ulmz+y —Deyrosa, 


onde x, y são os lados, « o ângulo compreendido entre éles e 4 O terceiro lado. 
Os dados são 
(42-63, ym 78, am 60 = T., de = dy « 0,1, dy = (01745 (radiano) 
Derivando (3), vem 


du  2-ycosa du y-zcosa du ayomna 
dz vo! uu 'da “o: 





Logo, usando (C), 





did (z—y cos a) dr A fura cos) dy + zy sen a da E 


Substituindo os valores de (4), achamos 


dim 24 + 4,65 + 74,25 


LT = 1,13pé. Resp. 


O erro per centum é 100% = 1,6%. Resp. 


PROBLEMAS 


1. Mediu-se os catetos de um triângulo retângulo e achou-se 
8 pés e 8 pés com erros máximos em cada um de 0,2 pé. Achar 


Ed CTT aço TT SS Ti 
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aproximadamente o erro máximo e o erro por centum, eatvulando 
(a) a área, (b) a hipotenusa, usando estas medidas. 
Resp. (a) 0,7 pés quad., 21%; 
(b) 0,14 pés, 1,4%. 


2. No problema precedente achar, usando as dadas dimensões, 
o ângulo oposto ao maior lado e calcular o máximo erro aproximado 
nesse ângulo em radianos e em gráus, 


s. Os raios das bases de um tranco de cone circular reto 
foram medidos e se achou 5 polegadas e 11 polegadas, Mediu-se 
também a geratria e esta scusou 12 polegadas. O êrro máximo em 
cada medida é 0,1 de polegada. Achar o erro aproximado 6 0 erro 
per contum oaloulando, com estas medidas, (a) a altura, (b) o volume 
(ver (12), & 1). 

Resp. (») 0,23 polegadas, 2,2%; 
(b) 2447 polegadas cúbicas, 849%. 


: 4. Um lado de um triângulo mede 2 000 pés o os ângulos adja- 
centes medem 30º e 60º, com um máximo érro em cada ângulo de 
30”, O máximo erro na medida do lado é = 1 pé. Achar o má- 
ximo erro aproximado e o erro per centum, caloulando mediante 
estas medidas (a) a altura relativa ao dado lado; (b) & área do tri- 
ângulo. 
Resp. (a) 17,88 pés; 2,1%. 


5. O diâmetro e a altura de um cilindro circular reto medem, 
com um erro provável de 0,2 polegada em cada medida, respecti- 
vamente, 12 polegadas e 8 polegadas. Qual é, aproximadamente, o 
máximo êrro posstvel no cáleulo do volume ? 

Resp. 16,8% polegadas cúbicas, 





6. As dimensões de uma caixa foram obtidas, com um erro 
provável de 0,05 pé na medida; achou-se 6, 8 e 12 pés. Pergunta-se 
(a) qual 4 aproximadamente, o máximo erro possível no cômputo 
do volume? (b) qual é o erra per centum? 

Resp, (a) 10,8 pés cúbicos; (b) 5%. 

7. Dada a superfície = se no ponto v=4,y=2, 

x ey são acrescidos de E qual é a variação aproximada de 2? 
Reép. — 





Em 








574 DERIVAÇÃO PARCIAL car. ? 


E E 1 
8. O peso específico de um sólido é dado pela fórmula s =: o 


onde P é o peso no vácuo e w o peso de igual volume de água. Somo 
í 


é afetado o peso específico por um erro de + Ú no peso de P « 4: 
no peso de w, tomando-se P = 8e w = 1, (a) se ambos os erros são 
positivos. (b) se um erro é negativo; (c) qual é, aproximadamente, o 
máximo erro per centum? 

Resp. (2) 0,8; (b) 0,5; (e) 6%. 





9. O diâmetro e a geratriz de um cone circular reto mem 
respectivamente 10 polegadas e 20 polegadas. Se há um erro pro- 
vável de 0,2 polegada em cada medida, qual é, aproximadamente, 
o máximo erro possível no cálculo do valor (a) do volume? (b) da 
superfície lateral ? 

377415 

18 


10. Mediu-se dois lados de um triângulo e achou-se 63 pis e 

78 pés. O ângulo compreendido entre os lados mede 60º, com um 

erro provável de 2º. Sabendo que há um erro provável de 0,5 pé 

na medida dos lados, qual é, aproximadamente, o máximo erro pos- 
sível no cálculo do valor da área? (Ver (7), 8 2). 
Resp. 73,6 pés quadrados. 


Resp. (a) = 25 poleg. cub.; (b) 37 = 9,42 pol? 


11. Se o peso específico de um corpo é determinado pela fór- 
mula s = + onde À é o peso no are W o peso na água, cual 
é (a) o máximo erro em s, aproximadamente, se 4 varia entre 
9 — 0,01 libras e 940,01 libras e W entre 5 — 0,02 libras e 
5+0,02 libras? (b) o máximo erro relativo? 

23 
Resp. (a) 0,0144; (b) F600 

12. Calculon-se a resistência de um circuito pela fórmula 

C= ã + onde € = corrente e E = força eletromotriz. Se há um erro 


de 0,1 de ampere na leitura de C e de 5 de volt na leitura de É, (3) 
qual é o erro aproximado em R se as leituras são € = 15 amperes 
e E = 110 volts? (b) qual é o erro per centum? 
Resp. (a) 0,0522 ohms; (b) &%. 
13. Se se usa à fórmula sen (z+y) = senx cosyfcosz sen y 
para calcular sen (x + y), qual é o erro aproximado no resultado 
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se se comete um erro de 1º, na medida tanto de z como de y, sa- 


bendo que as medidas dos dois ângulos agudos deram senz = & 
eseny= 3? Resp. 0,00]8. 

14. A aceleração de uma partícula que desce num plano ineli- 
nado é dada por a = gseni. Seg varia de 0,1 pé por segundo qua- 
drado e t, cuja medida acusou 30º é passível de um erro de 1º, qual 
é o erro aproximado no cálculo do valor de a? Tome o valor de g 
como 32 pés por segundo quadrado. 

Resp. 0,534 pés por segundo quadrado. 


15. O período de um pêndulo é P = 2 E: (a) qual é o má- 


ximo erro aproximado no período se há um erro de 4: 0,1 pé na me- 
dida de cada 10 pés e na medida de g = 32 pés por segundo qua- 
drado pode haver um erro de 0,05 pé por segundo quadrado? (b) 
qual é o erro per centum? 


Resp. (2) 0,0204 seg; (b) 89%. 

16. As dimensões de um cone são raio da base = 4 polegadas, 
altura = 6 polegadas. Qual o erro aproximado no volume e na 
superfície total se há um encurtamento de 0,01 polegada por pole- 
gada na medida usada 

Resp. dV = 3,0159 polegadas cúbicas 
dS = 2,818 polegadas quadradas. 


17. O comprimento le o período P de um pêndulo simples 
estão ligados pela relação 47?l = P?g. Selé calculado admitindo 
P = segundo e q =32 pés por segundo quadrado, qual é apro- 
ximadamente o erro em À se os valores reais são P = 1,02 segundo e 
9 = 32,01 pés por segundo quadrado? Qual é o erro per centum? 


18. Um sólido tem a forma de um cilindro terminado nos 
extremos por semi-esferas de mesmo raio que o do cilindro. As di- 
mensões são diâmetro = 8 polegadas c comprimento total = 20 pole- 
gadas. Qual é aproximadamente o erro no volume e na superfície 
seo à fita usada para a medida esticou-se uniformemente 3% além 
de seu próprio comprimento ? 


19. Admitindo que a equação característica de um gás per- 
feito é vp = Rt, onde v = volume, p = pressão, é = temperatura 
absoluta e R = constante, qual é a relação entre as diferençiais dv, 
dp e dt? Resp. «dp + pdo = Rdt. 
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20. Usando o resultado anterior em relação ao ar, suponha 
que achou-se num dado caso t = 300º€C, p = 2000 libras por pé 
quadrado, v» = 14,4 pés cúbicos. Achar a mudança em 7, admitindo 
que ela é uniforme quando t muda para 301ºC c » para 14,5 pés 
cúbicos, sendo R = 96. 

Resp. — 7,22 libras por pé quadrado. 


229, — Derivadas totais. Velocidades. Suponhamos que as 
variáveis x e y que figuram em 


(1) u=J(z,y) 
não sejam independentes. Suponhamos, por exemplo, que ambas 
sejam funções de uma terceira variável t, precisamente, 


(2) c=4(),y=w(b. 


Quando estes valores são substituídos em (1), u torna-se uma 
função de uma variável t e a sua derivada em relação a t pode ser 
achada do modo usual. “Temos, neste caso, 

du dz dy 

(3) du=Trdt, de=dt, dy="dt. 

A fórmula (B) foi deduzida supondo que x e y são variáveis 
independentes; podemos, contudo, mostrar facilmente que ela 
também vale para o caso atual. Para fazê-lo, voltemos a (10), 
$ 227, e dividamos ambos os membros por Àt. Obtemos, mudando 
a notação, 


Au duAz | du Ay («5 E) 
O Ta A ta at ta ta) 





Ora, quando At>0, 4250 e Ay 0; logo (ver $ 227) 


time=0, lime =0. 
Ato amo 


Portanto, quando At > 0, (4) torna-se 


du dude  dudy 
dt dz dt dy dt” 





(D) 


Multiplicando ambos os membros por dt e usando (3), obtemos 
(B), isto é, (B) vale também quando x e y são funções de uma terceira 
variável t. 
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Do mesmo modo, se 
u=j(my2) 
ez,yez são funções de é, temos 


(8) du Odudr | dudy | du dz 
dt” Ox dt Oy di Oz dt! 





e assim sucessivamente para um número qualquer de variáveis. 


Em (D) podemos supor t = z; então y é uma função de q e u 
é realmente uma função de uma variável z. Tem-se noste caso 


) du Ou, Ou dy, 
0 dr O * dy dr” 


Do mesmo modo, de (E) resulta, quando y e z são funções de 2, 


ê du du Oui, du de 
dr O 'dydr ' dzda” 


O leitor deve observar que e e a têm significados diferentes. 


R 16) NE A 
A derivada parcial Ea é o limite da razão entre os acréscimos quando 


se dá à particular variável x um acréscimo e se mantém tódas as outras 
Sgt Ag fesad du ; ea 
variáveis fixas, enquanto na definição de =“ demais variáveis 


não se mantêm constantes quando x recebe o acréscimo, mas sofrem 
também elas próprias outros tantos acréscimos. Para distinguir a deri- 


a O á d a 
vada parcial Ei da derivada a costuma-se dar a esta última o 


nome de derivada total de u em relação a x. Deve-se observar que 
enquanto a derivada parcial tem um valor determinado em cada 
ponto, o valor da derivada total num ponto só é determinado 
quando se dá também a direção particular segundo a qual a deriva- 
da total deve ser calculada. 


Exemplo ilustrativo 1, Dados u = snE, z=&,y =, scr da a 


1. E du ZE. dg dy 


Sorução. BE - Lcos = Fel; Sa 2 
OCLUSÃO. ay vº Bu eg a Ca : 
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' 
Substituindo em (D), a =(4-2) Som - Resp. 


Exemplo ilustrativo 2. Dados u=es(y-2), y=0snz, 2 = cost, 


du 
achar a 
ão. SL — ago du E as E 
SoLução. Fi = es (y 2), Em O maca, qm 


= —senz. 
Substituindo em (G), 


du 


do Taz (y —2) + aetrcosz + estsenz = ete(o! + T)sena. Resp 


Nota. Nos exemplos acima, poder-se-ia, por substituição, achar u explici- 
tamente em termos da variável independente e depois, então, derivar direta- 
mente; geralmente, porém, êste processo é mais longo ou então impraticável, 

As fórmulas (D) e (E) são úteis em todas as aplicações envol- 
vendo velocidade de variação em relação ao tempo de funções de 
duas ou mais variáveis. O processo é prâticamente o mesmo que 
o esboçado na regra dada no $ 52, exceto que, ao invés de derivar 
em relação a t (Terceiro Passo), achamos as derivadas parciais e 
substituímos em (D) ou (E). Ilustremos isto com um exemplo. 


Exemplo ilustrativo 3, A altura de um cone circular é de 100 polegadas 
e decresce à razão de 10 polegadas por segundo. O raio da base é de 50 pole- 
gadas e cresce à razão de 5 polegadas por segundo. Com que velocidade varia 
o volume? 


Sorução. Seja z = raio da base, y = altura; então 


à É 
is dr “5000 . 5 — 51 - 2500 - 10 = 15,15 pés cúbicos por segundo. 


crescendo. Resp. 


230. — Mudança de variáveis. Se as variáveis de 


1) u=I(2,4) 
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são mudadas pela transformação 
(2) c=4(,5) y=yírs), 


as derivadas parciais de u em relação às novas variáveis r e s podem 
ser obtidas por (D). Realmente, se mantemos s fixo, então « e y 
em (2) são funções só de r; logo, 


du dude du dy 
3) dr” dr or tdy dr 


sendo, neste caso, parciais todas as derivadas em relação a r. 


Do mesmo modo, 


du dude , du dy 
(4) dd dt dy des 


Em particular, seja a transformação dada por 
(5) c=t+h, y=y+k, 
sendo 1' e y' as novas variáveis e h e k constantes. Temos 


dr 4 dr 0 dy 9y RE 
dz! 





ap! nO p=. 


Obtemos, pois, de (3) e (4). 


du du du Ou 


(6) dd dy dy” 


Portanto, a transformação (5) não altera os valores das deri- 
vadas parciais. 

Se os valores de x e y em (5) são substituídos em (1), obtém-se 

(7) u=i(2,9)=Ft(r,y). 

Os resultados em (6) podem agora ser postos sob a forma 

O o teD)=-Pi), hm) = E ,y). 


No $ 229 mostrou-se que (B) é verdadeira quando z e y são 
funções de uma só variávelt. Vamos mostrar agora que (B) também 
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vale quando z e y são funções de duas variáveis independentes r é 8, 
como em (2). 
De fato, quando r e s são variáveis independentes, temos, por (B) 


ôz 
dr 





dr= 


dz — Oy dy 
dr + a 88 dy = dr dr + dg + 


Substituamos estes valores na expressão 


Iu 
(9) z pas 3d 


e reduzamos por (3) e (4). Obtemos 


(10) E dr+ & ds. 


Mas, por (1) e (2), u torna-se uma função das variáveis inde- 
pendentes r e 8; logo, por (B), (10) é igual a du. Consequentemente 
(9) é também igual a du, isto é, (B) vale quando x e y são funções 
de duas variáveis independentes. 


Do mesmo modo, pode-se mostrar que (C) vale quando x, y é 
2 são funções de duas ou três variáveis independentes 


231. — Derivação das funções implícitas. A equação 
1) Imy)=0 


define x como função (implícita) de ou y como função (implícita) 
de 7. 


Ponhamos 
(2) u=I(mu); 
então 


por (F) 


ale 


of d 
d+ dr 


Bjs 
N 
se 
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caso y seja função de x. Em particular, se y é uma função de 2, 
definida implicitamente pela equação (1), então para tal função 
éu=o0, portanto du = O e se tem 


(8) drdio. 
Resolvendo, obtemos 
of 
(H) E--. dio) 
dy 


Temos, assim, uma fórmula para derivar funções implícitas. 
Esta fórmula, na forma (3), traduz o processo empregado no & 41 
para a derivação de funções implícitas. Todos os exemplos do men- 
cionado parágrafo podem ser resolvidos com ela. 


Quando a equação de uma curva esta sob a forma (1), a fórmula 
(H) fornece um modo fácil do calcular o coeficiente angular dela. 


Exemplo ilustrativo 1. Dado ad + sen y 0, achar SE. 
Sorução. Seja f (2,4) = 2%! + sen y. 


8, 
Então de man qe = dot og. 
Portanto, de (H), Ea = “os Resp. 


Exemplo ilustrativo 2. Se z cresce à razão de 2 polegadas por segundo 
quando passa pelo valor = 3 polegadas, com que velocidade deve variar y 
quando y = 1 polegada afim de que função 2zyº — 3 2ºy permaneça constante ? 


Sorução. Seja u = 224! — 37º; então, como u permanece constante, 


da =0. Substituindo este valor no primeiro membro de (D), tranpondo e 


resolvendo em relação a E obtemos 


Rj 


(4 


1 
I 
epejeie 
EE 
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du o du -34 
Também de=2y-om Gens. 
ro dy 2y-6y de 
Substituindo em (4), U.S 
Mas 2=3, se dima. 
Logo Si = — 2 3: polegadas por segundo. Resp. 


De modo semelhante, a equação 
(5) F(rmd)=0 


define z como função implícita das duas variáveis independentes 
«ey. Para achar as derivadas parciais de z em relação à z e a y, 
procedamos como segue. 


Seja u=I(2,m2). 


Então du = Sar + SE dy + Sd, 


por (B), e isto vale quaisquer que sejam as variáveis independentes 
(8 230). Escolhamos agora z como a função das variáveis inde- 
pendentes x e y que satisfaz (5). Então u=0, du=0e temos 


CL 9F 9F 
(6) att apt açã=0. 
dz de 
Mas agora de= a + ay Por (B) 


Substituindo este valor em (6) e simplificando vem 





ôF dz OF dz 
(E er Ear + (5 do de) dy = 0. 


Aqui dr(= Ar) e dy(= Ay) são acréscimos independentes. 
Podemos, pois, pôr dy =0, dz =<0, dividir ambos os membros 
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ô 
por dz e resolver em relação a o Obtemos 


ar 
dz dr 

o ada Ta 
dz 


Procedendo de modo semelhante, acha-se também 


9F 

de dy 

(1) ea 
de 


As fórmulas (1) e (J) são interpretadas como segue: nos pri- 
meiros membros z é a função de x c y que satisfaz (5). Nos segun- 
dos membros F é a função de três variáveis, x, y, 2, dada no pri- 
meiro membro de (5). 

A generalização de (1H), (1) e (J) às funções implícitas de um 
número qualquer de variáveis é óbvia. 


Exemplo ilustrativo, Pela equação 


or 


' 
: 
m ti tgri=o. 


2 é definida como função iruplícita de 2 e y. Achar as derivadas parciais desta 
função. 


i peLi PE 
SoLução. Pegtgtgol 
9F (2 OP (v 0E (2 
Logo a 'aoo dB” 
Substituindo em (1) e (J), vem 
de 2º a 
o Tas! dyoo a! fer 


(Compare com o Exemplo Ilustrativo do $ 226). 
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PROBLEMAS 


Nos problemas 1-5 achar — 


1 u=272-3zy+2y;x= cost, y= sent 


Resp. de senZt— 300826 


1 


& 
2» u=244Vzy-39; 2=8,y= sea ão 





Pseny+esenz;r=1t,y=2t. 
di 
Resp. = (fsen2i+2cos21) +er(2senkt+1 cos). 


4 u=27-z+y;z=cos2t, y=õsent. 


5. satutemaso,y=d rms 


Nos problemas 6-10 achar E pela fórmula (H). 

6 At+42BytOP+2D+2Ey+F=0. 
dy Az+By+D 
dr” Br+Cy+E' 


dy ay — q? 
à — = pi PP 
7 ty Sary =0. po 


Resp. 


dy — Ysenz-+Heseny 
de Ncost— Ecosy 


8 eseny—ccosz=1. 
9» dor cp =8. 
10. Att 2BprCyp=(r gy 

| Nos problemas 11-15 verificar que os valores dados de « é Y 


d 
satisfazem à equação e achar o valor correspondente de Ea E 


m 2+2my+2y=2%2=2,9=3. Resp Em — É 


1. to-oyptizg=0,2=9,y=—2. = Já 
| : > Em 
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di 4 
13 Ar +By+Cm=C2=0,y=0. Es 
Mu 22u-VIwy+y=4;2=2,y=4. 
15. ecosytesenz=1;2=0,4=0. 
Nos Problemas 16-20 achar 5— oe Pia 
Em “a 
16. Ar By+C2= 
dz 4x de By 
Resp. 3; =" "By DO Ce! 


17. Azy+ Bye + Crx =D. 
Re de Ay+C dr — Az + Be 
P. de Cr+By' dy Cr + By' 


18. c+2y+tz—2V'zyz = 0. 
dz yo Vzyz uz cy, O we? Vyzz 
Resp. — = = 
ar dz NV xyz — xy 








19. tryp+to-Sazyz=0. 
20. Avt+Byt+C2+2Dzy+2Eyr+2Frz=G. 


21. Um ponto move-se sobre a curva interseção da esfera x? + 
+y!+2= 49 com o plano y=2. Quando x é 6 e esta cres- 
cendo 4 unidades por segundo, achar (a) a velocidade de variação 
de z e (b) a velocidade com a qual o ponto se move. 

Resp. (a) 8 unidades por segundo;b) 4 /ã unidades por segundo. 


22. Um ponto move-se sobre a curva interseção da superfície 
a +ry+ry—zs=0 como plano z-y+2=0 Quando x 
é três e esta crescendo 2 unidades por segundo, achar (a) a veloci- 
dade de variação de y, (b) a velocidade de variação de z, (c) a velo- 
cidade com a qual o ponto se move. 


Resp. (a) 2 unidades por segundo; (b) a unidades por segundo; 

(c) 4,44 unidades por segundo. 
23. A equação característica de um gás perfeito é R$ = pv, 
onde 8 é a temperatura, p a pressão, » o volume e R uma cons- 
tante. Num dado instante uma certa quantidade de gás tem 15 


pés cúbicos de volume e está sob a pressão de 25 libras por pole- 
ada quadrada. Tomando R = 96, achar a temperatura e a velo-, 
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cidade de variação dela se o volume cresce à razão de 3 pé cúbico 
por segundo e a pressão decresce à razão de 5 de libra por pole- 
gada quadrada por segundo. 


Resp. A temperatura cresce à razão de 5 graus por segundo. 


24. Um triângulo ABC está sendo transformado de modo a 
que o ângulo 4 mude com velocidade de variação uniforme de 0º 
a 99º em 10 segundos, enquanto o lado AC decresce de 1 polegada 
por segundo e o lado AB cresce uma polegada por segundo. Se 
num dado instante, 4 = 60º, AC = 16 polegadas e AB = 10 pole- 
galas, (a) com que rapidez varia BC? (b) com que rapidez varia 
a área ABC? 

Resp. (a) 0,911 polegadas por segundo; 
(b) 8,88 polegadas quadradas por segundo. 


232, — Derivadas de ordem mais alta. Se 


1) u= (mu), 
então 
ô 
e) Ge = boa), Gio fo(r) 


são elas próprias funções de x e y e podem, por sua vez, serem deri- 
vadas. Assim, tomando a primeira função e derivando, temos 


õ ô 
(6) der = bm(ro), gpdg ee). 


Do mesmo modo, da segunda função em (2), obtemos 


õ? õ 
a drag o fel, Goro oleo. 


Em (3) e (4) há aparentemente quatro derivadas de segunda 
ordem. Mostramos abaixo que 


Su Ou 


o dydz  dxOy' 





posto que, apenas, sejam contínuas as derivadas em questão, isto é, 
a ordem de derivação sucessiva em relação a x e y não influi no resul- 
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tado. Deste modo, f (x, y) tem só três derivadas parciais de segunda 
ordem, precisamente. 


(5) dele, Jeso) = flo, ul). 


Isto pode ser extendido fâcilmente às derivadas de ordem mais 
alta. Por exemplo, sendo (K) verdadeira. 





du  d( GU) gu a de). 
dxdy Or Nordy) dxdydx dxdy e 


et (5º) = Du 
= Jud Vzr) — dydm 


Resultados semelhantes valem para funções de três ou mais 





variáveis. 
E E RR Stu Bu 
Exemplo ilustrativo, Dadou = xºy — 32%, verificar que =—5— rãs EE a 
Soução DL 3ry- 6a), st = 37º — 18 2y), 
vd , Em : 
p, 
dus gy, du 34 18. 


dy àzdy 
Logo, à fórmula é verificada. 
Demonsrração DE (K). Consideremos a expressão 

(6) F=I(1+42,y+49)-!(u+42,9)— 5 (x, vtd) + S (2,9). 
Introduzamos a função 

(1 Au) =I(u,y + Ay) — f(u,9), 


onde u é uma variável auxiliar. Então 


dlr+ 4) =j(r+Az,y+ Ay) -—Ia+ Ar), 
(8) dm) =i(0,y+ Ay)- Ie. 


Portanto (6) pode ser posta sob a forma 


(9) & F=q(r+ Az) — d(m). 
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Aplicando o teorema do valor médio (D), $ 116, 


(10) F = Arg (r+0 Az). (0<6,<1) 
(x) = du), a ma, da = Az. 


O valor de q'(x + 0,42) é obtido de (8) tomando a derivada 
Parcial em relação a x e substituindo x por « + 8 Az. Assim, (10) 
torna-se 


(1) F= Azx(f(z+0Ar,y+Ay)-—J(z+ 0 Az,9y). 


Aplicando agora (D), $ 116, a fe(z +01 42,1), tomando » 
como variável independente, vem 


(2) F= ArAyim(e+tOAcy+OA). (0<M<1) 


Trocando-se o segundo e o terceiro termos do segundo membro 
de (6), um procedimento análogo dará 


(13) F = Ay Azfa (xr, Az, y+O Ay). (0<B,<1,0<84<1) 
Logo, de (12) e (13). 
(14) fra(z + 0,42,y + 03 Ay) = fey(r + 0, Mx, y + 04 Ay). 


Tomando os limites de ambos os membros quando Az e Ay 
tendem a zero, vem 


(15) Julz,y) = Jeylz,y), 


pois estas funções foram supostas contínuas. 


EXERCICIOS 


Achar as derivadas parciais de segunda ordem de cada uma das 
seguintes funções. 


LL Hmy)=AS+2Bry+ Cy 
Resp. Julmy)=2A4;jy(,)=2B; Jn(yy)=20. 
2% J(ry)= Art Bry+Cry+Dy. 


Resp. ju(z,y)=647+2By; fulz,y) = 
=2Bz +2Cy; jw(z,y) = 20x + 6Dy. 
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3 Jj(z,y)=4Az+By+ Cem. 
Resp. Ja(x, y)=Cytem; fy=C(L + xy) ev; tule, y)=Crtev, 


A B; 
4 1) = SEDE. 


5 J(ruy=acosy+y'seng. 


6 Sejlsy)=z+382%y+6zy'-— y!, mostre que 
lua (2,3) = 30, foy(2,3) = 48, fm (2,3) = 6. 


7 Sef(ry)e=zt— 42ty+8zy — ye, mostre que 
Jus (2, — 1) = 06, foy(2, —1) = —24, fu (2, — 1) = —108. 


8 Sej(z,y)= 22!— 34%? + y*, ache os valores de 
Ju (2, 2), Jov(2, — 2), Ju (2, — 2). 


9. Seu= A+ Bzy+Cry+Deyf+ Ey, mostre que 


3, 
Du cos Ar + 6 By, 


E =6Br+40y, 


Ou 
ER 
du 40 46Dy Dl-GDe+24E, 
rp x + 6 Dy, dy z uy 


10, Seu=(az!+by!+ cz), mostre que 





Su Qu Qu 
dxtdy Orxdyda odyda' 
ô? 
u. Se um 73, mostro que ar q + Soyo E + 
Bu 
o 
12. Seu=lny2º+y, mostre que nas +. e = 
1 Su du 
13. Seu= VEFRAS mostre que Str dp + 
Oy 


+ 


Oz 





=0. 
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OUTROS PROBLEMAS 


1. Uma colina circular tem uma secção vertical central na 
forma de uma curva cuja equação é «º + 1603 — 1600 = 0, onde a 
unidade é a jarda. O cume está sendo derrubado, mediante a reti- 
rada de camadas horizontais de terra, à razão constante de 100 
jardas cúbicas por dia. Com que rapidez cresce a área da seção 
horizontal quando a colina tem 4 jardas a menos de altura? 

Resp. 25 jardas quadradas por dia. 


eu du , ôu 
2 Seu= = + 5º moRtre que dE tsa MS Du. 





, onde r=Wz!+y:-+2?, mostre que 


du du dy. ! 
(5) + 65) + 69) - + 


5 Seu= 











SE ge mate E piano É RE 
4 Sez=2 arc tg E w arc tg vº mostre que drdy 
=P 
e typo 
z du , du | Om 
5 Seu= aarctg- o, mostre que Je + EE + JE 0. 
Su 
se. v » = A prt=cu 
6 Seu=ln(&-+e +), mostre que dzdyôs Ze” 
7 Seu=f(ry)ez=rcos6,y=rsenfô, mostre que 
du cos 6 EU Sen 0 o 
dr Or 00 
du du , cos du 
Eri sen dr + 7 
8 Sejau=(r'+r+.. + z)* Que valores de k sa- 
du | Ou 9% 
E ão CU =0? 
tisfazem a equação ERR SÉ. Ec +... Tm 0? 


Resp. B=1- z >9. 





CaprruLo XXIV 


APLICAÇÕES DAS DERIVADAS PARCIAIS 


2353. — Envoltória de uma família de curvas. A equação 
de uma curva contém geralmente, além das variáveis x e Y, certas 
constantes das quais dependem a forma, a posição c a amplitude 
da curva. Por exemplo, a curva representada pela equação 


(e-atpy=r 


é uma circunferência cujo centro esta sobre o eixo dos «z à dis- 
tância a da origem e a amplitude da curva depende do raio r. 
Suponhamos que a tome uma 
série de valores e que r seja fixo; 
teremos, então, uma série de cfr- 
culos de raios iguais diferindo, con- 
tudo, pela posição, como mostra a 
figura, 

Um sistema de curvas formado 
dêste modo, diz-se uma família de curvas. A grandeza o, que é 
constante para cada curva, mas muda quando se passa de uma 
curva à outra da família, diz-se parâmetro. Para indicar que « 
figura como parâmetro é usual inscri-lo no símbolo funcional, assim 





Iema)=0. 


As curvas de uma família podem ser tangentes a uma mesma 
curva ou grupo de cirvas, como na figura acima, Neste caso, o 
nome envoltória da família de curvas é dado à curva ou grupo de 
curvas. Vamos agora dar um modo de achar a equação da envol- 
tória de uma família de curvas. 
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Suponhamos que a curva de equações paramétricas 
(ed) z=G(a), v=Wla) 

seja tangente a cada curva da família 
(2) Iwnad)=0, 


sendo o mesmo q parâmetro « nos dois casos. Para cada valor de 
«, as coordenadas (1) satisfazem (2); logo, por (E), 8 229, sendo 
u=J(x,ya) du=dj=0,z=a, temos 


(3) falz ma) $ (0) + Ju(z, 10) W (0) + fa (xsma) = 0. 


O coeficiente angular de (1) num ponto qualquer é 


dy Wo) 
(4 = o (4) 81 


e o coeficiente angular de (2) num ponto qualquer é 


dy jilrma 
65 de ET Juma)” (a), & 281 


Como as curvas (1) e (2) sio tangentes, os coeficientes angulares 
num ponto de tangência devem ser iguais, ou seja, 


Wa) tilemo) 


Ea) TT tema! O 
O ilundó (a + irmao wW(a=0 


Comparando (6) e (3), vem 

(Mm Jalr ma) =0. 

Portanto, as coordenadas do ponto de tangência satisfazem as 
equações 

(8) Imma)=0 e jalmmna)=0, 
isto é, as equações paramétricas da envoltória, quando existe envol- 


tória, podem ser achadas resolvendo-se as equações (8) em relação 
azxey em termos de «a. 
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Magra GERAL PARA ACHAR AS EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DA EN- 
VOLTÓRIA. 

Primeiro Passo. Ponha a equação da família das curvas sob a 
Jorma f(x,y a) = O e deduza faz, ya) = 0. 

Segunpo Passo. Resolva estas duas equações em relação a x e y, 
em termos do parâmetro a. 

Obtém-se, assim, as equações paramétricas da envoltória. A 
equação retangular pode ser obtida das paramétricas (5 81) ou 
então eliminando « nas equações (8). 

Exemplo ilustrativo 1. Achar a envoltória da família de círculos 

Iund=(r- try r=0. 

Temos Jalawa)=(g—-0)=0. 


Fliminando q, vem q: — 1º =0, ou seja, y= my = —r. Estas são as eque 
ções das retas AB e CD da figura do começo deste parágrafo e a família de 
círculos é a família considerada no princípio deste parágrafo. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar a envoltória da família de retas zcos a + 
+ysena =p, sendo « o parâmetro variável. 


SoLução. Temos 

(9) Itrwa)=zcosatysema-p=0. 
Priserro Passo. Derivando em relação n à, 

(10) Jaluwa)= — yrena+ycosa=0. 


Seaunoo Passo. Multiplicando (9) por cos a e (10) por sen « e subtrnindo, 
vem 
z= pesa 
Semelhantemente, eliminando z em (9) e (10), 
v=psena 
As equações paramétricas da envoltória são, 
pois, 


fz=pesa, 
cu) 





ly=psena, 


sendo a o parâmetro. Quadrando as equações (11) e somando, vem 
2+ry=P, 
equação retangular da envoltória, uma circunferência. 


Exemplo ilustrativo 3. Achar à envoltória da família de segmentos de 
reta de comprimento constante a, cujas extremidades estão sobre dois eixos 
fixos, perpendiculares entre si. 
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Sorução. Seja AB um segmento de compri- 
mento a, pertencente à reta de equação 


az sena +ysena-p 





Quando AB se move, « e p variam. Ora, p pode 
ser expresso em função de x, pois AO = AB cosa = 
=acoae p=4Osena, portanto p = 

= asenacosa. Substituindo em (12), obtemos 





(13) zcoa+ysna-asnacea=0, 


onde a é o parâmetro variável. Esta equação esta sob a forma / (x, 9, 6) 
Derivando em relação a a, a equação fa (2,0) = O é 





(14) —esena +ycosa+asenta -acosta=0. 
Resolvendo (13) e (14) em relação « z e y, em têrmos de «a, vem 
fr=asena, 
ly=acsta, 


equações paramétricas da envoltória, uma hipociclóide. A equação retangular 
desta curva é obtida das equações (15) pela eliminação de q, como segue: 


(15) 


E A 

a? = a? senta, 

2 2 

vº = at cota. 
2 2 


2 
Somando, ct +yt =a? 


+ equação retangular da hipociclóide 

São frequentes os problemas nos quais é conveniente usar dcis 
parâmetros ligados por uma equação de condição. Usando esta 
última, um parâmetro pode ser eliminado da equação da família 
de curvas. Contudo, é muitas vezes preferível proceder como no 
seguinte exemplo. Y| 

Exemplo ilustrativo 4. Achar a 
envoltória da família de elipses cujos 


eixos coincidem e cuja área é cons- 
tante 


SoLução. A equação da elipse é 


2 


/ 
(16) a + Z> 1, 


onde a e b são os parâmetros variá- 
veis ligados pela equação 


a? mab = k, 
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sendo mab a área de uma elipse de semi-eixos a e b. Considerando a e b como 
variáveis e x e y como constantes, temos, diferenciando, 





zida db E 
e + Ei =0, (de (10) 
e bda +adb=0, (de (17)) 


Transpondo um têrmo em cada das equações para o segundo membro € 
dividindo, vem 


E 
a 


RS 


1 Pl 
2 rg 


Portanto, usando (16), Es 
ou seja a=tovã e b==yv?. 


Substituindo estes valores em (17), obtemos a envoltória xy = «75» UM 


par de hipérboles retangulares conjugadas (ver figura). 


234. — A evoluta de uma curva, considerada como envcl- 
tória da família de normais à curva. Como as normais a uma cur- 
va são todas tangentes à evoluta da curva ($ 110), é evidente que a 
evoluta de uma curva pode ser definida como a 
envoltória da família de todas as suas normais. 

Té interessante notar que se acharmos as 
equações paramétricas da envoltória pelo mé- 
todo do parágrafo precedente, obteremos as 
coordenadas x e y do centro de curvatura: 
temos aqui, portanto, um segundo modo de 
achar as coordenadas do centro de curvaturo. 
So eliminarmos o parâmetro variável, obte- 
mos à equação retangular da evoluta. 





Exemplo ilustrativo, Achar a evoluta da parábola | = 4px, conside- 
rada envoltória de suas normais. 


SoLução. A equação da norma) num ponto (xy, pi) da parábola é 


por (2), $ 43. Como estamos considerando as normais ao longo de tôda a 
curva, x; é y são variáveis. Eliminando 21 mediante q? = 4 px, achamos u 
equação da normal em termos de y apenas 

vê En tê 


son=gm"2p' U an +2py— 4 = 





(69) 
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Derivando o primeiro membro em relação a y; e igualando a sero o resul. 
tado, vem, explicitando x, 
3ni+8p? 

47 - 
Substituindo este valor de z em (1) e resolvendo em relação a y, 


2 .- 


8 
(3) v=- 4 


Às equações (2) e (3) fornecem as coordenadas do centro de curvatura da 
parábola. Tomadas conjuntamente, elas são asequações paramétricas da evo- 
luta em termos do parâmetro y1. Eliminando 4, obtemos 


Wpyf=4(s-29), 
equação retangular da evoluta da parábola. fiste resultado é o mesmo que 
obtivemos no Exemplo Ilustrativo 1, $ 109, pelo primeiro método. 

PROBLEMAS 


Achar & envoltória de cada um dos sistemas de retas e desenhar 
as figuras. 


1 y=me+tm. Resp. 2 +4y=0. 
PECA 2 2 = 44! 

2 y mm 270 =4y. 

s g=mr-2m, 2y=2, 

4 y=2me+tm, 16y+277º=0. 


5 y=iz—-Ro 6 gy=tett 7 y=mi-2m, 


Achar a envoltória de cada um dos sistemas de círculos e dese- 
nhar as figuras, 

8 (r-)+y=40. Resp. y=42+4, 

» 2+(y-D=2. 10. (L-)AW+rO=E. 

Achar & envoltória de cada um dos sistemas de parábolas. 

nN gp=e(r-o. Resp. 2y=+z. 

12. c=1—ciz. 

13. Achar a evoluta da elipse biz? + a?y? = a?b?, tomando a 
equação da normal na forma by = ax tg 6 — (a! — b?) sen é, sendo 
parâmetro o ângulo excêntrico q. 

at— bt bd— a? 
Rerp. = o cost ó, y= — ten! &; ou 


(aa) + (by) = (ot — mê 
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2 2 2 
14. Achar a evoluta da hipociclóide 2º + y? = a?, cuja nor- 
mal tem 

ycosr — esenT =acos27T, 
Es 
3 


2 2. 
por equação, sendo 7 o parâmetro. Resp. (z+y)iT(z—-yi=2a3, 


15. Achar a envoltória dos círculos que passam pela origem e 
tem os centros sobre a hipérbole x? — y? = c2, 
Resp. A lemniscata (22 + y)? = 4c2(x2— y?). 


16. Achar a envoltória da família de retas que interceptam 
sôbre os eixos coordenados segmentos de soma constante igual a c. 
Resp. A parábola 1t + yt = cd, 


17. Achar a envoltória da família de elipses b?z? + a?y? = a?b? 
cujos eixos têm soma constante igual a 2c. 


2 2 Ed 
Resp. A hipociclóide 2º + y3 = 3. 


18. De um mesmo ponto lançam-se projéteis com velocidade 
inicial vo. O lançamento se dá num mesmo plano vertical e se- 
gundo vários ângulos. Achar a envoltória das trajetórias, sendo 
despresada a resistência do ar. 

Sugestão. A equação de uma trajetó- 
ria 6 
nstga- 

p 8%" Tapera * 


sendo o o parâmetro variável. 





of x 


Resp. A parábola y = 5 = E 
19. Sea família 
Piten+rteloW)+h(ay)=0 
tem uma envoltória, mostre que a equação dela é 
6(my) — 4) h(x,y) =0. 


235. — Tangente e plano normal a uma curva reversa. O 
leitor já está familiarizado com as curvas planas ($ 81), dadas por 
equações paramétricas. Vamos agora estudar as curvas do espaço, 
dadas também por equações paramétricas. 
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Sejam as coordenadas de um z 
ponto P (x, y,2) de uma curva re- 
versa dadas como funções de uma 
quarta variável, que indicaremos 
por t; então 





DI Pla+Am ya Byi+ão) 
Az, 
dy 
OD =, v=Wl, 2=x(D. 
A eliminação do parâmetro t y, / ! 
entre estas equações, tomadas duas 


a duas, fornece as equações dos cilindros que projetam a curva sôbre 
os planos coordenados. 





Sejam P (x, y, 2) o ponto correspondente ao valor t do parâmetro 
eP'(z+ Az, y+ Ay, 2+ 42)0 ponto correspondente ao valor 
t+ At, onde Az, Ay e Az são os acréscimos de x, y e 2, respecti- 
vamente, devidos a um acréscimo At de t. Da geometria analítica 
do espaço, sabemos que os cossenos diretores do segmento PP! 
(diagonal do paralelepípedo, ver figura) são proporcionais a í 


Az, Ay, dz; 


portanto, dividindo os três por At, temos, indicando por a”, B' ey” 
os cossenos diretores, 


cosa” cos!  cosy' 
de = dy Todo 
At dt At 


8 


Façamos agora P' tender a P, movendo-se sobre a curva. Jintão 
Ate portanto também Az, Ay e Az tendem a zero e a secanto PP 
tende à tangente à curva em P. Ora 


. De dg x 
lim ap = a — Mete. 


Togo, para a tangente tem-se 


cosa  cosB | cosy 


de TO dy de 
di 











(4) 


dt dr 
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Quando o ponto de contato é Pi(r,, 3,21), usamos a notação 


dz dr 
= valor de — quando z= 2, y=W 2=2, 


SO lã . E 





e notações análogas para as outras derivadas. 
Temos, pois, por (2) e (4), pp. 6 e 7, o seguinte resultado: 
As equações da tangente à curva de equações 
a) r=6(), y= Wo, 2=x() 

no ponto Py(x1, 3, 21) são 


Sor ie 





(B) 











O plano normal a uma curva reversa num ponto Ps (x1, 31, 21) 

é o plano que passa por P, e é perpendicular à tangente à curva 

em P;. Os denominadores em (B) são os parâmetros diretores da 
tangente em P;. Logo temos o seguinte resultado: 

A equação do plano normal à curva (1) no ponto Pi (x1, ty, 21) é 

















o [Ee-s+Blo-m+gle-s=o. 


Exemplo ilustrativo. Achar as equações da tangente e a equação do plano 
normul à hólice circular (sendo É o parâmetro) 


2 =acol, 
(4 v=asenb, 
2 =b6, 
(a) num ponto qualquer (x, y1, 21); (Db) quando 6 = 27. 
Socução. 
de dy de 
q = —emnd=—y dg =acos6 = a, jm 





Substituindo em (8) e (C), obtemos, em 
(zu yu 2), 


equações da tagente, e 
cute taty mw +ht-a)=0, 


equação do plano normal 
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Quando 8 = 27, o ponto sobre a curva é (2,0,2br) e portanto 


z-a 4-0 2—2br 
a b 





ou seja, z=0, by=as—2obr 
são as equações da tangente e 
ay +de— 2br = 0 


6 a equação do plano normal. 
Observação. Pura a tangente (5) temos, por (2) e (4), pp. 6 e 7, 


b Do constante, 


GY => "———— 
Vai rurão var 


isto é, a hélice corta todos os elementos do cilindro a? + y? = a? sob o mesmo 
ângulo, 


236, — Comprimento de arco de uma curva reversa. Pela 
figura do parágrafo precedente tersos 


(Corda tt. (de (ar) o) 
(1) ar = Na) + Va) + UPA 


Seja arco PP' = As. Procedendo ecmo no S 95, mostramos 
fâcilmente que 


o (5) 


Desta obtemos 





h 
(D) Bi= f (dr? + dy? + des, 
bh 


onde z=6(8),y=yW(),2=x(t), como em (1), S 235. 


Aos cossenos diretores da tangente podemos agora dar uma 
forma simples. Realmente, de (4) do precedente parágrafo, e pela 
equação (2) acima, usando fórmulas de (2), p. 8, temos 


dz dy . de 
(3) cosa ==, cosÊ = o cosy =. 
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Exempio ilustrativo. Achar o comprimento de arco da cúbica reversa 


(4 





1; 1 
ei = Lg 
pve gÊ, 2 SR 
compreendido entre 08 pontos onde ( = O e t = 4. 
Sorução. Derivando (4), obtemos 


de= dt, dymtdt, de = Ed. 
4 meme 
substituindo em (D), = Í VI+E +úde = 23,992, 
o 
aproximadamente, pela regra de Simpson, tomando n = 8. 


EXERCICIOS 


Achar as equações da tangente e & equação do plano normal a 
cada uma das seguintes curvas reversas, no ponto indicado. 


1 t=a,y=bz=cBt=l. 


Resp. 2 = Ea = e; az+2 by+3 cz = +24? 


2 t=2Ly=Be=4Mt=1. 


2-2 4-1 2— 


Resp. z q ttutH8e=35. 





3 t=2-y=i+lz=Bt=2. 


z—8 
o fetu+Izo- am, 





4 e=P>L,g=B+6e=48>-3t4I;t=1, 
-2 






Resp. z- jzr+y+32=8. 


9 


5 e=21-By-5-Boasdyt=d, 


6 z=acost,y=bsent,z=!;t=77. 


o 


7 t=by=d2=et;t=0. 


é 
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8 r=cost,y=sentz=-tgg1=0. 
9. Achar o comprimento do arco da hélice circular 
a =acos), y=asenô, z=b 


compreendido entre os pontos onde 8 = 0e 8 = 27. 
Resp. 27 Va: +, 


10. Achar o comprimento do arco da curva 





=30c0s0, y=38senô, 2=40 
compreendido entre os pontos onde 8 = 0 e 8 = 4. 
Resp. 26 + = tm 5=321 
1. Achar o comprimento do arco da curva 
2=2t y=-2, 2=1—tt 
compreendido entre os pontos onde t= 0 e t=2. 
12. Dadas as duas curvas 


(5) e=t, y=28, 








(6) q=1-0, y=2cosó, z=send-l, 


(a) mostrar que elas se cortam no ponto À (1, 2— 1). 

(b) achar os cossenos diretores da tangente a (5) em A. 
cias fed do 
vis" vis" vas" 


(c) achar os cossenos diretores da tangente a (6) em 4. 


Resp. 


(d) achar o ângulo de interseção das curvasem 4. Resp. 90º, 


13. Dadas as duas curvas 


s=2-t y=-E-4, 2=8-8; 
r=snô9, y-0, 2=1- cosb, 
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(a) mostrar que elas se cortam na origem O. 


(b) achar os cossenos diretores da tangente em O & cada uma 
delas. 


(c) achar o ângulo de interseção das curvas em O. 


14. (a) Se OF, OE e ON da primeira figura do $ 222 são 
escolhidos como eixosde coordenadas 0X, OY e 0Z respectivamente, 
ese P(z,3,2) é um ponto da esfera, provar que x = a cos q senô, 
y=acosÊcos), z=asengy,se É e 8 são, respectivamente, a la- 
titude e longitude de P. 

(b) Usando (3), e (3) da página 5, achar o ângulo a em P com- 
preendido entre uma curva da esfera para a qual 8 = (9) e o para- 
lelo por P. 


Resp. tga=secÊ es como no $ 222, 


237. — Reta normal e plano tangente a uma superfície. 
Uma reta diz-se tangente a uma superfície num ponto P da superfície 
quando é tangente em P a alguma curva que passa por P e está 
sobre a superfício. Tem-se o seguinte teorema de fundamental 
importância. 


Trorema. Todas as tangentes a uma superfície num dado ponto 
da superfície estão num plano. 


Demonsrração. Seje 


a) F(zya)=0 EN 


a equação de uma dada superfície e seja P (x,y,2) um ponto dado 
sobre a superfície. 
Se uma curva C de equações 


(2) = 4), v=Wlt), c=xt 


está sobre a superfície, os valores (2) devem satisfazer a equação 
(1), qualquer que seja o valor de t. Logo, seu = F(z,y,2), então 
u=0,du=0,e, por (E), $ 229, 


9F dr 9F dy 0F dz 
d ato di td & 





(3) 
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Esta equação (ver (3), $ 4) mostra que a tangente à curva (2), 
cujos cossenos diretores são proporcionais a 


de dy de 
de" dt! de! 


é perpendicular à reta cujos cossenos diretores são proporcionais a 


9F ôF ór 
(4) de O! dr: 


Seja Py (x1, 7, 41) um ponto da superfície e 


7 or or ar 
(5) ôzh' lôvk! [ah 




















oa valores das derivadas parciais (4) quando x = try yyi= 
A reta passando por P,, cujos parâmetros diretores são dados por 
(5), diz-se normal à superfície em P,. Temos, pois, o seguinte resul- 
tado: 


As equações da reta normal à superficie 
(1) F(zya)=0 
em Pray, yu 21) são 


tom Y-m 2% 

(E) E E NET 

dz |; a far 1 

O argumento precedente mostra que todas as retas tangentes À 
superfície (1) em P, são perpendiculares à reta normal à superfície 
em P; e portanto todas as mencionadas tangentes estão num plano, 
Isto prova à teorema. 

O plano contendo todas as tangentes em P, chama-se plano 
tangente à superfície em P, Podemos pois enunciar o seguinte re- 
sultado. 

4 equação do plano tangente à superfície (1) no ponto de contato 


Pilryyy né 
c-m+Ela-m+BEe-m-o. 








ar 
ôz 


(5) 
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Observação. Se todos os denominadores em (E) são nulos, & reta normal 
e o plano tangente são indeterminados. Um ponto onde isto se dá chama-so 
singular. Eetes pontos não são considerados aqui. 


No caso da equação da superfície ser dada sob a forma z = 
=. f(x,y), ponhamos 


(q Fland=I(gy)-z=0. 


Então QE DI Or OF Op dr OF 


de dd dy dy dy! amb 





Por (E) temos, pois, o seguinte resultado. 


As equações da reta normal à superficie 2 = J (x,y) em (2x1, ty, &1) 
são 


Zz=>m y>n í2-A 
(6) dz] “[õ) CT" 
dz |, ôyl, 
De (F) obtemos também 
dz dz 
de El -— co + Ela wm-(2-2)=0, 


que é, portanto, a eguação do plano tangente em (x1, yr, 21) à super- 
Jcie cuja equação é 2 = f(x,y). 





1) 





238. — Interpretação geométrica da diferencial total. Po- 
demos agora discutir a fórmula (B), $ 227, à luz da geometria, de 
modo inteiramente análogo ao que fizemos no $ 91. 


Consideremos a superfície 
1) 2=j(2y) 
e o ponto (21, y1, 21) sobre ela. A diferencial total de (1) é, quando 


T=%, y=%, 


dz de 
(2) de= [BE] no + del ay, 
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tando (3), $ 227, e substituindo dz e dy por Az e ày respectiva- 
mente. Achemos « coordenada z do ponto do plano tangente à 
superfície cm 24, onde 


z=m+àz, y=n+ Ay. 
Substituindo estes valores em (H) do $ 237, vem 


(dz 
dyh 


(3) 2- ae [E Azr+ 


dx dy. 











Comparando (2) e (3), obtemos dz = 2 — 24. Logo o 

Teorema. À diferen- 
cial total de uma função 
7(2,y) correspondente aos 
ucréscimos Az e Ay é igual 
ao correspondente acrésci- 
mo da coordenada 2 do pla- 
no tangente à superfície 
2=[(2,9). 

Assim, na figura, PP” 
€o plano tangente à super- 
fício PQ em P (x, y,2). 





AB=Ar 4 
e CD = Ay; 
então de=2-2n=DP -- DE =EP,. 


Observe também que Az = DQ -- DE = EU 


Exemplo ilustrativo. Achar a equação do plano tangente e us equações 
da reta normal à esfera 2? + y? 42º = 14, no ponto (1,2,3). 


Soução. Seja Firy)=2+P+2-ls; 





; ar ar E a x 
então da 2% "2h G=2e n=1, n=2 no 
I 
Portanto ar | =2, pa =4, pes RR 6. 
deh dao to fal, 








Substituindo em (P), 2: — 1) +4(y-D+6(E-3)=0, 
ou z+2y+32= 14, equação do plano tangente, 
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sSubstimindo em (E), 





2 4 6 


o que Foniece 2 = 326 Ze = 3 y, equações da reta normal. Resp. 


PROBLEMAS 


Achar à equação do plana tangente e as equações da reta normal 
a cala uma das seguintes superfícies, nos pontos indicados. 


Lo x+Hytz=49; (6,2,3). 
Resp. Gr +2y+32=a49; 





2 z=7+9'- 1; (2,1,4). 
= nov 
Resp. dep 2y- so ETê to 


5 ttaytyptr+r+l=0(2,— 3,4). 








Resp. 3x + 1l0y+z+15=0; 





6 xyz =1;(3,2,2). 


7 vty-g=25;(5,5,5. 
8 22+3y4+42=6;(1,1,3). 
9 sty-t=3;(3,4,9. 


10. Achar a equação do plano tangente 20 hiperbolóide-de duas 
o ES % mz 
folhas — a — q = 1 em (ay vzs). Resp. DE — Ai ro 
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ll. Achar a equação do pluno tangente à superfície ar? + 
+byi+-c+d=o0 no ponto (zr,y,z). 
Resp. arnx+byay+ cuz +d= o. 


12. Mostrar que a equação do plano tangente à esfera 
Tryr++2lr+2My+2NZ4D=0 
no ponto (z;,y1, 21) é 
metyyvtea+Letro) MO +AN(G +) +D=o. 


13. Achar a equação do plano tangente num ponto qualquer 
da superfície 
2 


E 2 pa 
a + pa =as, 

o mostrar que a soma dos quadrados dos segmentos interceptados: 
sôbre os eixos pelo plano tangente é constante. 


14. Provar que o tetraedro formado pelos planos coordenados 
e um plano tangente qualquer à superfício xyz = a* tem volume 
constante. 
t 4 t—2u 
15. Acurvar= gry=o eu 
42 49? - 42=0noponto(2,2,- 3). Qual o ângulo de inter- 
seção ? 


corta à superfície 








Resp. 90º — are cos 32º 37", 


81 
E i 4 3 
16. “ Asuperfíciez? + y!+322=23eacurvar= 2L,y= ari 


z=— 2? cortam-se no ponto da curva dada por t= 1. Qual é 
o ângulo de interseção? 


= 80º 16". 





19 
Resp. 90º — arc cos — 
M 7429 


1. O elipsóide 2? +4+2924+322=20 e a curva reversa 
CAD, y=84+1,2=t encontram-se no ponto (3,2.1). 


ostre que à curva corta a superíície ortogonalmente. 
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239. — Outra forma das equações da reta tangente e do 
plano normal a uma curva reversa. 
Se a curva em questão é a interseção 
AB de duas superfícies F(z,y,2) = 0 
e G(x,y,2)=0, a reta tangente PT 
em P(xz,yuy2z:) é à interseção dos pla- 
nos tangentes CD e CE nesse ponto, 
pois PT é também tangente a ambas 
as superfícies e, portanto, deve estar em 
ambos os planos tangentes. 

As equações dos dois planos tangentes em P são, por (F), 

















9F 9F 9F 

[37 | — 2) + EE o- vi) + ah n)=0, 
(1) 

aG ag 

26] e z9+] w-m+[Ele-2=0. 

















Tomadas simultâncamente, estas são as equações da reta tan 
gente PT à curva reversa AB. 

Se 4, Be € são parâmetros diretores da reta interseção dos 
planos (1), então, por (6), 8 4. 

































































a dad [ag] Jor! ja ja SE oc|  laor| jog 
“=loyhlazh [ozhlovh! CT lozhlozh loxhlõzh! 
9 
“jar Sel o Se) aa 
“Józlloyl 9ulildrh' 
Ag equações da tangente CPT são, pois, 
z 





um 2>A 


B Cc 








3) 


A equação do plano norma! PHI é 





cs Ale-z)+BGy-—m)+C(e-—z) 


Exemplo ilustrativo 1. Achar as equações da tangente e a equação do 
plano normal em (r,7,r 42) À enrva interseção da esfera e cilindro cujas cqua- 
ções são, respectivamente, 2º + y' +2=4r", m+f =2r7. 
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Sorução. Seja P=2+yft?-seG=2+ryf-2r. 








or e] Fr 

Temos [ãm| 027» Bil=am BEj-2rvã; 
jog jac log 
E a fem. Bel -o. 











Substituindo em (2), achamos 
4=-48V2, B=0, Cu4r. 


Logo, por (3), temos 





ou y=r, z+vBzm3r, 
equações da tangente PT em P à curva 
interseção. 


Substituindo em (4), obtemos a 
equação do plano normal 





-V2e-)+0W-)+te-rv3=o, 
ou V21-2=0. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar o ângulo de interseção das «superfícies do 
exemplo precedente, no ponto dado. 





Sorução. O ângulo de interseção é igual no ângulo compreendido entre 08 
Planos tangentes ou as retas normais. Achamos parâmetros diretores par estar 
linhas acima no Exemplo Ilustrativo 1 (ver (E), $ 237) Éles são 








a=2r,b=2r, c=2rv2. 
a=0, b=2r, 
; 2 
Logo, por (6), 8 4, cos 8 = md. 


EXERCÍCIOS 


Achar as equações da reta tangente e à equação do plano nor- 
mal a cada uma das seguintes curvas, no ponto indicado. 


1 o tryfpi=da,rry=13;(3,2,- 6). 


E t2o+6-0;22-3y=0. 
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2 a=try-l3r+2y4r2= 30; (21,4). 





sis) dM-ly-22+9= 








;16x- 5y+62= MA, 


A Cryprst=3 2 py a=0;(2,1,3). 





2 y—l Z— 
Resp. E Sa e T 








;67r-21y+246=0. 
5 qt-yp-g=l, at yi4a=09;(3,2,2). 


6 nrapodo=02rty+a- M=0;(8,3,5). 


7. As equações de uma hélice (espiral) são 





vtya=r, 
v=algm. 


Mostre que as equações da tangente no ponto (1, 73, 21) são 


cle-r)tn(le-2)=0, 
ely-m)- n(t- nl=0; 


e a equação do plano normal é 


mr— zy—e(z—- 2)=0. 





8. As superfícies 2? +27 +72 =16032+y'—-27=4 
cortam-se numa curva que passa pelo ponto (2,1,2). Qual é à 
equação do plano tangente nesse ponto a cada uma das super- 
fícios? 


Resp. 32 +4y+62=2;6r+y-2=11. 





9. Mostre que o elipsóide 2? +37? 4+222=0 e à esfera 
Cr+yre-8r-8y-—62+24=0 são tangentesentre sino 
ponto (2,1,1). 


10. Mostre que o parabol ide 322429? —- 22 = 1 ca esfera 
tyro—-dsy—-22+2=0 cortam-se ortegonahrento no 
ponto (1, 1, 2). 
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240. — Lei da Média. Nas aplicações que faremos a seguir in- 
tervém a Lei da Média para funções de várias variáveis. O resul. 
tado que vamos deduzir está baseado no estudo feito no $ 116, 
Primeiramente, vamos estabelecer a fórmula 


(OD So +hsgo A) = (xo yo) + ha (to + 0h, Va + Ok; 
+ kjs(xo + Oh, yo + 0k), (0 < 0 <1) 


Para êste fim, seja 
(2) P(D =J(zo+ Atuo + kt). 
Apliquemos (D), $ 116, a F(t) com a = 0, Aa = 1; temos 
(8) FMD=F(O+r'(o. (0<0<1) 
Mas de (2), por (D), $ 229, posto que z = 20 + ht,y=y+ kt, 
(4) Fº = hja(zo + ht, yo + kt) + hj (xo + his po + dt), 
Logo, de (2), vem 
(5) POD =Hwthmn+i, P(O)=S(x,y), 

e de (4) 
(6) RO) = fe (xo + Oh, do + Bh) + ef, (xo + 0h, qo + 0h). 


Substituídos êstes resultados em (3), obtemos (1). 
Se desejamos uma fórmula análoga a (1), 8 124, devemos con- 
siderar F” (8). Aplicando (D) de novo, $ 229, obtemos 


d 
qe te (rot ht, go + bed) = Afelro + ht +) + Roo (ro + ht, yo + kt); 


a 
qo Jor ht, to + RB) = fio (xo dd, po det) + Refiy (xo + dt, Yo + kt), 


De (4) temos, pais, dari 








DP = Afa(ro + de, go + kt) + 2 hkfo (xo + ht, yo + db) 
+ Kay (ro + ht, yo + Kel). 


$ 241 MÁXIMOS E MÍNIMOS o13 
De (*), $ 124, obtemos, fazendo b= 1,2 =0, z.=0, 
I 
(8) F(MD=F()+F(o+ Er (0). 


Podemos agora demonstrar ficilmente a Lei da Média ampliada 
para uma função de duas variáveis, substituindo em (8) os resul- 
tados (5), (4) e (7). Obtemos assim 


(9) fra ds to 8) = fra 16) + Aa (to, 0) + Kifa (ro 10) 
+ Et (mo + Bh, do + DK) + 2iie falto + OR, yo + 0X) 
+ Kfou (xo + Oh, vo + 0h). (0<8<1). 


Não há dificuldade em extender as fórmulas correspondentes 
para funções de mais de duas variáveis nem em extender as leis de 
modo análogo ao que foi feito no final do $ 124. 


241, — Máximos e mínimos para funções de várias variá» 
veis. No $ 46 e de novo no $ 125 deduzimos condições neces- 
sárias e suficientes para um máximo e um mínimo valores de uma 
função de uma variável. Vamos agora considerar o problema para 
funções de mais de uma variável independente. 

A função f (x,y) diz-se máxima em x = a, y = b se existe uma 
vizinhança de z = a, y = b tal que para os valores de z e y desta 
vizinhança se tem que f (a,b) € maior que / (x,y). Anâlogamente, 
1(x,u) diz-se mínima para x =a, y=b, se f(a,b) é menor que 
$ (x,y) quando o ponto (x,y) esta em siguma vizinhança do ponto 
(a, b). Outro modo de formular estas definições é o seguinte: 

So para todos os valores de h e k, menores, em valor absoluto, 
que algum número positivo, 


(60) Jia +h,d + k) — f (a,b) = número negativo, 
então f(a,b) é um máximo de f(x,y). Se 
(2) Ja +h,b+ kk) — $(a,b) = número positivo, 


então f(a,d) é um mínimo de f(x,3). 
Estas definições podem ser interpretadas geomêtricamente como 
segue. Um ponto P da superfície 


2=I(2,y) 
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é um ponto máximo quando ele é “mais alto” que todos og outros 
pontos da superfície que estão numa sua vizinhança, tendo-se admi- 
tido que o plano XOY é 
horizontal. Semelhan- 
temente, P' é um ponto 
mínimo sobre a superfi- 
cie quando ele é “mais 
baixo” que todos os ou- 
tros pontos da superfí- 
cie que estão numa sua 
vizinhança. 





Portanto, se 


2 =)(a,b) 


é um máximo ou mínimo, o plano tangente em (a,b,2,) deve ser 
horizontal, isto é, paralelo a XOY. Mas o plano tangente (H), 
$ 237, é paralelo a XOY quando os coeficientes de x e y são nulos, 
“Temos, pois, o seguinte resultado. 


Uma condição necessária para que J(a,b) seja máximo ou má- 
nimo de f(x,y) é que as equações 


5 9 o 
(3) Er 0 ay O 0 
sejam satisfeitas para x = q, y =. 

As condições (3) podem ser obtidas sem-o uso do plano tangente. 
Realmente, quando y = b, a função f(z,b) não pode crescer nem 
docrescer quando z atravessa a (ver $ 45); logo, a primeira das 
equações (3) deve ser verificada O mesmo pode-se dizer paia a 
função j(a,y)e obtém-se assim a segunda das equações (3). 

O método ora exposto aplica-se também a uma função de três 
variáveis. Temos pois: uma condição necessária para que j (a, b,c) 
seja máximo ou mínimo para f(x,y,2) é que as equações 


(4 "0 5-0 S=0 
sejam satisfeitas para z= 0, y=b,2=c. 


Para estabelever condições necessárias e suficientes, o problema. 
é muito mais difícil (ver abaixo), mas em muitos problemas de 
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aplicação a existência de um máximo ou mínimo é conhecida a 
priori e portanto não se necessita de uma tal condição. 


Esemplo ilustrativo 1. Faz-se uma caixa dobrando-so as extremidades de 
um pedaço de lata de 24 polegadas de comprimento. 
Achar o comprimento e a inclinação de cada lado para 
que à capacidade da caixa seja máxima. 


Sorução. A área da seção transversal mostrada 
na figura deve ser máxima. A mencionada seção é um ame 
trapézio cuja base superior mede 24 — 22 +22 cosa. 

A base inferior vale 24 — 27 e a altura é zsena. A área é portanto 





(5 A - 24xsena- 22º sena 7? sen acos a. 


Derivando, temos 
94 
= Msna —4zsena +22 senacoa. 


E = Urcosa — 2a! cosa + al(costa — sent a). 


Iguslando as derivadas parcisis a zero temos as duas equações 
2sena(l2 27 +zco8a) =0, 
afZácosa — 2x cosa + x (costa — senta)) = 0. 

Ums solução deste sistema é a = 0, z = Q que não tem sentido pela própria 


natureza do problema. Admitindo, pois, que sejam a 0, 2 »* 0 e resolvendo 
as equações, obtemos cosa = 4, x = 8. 


Um exame da natureza física do problema mostra que deve existir um valor 
máximo da área. ste máximo ocorre, pois, quando a = 60º e x = 8 polegadas. 
Vamos agora estabelecer uma condição suficiente. Admitindo 
que as equações (3) sejam verificadas; obtemos de (9), $ 240, subs- 
tituindo x por a, y por b e transpondo, 
1 


(0) 1athb+)- Sad) =p 


Uhtfca (x, 4) + 2 lefay (1, 9) 
+ RF ulz, 9), 


onde puzemos x = a +0h, y=b+0k. Por (1) e (2), j(a,b) será 
um máximo (ou um mínimo) se o segundo membro é negativo (ou 
positivo) para todos os valores de k e k suficientemente pequenos 
em valor absoluto, excluído o zero. Ponhamos 


(7 A=falmy, B=Julmy), C=intay) 
e consideremos a identidade | 


(8) Ah 2Bhh + Chº= arltah + BR + (AC— BJ, 
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A expressão entre colchetes é sempre positiva se 
(9) AC-B'>O0, 


e o primeiro membro tem portanto o mesmo sinal que 4 (ou C, 
pois, por (9), 4 e €' devem ter o mesmo sinal). Tudo está agora 
em saber interpetar 0 critério (9) para o segundo membro de (6). 

Admitamos que (9) valha quando z = a, y=b. Então, sendo 
contínuas as derivadas (7), (9) valo também para valores de z e y 
próximos de a e b, respectivamente. O sinal de 4 (ou €) será 
também o mesmo que o sinal de js (a,b) (ou fw(a,b)). Assim, 
estabelecemos a seguinte regra para achar mérimo e minimo de 
uma função j (x,y). 


Primerro Passo. Resolva o sistema de equações 
o [OA 
da O 9, dy O 


SzounDo Passo. Calcule para os valores de x e y, Jornecidos 
pelo eistema acima, à expressão 





Tercerro Passo. 4 junção será 


. o ay 
méxima se A>00 55 ou dy, <0; 
minima se A>00 57 (ou Ea >0€ 


Se À é negativo, j (x, y) não tem máximo nem mínimo, como se 
pode ver facilmente. 


O leitor deve observar que esta regra não dá necesshriamente 
todos os valores máximos e mínimos, pois um par de ve'ares 7 € v 
determinado no Primeiro Passo pode anular 4 e conduzir a um 
máximo ou mínimo. Para tais valores é pois necessária uma inves- 
tigação ulterior. Não obstante, a regra dada permite resolver 
muitos problemas importantes. 
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O problema de máximos e mínimos para funções de três ou mais 
variáveis é feito com todos os detalhes nos tratados mais avançados. 


Exemplo ilustrativo 2, Examinar a função 3 azy — 2º — yº no que concer- 
ne a máximos e mínimos. 


SoLução, I(mu) -Bazy— 2 — 43. 
imei EA af -3y = 
Primeiro Paso. = 30y-32=0, Songos-34i=0. 


Resolvendo éste sistema de equações, obtemos 
1-0, zma, 
v-0, y=a. 


: E a 
Segundo Pao. Dim 65, sito BE = ou; 


E As Ss 
Ajato ir 5.86 59 Das 


Terceiro Passo. Quando z=0 e y=0, A = — 9a? é não pode haver 
nem máximo nem mínimo em (0, 0). 


Quando 2 mae y=a, Am 270º; como Si. = —6a, temos as condi- 
ções para um máximo em (2,0). Substituindo x = a, y =a ns dada função, 
obtemos o máximo aº. 


Exemplo ilustrativo 3. Dividir em três partes tais que o produto delas 
seja máximo. 


Sorução. Seja 2 8 primeira parte e y & segunda; então o — (2 +) = 
=6-2—y 68 terceira parte. A função a ser examinada é, pois, 


Imy=aula-z—y), 


sa Ci DD dai Dj 8 
Primeiro Passo. Somay-2my 200, Somar 2ay-2m0. 


Resolvendo êste sistema, um par de soluções 6 2 = , y = a 


3 





Segundo Paso. = -2y, 


Er = =0-20-2y Sim 2a; 


A=sm-la-22-2y 
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E a a &. a 2a 
Terceiro Passo. Quandoz = Tey= E, Am 75 como So um E, 


vê-se que nosso produto é máximo quando 2 = z ye ze Portento, a ter- 


) 
ceira parte é também % e o máximo valor do produto é F- 


EXERCICIOS 


Examine cada uma das seguintes funções no que concerne a 
máximos e mínimos. 


1 tz try-br+ro Resp. z=4,y=-—2dá min, 

2% 4r+2y-2+ay— gy), q=By=?dá máx. 

3 272º-2zy+y+50-3y. T=—1,y=idámén. 

4 2 -Jary+y. z=y=adámin. 

5. senz+seny+sen(r+y) z= vz dá máx, 
z=y=3E qimin. 


3 


6 v-ortytarthyro. 
o y 

7 m+E4+Ô. 
,ºy 


' (az + by + e)? Dia 
8. Mostre que o máximo de EEE Eu tbre, 


9. Ache o paralelepípedo retângulo de máximo volume que 
tem três faces nos três planos de coordenadas e um vértice no 


ERR 
lano LL 2.1 
Plano pá + b + E 1 
volume = PE 
Resp. Volume = 27 
10. Ache o volume do máximo paralelepípedo inscritível no 
Babe 


inagida E 
elipsóide Era = 3V5" 





Resp. 
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11. Um pentágono é formado por um retângulo e um triângulo 
isósceles como mostra a figura ao lado. O perí- 
metro do pentágono tem o valor P. Achar as di- 
mensões para que & área seja máxima. 


P 


ada cen Pio o 
lesp. a=30,22= oa 


, EE] 


Pp Ê 
v="9— 2(L+ seca). 


é g Y Z 
12. Achar à menor distância entre as retas x = 7" qe 


13. Um fabricante produz dois tipos de açúcar. Um custa, 
em média, 50 centavos a libra e o outro 60. Se o preço teto do pri- 
meiro tipo é x centavos por libra e o do segundo y centavos por 
libra, o número de libras de açúcar que pode ser vendido em cada 
semana é dado pelas fórmulas 
Ni = 250(y — 2) (1.º tipo), Na = 32.000 + 250 (x — 29) (2.º tipo). 


Mostre que o lucro obtido é máximo quando os preços teto são 
fixados em 89 centavos e 94 centavos por libra, respectivamente 


14. Um fabricante produz aparelhos de barbear e lâminas. Um 
aparelho custa, em média, 40 cruzeiros e uma dúzia de lâminas 
custa, em média, 20 cruzeiros. Se os aparelhos são vendidos a z 
cruzeiros e a dúzia de lâminas a y cruzeiros, a procura no mercado 


4.000.000 8.000.000 
2y 


é, cada semana, de aparelhos e BI À dúzias de lá- 


minas. Achar os preços teto para que o lucro do fabricante seja 
máximo. 


242. — Teorema de Taylor para funções de duas ou mais 


variáveis. A fórmula de Taylor para j (x,y) é obtida com o usc 
dos métodos e resultados dos $$ 194 e 240. 


Consideremos 
(99) Fy)=i(athsv+Ao, 


e desenvolvamos F (t) como em (5), 8 194, Obtemos 
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Fis 
iz 
+ Pe-n(o) 


FO POLO +++ 


qa 


[E 





+R. 


Obtemos os valores de FP (0), F(0), F'(0), fazendo t = O em 
(2), (4), (7), $ 240. Derivando (7) e pondo depois t = 0, virão os 
valores de F”'(0) ete. Isto será omitido aqui. Note, contudo, 
que Fº” (0) é homogênea e do terceiro grau em À é k. Uma pro- 
priedade análoga vale para as derivadas de ordem mais alta. Subs- 
tituídos éstes valores em (2) e posto £ = 1, vem 


O Iethy+th)=I(20)+ halo, y) + kfy(a,y) 
+ Ee (2, +2hkefos (2, +Rfm (2, Dl+o + Re 


A expressão de R é complicada e será omitida daqui por diante, 


Ponhamos, em (3), x = a, y = b e substituamos h porz-—ae 
k por y— v. O resultado que se obtém é o teorema de Taylor para 
funções de duas variáveis. 


(D 1x) = 5 (0,6) + Je (a, b) (2 — 0) + fy(0,0) (y — d) 
+glo b)te— o+ 


+ 2Je(a,b) (x — a) (y — b) 
+ m(a,b) (y — DJ) + eee 


Finalmente, pondo-se a = b = 0, obtemos a fórmula de Mae- 
laurin (confronte (4), $ 194). 


(D Ilma) =1(0,0) +4:(0,0)2+4,(0,0)4 + 
+ [EU (0,0) 2! + 240 (0,0) ay + 
+u (0,04. 


O segundo membro de (J) pode ser posto sob a forma 


(s DS ERAS ERR 
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onde vo = (0,0), 
wm = 1. (0,0) 2 + 40,0) y, 
us = fu (0,0) 2º + 2/0, (0,0) xy + fo (0,0) 9º, 
etc. 


Os têrmos de (4) são polinômios homogêneos em (x,%). O grau 
de cada um é igual ao índice. Logo, em (J) a função está desen- 
volvida numa soma de polinômios homogêneos em (x,y) e de graus 
dispostos em ordem crescente. Semelhantemente, em (1) os têrmos 
são polinômios homogêneos em (x — a, y — b). 

A fórmula (7) diz-se desenvolvimento de $ (x,y) no ponto (a, b). 

Em tratados mais avançados faz-se o estudo do desenvolvimento 
em série das funções de duas ou mais variáveis. Aí estuda-se então 
os valores de (x, y) para os quais os desenvolvimentos em série con- 
vergem para os valores da função. 

Considerando-se apenas a soma de um número finito de termos 
de ums tal série, tem-se um valor aproximado para & função j (x, 4) 
para valores próximos de (a,b) ou (0,0) (confronte o $ 200). 

Exemplo ilustrativo. Desenvolva 


ay? + sen zy 
no ponto (1,3 w) até os termos do terceiro grau. 
Bocução, Aqui a=b=lx, 


3 (my) = cy +eenzy, 

telmy) =? +ycoszy, 

Ju(z,y) = 274 + a coszy, 
des(my) = — yºsenay, 

Jev(z,y) = 2y + coszy — zysenzy, 
tn(my)=27-—- 2senzy. 


Pondo z = 1, y = 37, os resultados são: 


Itim=in+1, 
jelám eta, 
id) =r, 
f=Mim=-Ir, 
tw ia) =ir, 
tn(Lêm ml. 


Subutituindo em (1), obtemos 
mtsnaymitins ring D+r(y- da) 
: 

+p[-Ese-r+ra-n 1-5) +(s- 10) ]+ «o. Respo 
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As fórmulas para o desenvolvimento de uma função de três variáveis / (2,2) 
são deduzidas facilmente, Fica a dedução delas como problema. 


EXERCICIOS 
k De (1) acima mostre que 


o 
9 xº0y 


o 
Oxdyéo 


ERA 
928 





+ 3 hh? 


PO) = hº 





+e| 





E 
dy 





+34 





2. Verifique o seguinte desenvolvimento 


yo nt 6rty rf 
S06% 608 lg A =" 





2 + 5x2 + bat 
III TDI TO... 
[E 
3. Desenvolva sen z sen y em potências de x e y. 
4. Verifique o seguinte desenvolvimento 
e log(1+y)=y+H2 xy loga y+z?ylogia-zy loga) + SW + e 
5. Desenvolva 2º + xy?no ponto (1,2). 
6. Verifique o seguinte desenvolvimento 
LIA + pt 
on (o +) mo + yo HER dd esa 


Verifique as seguintes fórmulas aproximadas para pequenos va- 
lores de x e y. 
7. eseny=y+azgy. 
E 9 (EE cisite-. 
8 ecinl+y)=y+azy. 1+y 





Caprrrto XXV 


INTEGRAIS MÚLTIPLAS 


243. — Integração parcial e sucessiva. Correspondente à 
derivação parcial no cálculo diferencial, temos, no cálculo integral, o 
processo inverso de integração parcial. Como se pode inferir da 
inter-relação, integração parcial de uma dada expressão diferencial 
envolvendo duas ou mais variáveis independentes, é a operação 
que consiste em integrar a expressão primeiro em relação a uma 
só das variáveis, considerando as demais como constantes e a seguir, 
se for o caso, integrar o resultado em relação a uma só das variá- 
veis, considerando as demais como constantes e assim sucessiva- 
mente. Uma tal integração diz-se dupla ou tripla, ete., segundo 0 
número de variáveis. 

O que apresenta de novo neste problema é que a constante 
de integração é de novo tipo. Vamos ilustrar isto com exemplos. 

Dada a expressão 

Ea =27+y+3. 
achar a função u (x, y). 


Integrando em relação a x, considerando y como constante, 
temos 
u=2+ay+3z+gó, 


onde & indica a constante de integração. Ora, podemos supor 
que à seja uma função de y, pois que também neste caso & deri- 
vada parcial de u em relação a x é a expressão dada; logo, a forma 
mais geral de u (x,y) é 

u="+zy+32+64(9), 


sendo é (y) uma função arbitrária de y. 
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Como outro exemplo, seja calcular 
“ - [, (2 + y) dy de. 
Esto significa que queremos achar uma função u (x,y), sendo 


Ou 
Oxdy 





=" + y*. 


Integrando primeiro em relação & y, considerando x como cons- 
tante, temos 


E Y” 
E-ayri+yo, 


onde (x) é uma função arbitrária de z. 
Integrando agora o resultado em relação a 2, considerando y 
como constante, vem 


us E TE v() + 6), 


onde & (y) é uma função arbitrária de y e 


W(z) = fuma 


244, — Integral.dupla definida. Interpretação geométrica. 
Seja /(z,y) uma função contínua de x e y. Geomêtricamente, 

0) 2=J(m9) 

é a equação de uma superfície, digamos KL (figura, p. 625). Seja 
S uma parte da projeção de KL sobre o plano XOY e construamos 
sobre S como base um cilindro reto de geratrizes paralelas so eixo 
OZ. Seja S' a parte da superfície KL contida no cilindro. Vamos 
procurar o volume do sólido limitado pelas superfícies S, S' e a 
superfície Iateral do cilindro. Procedemos como segue. 

Dividimos a projeção de S sobre 0X em intervalos de compri- 
mentos iguais a Az e pelos pontos de divisão traçamos paralelas a. 
OY. Dividimos a projeção de S sobre OY em intervalos de com- 
primentos iguais a Ay e pelos pontos de divisão tiramos paralelas 
a OX. Estes dois sistemas de retas determinam retângulos inter- 
nos a 8, como mostra à figura. Com basc em cada um destes re- 
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tângulos construímos colunas como MNPQ, cuja base superior é 
uma parte de S'. A soma dos volumes destas colunas é um valor 






Pa 
FAIA 
; APAGA VA RUM A 7 
EZRA AZ 7) 
ATA VA AA VIA 
ZZAZAL 
z Ziza 
é é 


Y 


aproximado do volume que procuramos. Não temos meios de achar 
diretamente o volume de uma coluna; vamos, pois, substituir cada 
uma delas por um conveniente paralelepípedo. Assim, a coluna 
MNPQ será substituída pelo paralelepípedo de base MN e cuja al- 
tura é o valor da função j (x, y) no extremo inferior esquerdo do re- 
tângulo MN, precisamente, o paralelepípedo MNPR da figura. 

Se as coordenadas de P são (x,y,2), então MP = 2 =J(xz,y) 
e portanto 


(2) Volume de MNPR = f(x,y) Az Ay. 


Calculando o volume de cada um dos outros paralelepípedos 
formados do mesmo modo e somando os resultados temos um volume 
V' aproximadamente igual ao volume V que estamos procurando. 

O volume V' pode ser indicado por 


(3) V'= Dito yAyhe, 


onde o duplo somatório ZZ indica que são duas as variáveis a se 
considerar. ; 
Façamos crescer indefinidamente o número de intervalos em 
que foi dividida a projeção de S sobre OX, de modo que 4z tenda 
a zero e procedamos de modo análogo com a projeção de S sobre 
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0Y. Então, a soma V/ tende a um limite e este limite é 0 volume 
V que procuramos. Temos, pois, 


(4) V=lim BD s(r Ay ão. 
Az) 


Ev 


Vamos mostrar agora que este limito pode ser obtido por inte- 
gração sucessiva. 

O volume V pode ser achado como segue: consideremos uma 
qualquer das faixas em que é dividido o sólido por dois planos suces- 
sivos paralelos a YOZ, por exemplo, consideremos a faixa cujas 
faces são FIHG e JTL'K', ver figura. A espessura desta faixa 
é Ar. Os valores de z ao longo da curva HI são obtidos pondo-se 
2 = OD na equação z = f(x,7), isto é, ao longo de HI, 


2 =/(0D,9). 
DG 
JOD, q) dy. 
DF 





Logo Área FHIG 


O volume du faixa em exame é aproximadamente igual ao de 
um paralelepípedo cuja base é FIHG e cuja altura é Az, isto é, 
igual a 


DG 
Az - área FIG = Ar a J(OD, y) dy. 


O volume do sólido é, evidentemente. o limite da, soma dos vo- 
lumes de todos os paralelepípedos construídos deste modo, quando 
o número de intervalos em que fi dividida a projeção de S sobre 
OX cresce indefinidamente de modo à que Az tenda a zero, isto é, 


0B DG 
(5) r= fo a fo, Ie ndy. 


Semelhantemente, pode-se mostrar que 


or EU 
(8) rf, dy fo Mena. 


Às integrais (5) e (6) costumam ser postas, respectivamente, 
sob as formas 


0B DG ov EU 
Wdyde e EA +) dz dy. 
Í DE iG » dd R oc Er iG E) eu 


A 
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tm (5) os limites DF e DG são funções de 2, pois eles são obti- 

dos pela resolução, em relação a y, da equação da curva fronteira 

v da base do sólido. Semelhantemente, em (6) os limites EW e EU 
são funções de y. 


O confronto de (4), (5) e (6) dá o resultado 


(4) v= pm EErtoa an de= fo [Orton ánto 
y 


SJ renas, 


onde v; é vs são, em geral, funções de y, u e u funções de x. 
O segundo sinal de integração aplica-se, em cada caso, à primeira 
diferencial. 
A equação (A) é uma extensão do Teorema Fundamental do 
| $ 156 às somas duplas. 
Nosso resultado p:de ser formulado do seguinte modo. 


A integral dupla definida 


| LS remar 


pode ser interpretada como o volume de uma porção do cilindro reto 
de geratriz paralela a OZ e diretriz dada pelas curvas 


v=U, =, =, T=as 


A mencionada porção é a que esta compreendida entre o plano XOY 
e a superfízic de equação 2 = J (x,y). 
: Um resultado análogo vale para a outra integral dupla definida. 
É instrutivo considerar o processo acima de achar o volume do 
sólido como segue. 


Consideremos uma coluna com base retangular dz dy e com 
altura 2 como elemento de volume. Somando todos os elementos 
que assim se obtém de y = DF a y = DG, sendo momentâneamente 
= constante (digamos, = OD), obtemos o volume de uma faixa del- 
gada tendo FGHI como uma das “aces. O volume de todo o sólido 
é então obtido com a soma de todas as faixas que como & anterior 
podem ser construídas desde z = 04 até x = OB. 


Ti Ze as 
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Na integração sucessiva envolvendo duas variáveis, os limites 
que figuram no segundo sinal de integração referem-se à variável 
cuja diferencial esta escrita em primeiro lugar. 

Antes de aplicar a integração sucessiva à resolução de problemas, 
é aconselhável que o leitor adquira prática no cálculo das integrais 
múltiplas definidas. 


Exemplo ilustrativo 1. Achar q valor da integral dupla definida 


LST ervas 
o o 


SoLução, 


a (Vaz 
f ip (2 + vldy de 
o 0 
er (vaza 
-f [/ (e + ey | e «E 
o o] Ena 
-Sfo +4] Vezes 
0 0 








o 
-f (vas +052 
º 
2a 
- Resp. ã 


Interpretando geomêtricamente, 9 resultado achado representa o volume 
do eólido de forma cilíndrica com base em OAB, limitado na parte superior pela 
superfície (plana) s = x +y. 

A base OAB é limitada por: 

v=0 (reta QB) 

4 =V03— 2 (quarto de círculo AB) 
s=O(reta 04) 
a = a (reta BE) 


| limites de y. 
| limites de 2. 


hj ao fr Tato 
Exemplo ilustrativo 2. Verificar que (a — gJotdy do = LER, 
b» o 


2% a 2 
Boução. fº f emutaçãom f [oo 
b º b 

fs 
- Sud 

RE] 

a [VE 
Exemplo ilustrativo 3. Verificar que f f zdyda (20! 
o voa 3. 
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Sorução. SEE sírio ft] [5] Nec 
o Joyza 
- [orvacõea-|- Les Cds, 
Ê a 63 


Na integração sucessiva envolvendo três variáveis, os limites 
que figuram no último sinal de integração referem-se à variável 
cuja diferencial está escrita em primeiro lugar, os limites que figu- 
ram no primeiro sinal de integração referem-se à variável cuja difes 
rencial está escrita em último lugar. 


a fr ps 
Y : 35 
Exemplo ilustrativo 4. Verificar que ZA f f mt de dy da = So. 
3 2,5 3 2 5 
oção. ff fapésaçãos [O (PT tão Javdo = 
3 di Ja 2/1 2 
3 (3 I 
“LIST [52] óvdo 
nao [usa [cat as fia 
RA A ada 


PROBLEMAS 


Nos problemas 1-10 da lista abaixo, o sólido cujo volume é 
igual ao valor da integral, deve ger descrito. 
Calcule as seguintes integrais definidas. 


143 2, 1 
f f (x + 2) dy dz = 5. O A A (x + 2y) dr dy = 
” 
A. Ca 
ef fes + f f zydz dy = 5. 
o s+1 
vo 44 O edi 
OM dyde= Fa. PE NA (z +y)dyda = +. 
º o] -1/0 
z 
2 2 E 2 z 16 
af ydrdy =. DR ASA (2º + yNdy dz = 5. 
1 o o o 
3 ae 1 e x 
sf udydr =. ef FÃ e: dyde = 
o o o o 
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nf fo promodsa at — by) (cos 8— cos a). 


x cosê 
ef 4 psenôddpdo = 3 
m fal + cob) 
a A + p'senBdpdo = Sa!. 


«Leva ong 
15. fo Ea E a'ytz de dy da = na (a — by. 
a fe fu R 
16. f ç A zy'adedydr = wo?. 
o o º 
dos 4 
17. ET 
7 o Dido a dedrdy= 
1 1-s L-y A 
18. de df =%. 
LIS nao 
2 ft favs 
9 f f Í (Es )uara dr 
1 fa faty : Ê 
of f sh emsdadydz=3e-Sese-d. 


245. — Integral dupla extendida a uma região S. No 
último parágrafo interpretamos uma integral dupla definida como o 
volume de uma porção de um cilindr0 reto. Isto não significa neces- 
sáriamente que toda integral dupla definida seja o volume de um 
tal sólido; realmente, na interpretação mencionada supuzemos 
implicitamente que a função integranda fosse sempre não nega- 
tiva. Afim de dar à integral dupla de- 
finida uma interpretação que não en- 
volva necessáriamente o conceito acima, 
vamos nos limitar ao plano XOY. 

Seja f(x,y) uma função definida 
para os pontos (x,y) de uma região $ 
do plano XOF. Como no $ 244, con- 
sideremos os retângulos elementares de 
dimensões Az e Ay, ver figura. Esco- 
lhamos arbitrâriamente em cada retân- 
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gulo um ponto (x,y) € façamos o produto 
J(x,y) Ar dy. 
Somemos depois todos estes produtos; temos o número 


Dry) Ar dy. 


Pois bem, o limite da soma acima quando Az e Ay tendem a zero 
chama-se integral dupla da função f(x,y) extendida à região S. In- 


dica-se pelo símbolo 
+ Sw ndrdy. 


s 


Podemos, pois, escrever 


(im EEensas- fficnariy. 
8 


Sao 


Por (4), o valor do primeiro membro de (1) quando f (x, y) não 
toma valores negativos em 5S, foi calculado com integrações suces- 
sivas. O mesmo raciocínio que forneceu este resultado (ver $ 244) 
pode ser aplicado quando a porção S” da superfície z = j (x,y) está 
abaixo do plano XOF. O limite da dupla soma será o volume 
então achado mas com sinal negativo. As integrais em (4) darão 
o mesmo número negativo. Finulmente, se / (x,y) é algumas vezes 
positiva e algumas vezes nogutiva nos pontos de S, podemos dividir 
esta região em sub-regiões 1 ais j (7, y) seju ou sempre positiva 
ou sempre negativa. O raciscínio vale para cada sub-região e por- 
tanto para a soma destas sub-regiõe 
clusão: a integral dupla em (1) pede 
por integração sucessiva. 














Nu 


to é para S. Daí, a con- 
cr calculada em todos os casos 





Resta ainda explicar o método de determinação dos limites de 
integração. Isto será feito no próximo parágrafo. 


246. — Área plana como uma integral dupla definida, 
Coordenadas retangulares. No $ 145 resolvemos o problema 
das áreas planas por integração simples. Vumos agora ver o mesmo 
problema com integração dupla. O estndo sob este ponto de vista 
é útil sobretudo porque torna-se clara a determinação dos limites 
de integração para o problema geral do 8 245. 
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Seja determinar a área de uma região S do plano XOY. Como 
já fizemos anteriormente, consideremos os retângulos elementares 
internos a $, ver figura. Temos 

(1) Elemento de área = Az Ay. 


Se 4 6 a área total da região S temos, por (1), 8 245, 


(B) A=lim DD Acdy= ffaray. 
Ago s 


Tendo em vista o resultado estabelecido no $ 245, podemos 
dizer: 

4 drea de uma região é o valor da integral dupla da Junção 
J(z,y) = 1 extendida à região. 

Ou, também: a rea é o volume de um cilindro reto com base na 
região e cuja altura é a unidade ($ 244). 

Os exemplos mostram como são obtidos os limites de integração. 

Exemplo ilustrativo 1. Calcular a área da região acima de 0X que é li- 
mitada pela parábola semi-cúbica y? = 2? e a reta y = 2. 


SoLução. A ordem de integração esta indicada na figura. Integra-se pri- 
meiro em relação & 2, isto é, soma-se primeiro os elementos dz dy de uma faixa 
horizontal. Tem-se pois 


AC AC 
/ dz dy = dy dz = área de uma faixa horizontal de altura dy. 
as AB 


Depois, integra-se este resultado em relação a y. Isto corresponde a somar todas 
as faixas horizontais. Obtém-se assim 


op EUA 
4a Fá / dedy. 
o AB 


Obtém-se os limites AB e AC resolvendo-se em relação a 2 cada ums das 
equações das curvas limítrofes. Assim, da equação da reta, x = AB = y, é da 


2 
equação da curva, z = AC =y?, Pata determi. 
nar OD, resolve-se as duss equações simultânea. 
mente afim de achar o ponto de interseção E. Iato 
dá o ponto (1,1), logo OD = 1. Portanto 


1 fy 12 
4A= f drdy = Wê —udy= 
o v o 
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Podemos também começar somando os elementos dz dy de uma faixa ver- 
tical e depois somar estas faixas. Aseim procedendo, vera 


1 fa 1 o 
AS ACTA (e-i)uel 201 
o ds K 27501 
E 


Neste exemplo, a ordem de integração não influi sobre o námero de integrais. 
Este não é, contudo, sempre o caso, como mostra o exemplo seguinte. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar a área no primeiro quadrante limitada pelo 
eixo dos zz 6 pelas curvas, 


+yi=10, yiu9z. 


Sozução. Aqui integramos primeiro em relação & 2 para cobrir uma faixa 
horizontel, isto é, da parábola para o efreulo. Temos, pois, para a área tôda 


3 fui 
Am f dzdy, 
o JH 


pois o ponto de interseção S é (1,3). Para 
“achar HG, resolvamos em relação a z à equa- 
são a? =9x. Então 


Te HG = 





Para achar HI, tiremos x de 2? + y*=10. 
Obtemos 





sm HI = +10 
Logo a, 


3 vma 
Am drdy = 
o 1. 
Er 


- [E 410 37 + 5arc sen 








3 
-v| -675 Rap. 
vio 2 db 


Se integrarmos primeiro em relação a y, usando faixas verticais, são neces- 
sárias duas integrações. Então 


1 rave vi (vi-a 
4 = çá f dydz +f Fá dy dz = 6,75. 
o Jo 1 o 


A ordem de integração deve ser tal que.a área seja obtida com uma única 
integral, se for possível. 
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Os exemplos acima mostram que 


pomos 
A = SS izay ou 
A= Í E: dy dz 


segundo a natureza das curvas que li- 
mitam a área. As figuras abaixo ilus- 
tram, de um modo geral, a diferença no processo de soma indica- 
do pelas duas integrais. 








PROBLEMAS 


1. Achar, por dupla integração, a área compreendida entre 
as duas parábolas 3yº = 25x e 517º = 97, (a) integrando primeiro 
em relação a y; (b) integrando primeiro em relação a 2. 


VE E 
Resp. of ç) dyda=5; (b) f do dy= 5. 
0 Jo? o Jar 
9 2 


Calcular, por dupla integração, a área finita limitada por cada 
um dos pares de curvas abaixo. 








2 gy=S4r—r,y=>1 Resp. 45. 
3 p=4r,27-y= 9 
4 y=2,27x-443=06. 5. 
5 p=24,0=6y. 4. 
6 y=4r,71=124+2y-%. e. 


+ y=2r,2+y=dr. Fig 


Ti ad o mt anti tn 1 ) ——— O O 
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8 y=94+28y=9-321. 48. 
9. (W+4a)y=8a,2y=2,72=0. a!(m — 1). 
1 1 1 
10. 1 4+yf=at,z+y=a. Ja. 
3 2 = 1 
WN. zxr+yi-a,rty=a. a (16 — 37) a? 
12 gy=2-22,y=67-— a. 16. 
' 13. 2=64—-y,y=tT. 16. 2+9'=25, 27 y'= 16x, 
14. 4y=7,y=t. 17. Qa-vyp=z, y'=ax. 


15. y=2+4,y=4—2r. 188 2i-yi=14, a+ry'=36. 





247. — Volume sob uma superfície. No $ 244 examinamos 
o volume de um sólido limitado por uma supeifície 


(1) 2=I(20), 
o plano XOY e um cilindro de geratriz paralela a 0Z e com base 
sôbre uma região S do plano XOY. Vimos que o volume do sólido 
6, por (4), 


(2) rf feia fficonaras. 
s s 


A ordem de integração e os limites são os relativos à região 5. 
O volume de um sólido deste tipo é o “volume sob uma superfície 
(D”. O problema análogo para o plano, “área sob uma curva”, 
foi tratado no Capítulo XIV. Como caso particular, o volume pode 
ser limitado pela superfície e o próprio plano XOY. 

Note que o elemento de volume em 
(2) é um prisma reto de base dr dy e 
altura 2. 

Exemplo ilustrativo 1. Achur o volume 
limitado pelo parabolóide elítico 

(3) 42 =16— 42º —y? 
eo plano XOY. 

Sorução. Resolvendo (3) em relação a z, 
vem 

(4 a=4-2-1y 


Pondo z = 0, obtemos 





dr 42 +y'=16, 
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que é a equação da fronteira da base do sólido no plano XOY. Logo, por (2), 
usando o valor de z dado por (4), 


a pevia 
(6) ves fo E (4-2 —ky)dydz = 167. Resp. 
o Jo 


Os limites são fornecidos pelas linhas limítrofes da áres OAB da elipse (5) 
que está no primeiro quadrante. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar o volume do «ólido limitado pelo parabo- 1 
óide de revolução 


(7 D+yf=as, 
o plano XOY e o cilindro 
(8) t+y=202. 


SoLução. Resolvendo (7) em relação a z € 
achando os limites da área da base do cilindro (8) 
no plano XOY, obtemos, usando (2), 


Za (Via-d 2 
reef f ET qydem Eno, Rap, 
o Jo e 


Para a área ONA (ver figura), MN = /2az— 22 (resolvendo (8) em relação 
ay), 604 =2a, fstes são os limites 





PROBLEMAS 


1. Achar o volume sob z = 4 — x?, acima de z = O e dentro 


de yi=42. 
2 2va 
Resp. V=2 TÁ PA (4 — 2) dy dz = 17,24, 


2. Achar o volume sob o plano x + z = 2, acima dez =0€ 
dentro de 2º + y' =4. 


2 pavio 
Resp. ves ff (2-— a)dydz = 87. 
-2./0 


3: Achar o volume limitado pelo plano = + | + L=le 
os planos coordenados. Resp. sabe . 


4. Achar o volume limitado superiormente por x + z = 4, in- 
feriormente por z = O e lateralmente por y? = 47, Resp. EA 
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&. Achar o volume do sólido dentro de 2º? + y* = a?, limitado 
acima por y? = a? — az e abaixo por z= 0. Resp. &z a, 


6. Achar o volume do sólido sob o parabolóide elítico z = 
=1-|1!- $y' e acima dez = 0, Resp. 37. 


7. Achar o volume sob o plano z+y+z=38, acima de 
£ = Q e compreendido entre os planos z +24 =8,7—-2y=8. 
Resp. 170 2. 
8. Achar o volume do sólido limitado pela superfície ciltn- 
drica z!+az=ateos planosz+ty=a y=0,2=0. 
Resp. 4 as, 
9. Um sólido é limitado pelas superfícies yº + 2! = 407, 
z=3a está contido em y?= az. Achar 0 seu volume, 
Resp. (67+9 v3) a. 
10. Achar o volume do sólido limitado superiormente pela 
superfície cilíndrica y? = a? — az, inferiormento por z=0 e que 
está contido na superfício cilíndrica 2? + y? = ax. 


11. Achar o volume abaixo de 2 = 2x7 + a, acima de z= 0 
e dentro de 2! +y'=2az. Resp. 370! 


12. Achar o volume sob yº + z = 4, acima de z = 0 e dentro 
das superfícies cilíndricas y)— 27 =0,9'=8— 2%. 


13. Um sólido é limitado pelo parabolóide q? 4 yº = az, a 
superfície cilíndrica y?= at — az e o planos z=0, 2=0. Achar 
o volume. Resp. ta, 


14, Achar o volume sob 42 = 16 — 42º — y?, acima de z = O 
e contido em 2º + y' = 227. Resp. Em 


15. Os eixos de duas superfícies cilíndricas circulares cor- 
tam-se em ângulo reto. Os raios desses cilindros são iguais (= 1). 
Achar o volume do sólido interseção das duas superfícies. 

. Resp. 





2 . 2 3 
16. Achar o volume da superfície fechada 2º + y3 +71 = 1. 
(O traço sobre cada plano coordenado é a astróide, Cap. XXVI. 
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Iz. Achar o volume du sólido interseção de P+2=4ar 
com a? + yº = 2az. Resp. (27 + Bat. 


248. — Diretrizes para formar uma integral dupla com 
dadas propriedades. Vamos dar agora uma regra para formar 
uma integeal com dadas propriedades. Nos parágrafos seguintes fa- 
remos aplicações. Para uma integral simples a regra correspon- 
dente é a que foi dada no $ 156. 


Primeiro Passo. Trace as curvas que limitam a região em 
exame. 


SecunDo Passo. Num ponto qualquer P (x,y), interno à região, 
construa o elemento retangular de área AxAy. 


Tercemo Passo. Considere a função f(x, 4) que, multiplicada 
por Az Ay, fornece as propriedades desejadas para o elemento retan- 
guiar. 


Quarto Passo. 4 integral que se quer é 


j Tx, 4) de dy 


extendida à dada região. A ordem de integração e os limites são 
determinados do mesmo modo que o usado para achar a própria área 
da região. 


249. — Momento de área e centróides. Este problema foi 
trutado no $ 177 por integração simples. A integral dupla é, con- 
tudo, muitas vezes mais conveniente, 


Vamos seguir a regra do parágrafo precedente. Os momentos 


























A de área do elemento retangular de área 
são 
! z Ar Ay, em relação a OY, 
Oil! 
Mai y Àz Ay, em relação a OX. 




















Logo, o momento em relação à área 
tôda é, usando a notação do $ 177, 


(o) PR Bro DA asa 


o| 
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O contróide da área é dado por 





D) 





Em (€) as integrais dão os valores das integrais duplas das funções 
Senm=y e Iwomn=z, 


respectivamente, extendidas à área ($ 245). 


Para uma área lim tada por uma curva, o eixo dos xt e duas 
paralelas ao eixo dos yy (“área sob uma curva”), deduzimos de (€) 


» py » 
(1) Me = f ÇA ydyde = af wi dz, 
a a 
+ fu > 
My = Fá f cdyda = SÁ ey dr. 
a Jo 5 


Estas conferem com (2), 8 177. Note que em (1) y é à orde- 
neta de um ponto da curva e seu valor em termos de x deve 
ser obtido da equação da curva e substituído no integrando antes 
da integração. 

Exemplo ilustrativo. Achar o centróide da área no primeiro quadrante !i- 
mitada pela parábola semi-cúbica y? = 23 e a reta y = 7, 


Sorução. A ordem e os limites de integração 
foram obtidos no Eixemrio ILusTRATIVO 1, $ 246. 


Logo, usando (C), 
15 , 
vicaj= fo (uº —-y)dy = ag. 


1fy 
Ms -f / 
o dy 
Cfy 1a à 
My= adedy=5 | (ut -y)dy= =. 
o o a 
” 





1 
Sendo A =ára io, 
y des 
temos, por (D), z= = =048 v= po = 0,42. Resp. 


250. — Teorema de Pappus. Uma relação entre centróides e 
volumes dos sólidos de revolução é expressa pelo seguinte teorema: 
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Se uma região plana gira em torno de um eixo que está no plano 
da região e não a corta, o volume do sólido de revolução que a região 
gera é igual ao produto da área da região pelo comprimento da cir- 
cunjerência descrita pelo centróide da área. 

Demonstração. Façamos a área da figura girar em torno do 
eixo dos zz. O elemento retangular de área interno à região 8, 
ver figura, gera um cilindro circular oco, 
cujo volume AV é dado por 


AV=mT(y+ Ay Az—myAs. 
Fatorando e simplificando, obtemos 
AV=27(y+549) ArAy. 

Ora, em (1), $ 245, (x,y) em j (x,y) 
é um ponto qualquer pertencente 20 re- 
tângulo PQ, ver figura. Como (z,y + Ay) é um ponto de PQ, 
podemos tomar J(z, y)=27 y; logo, sendo AV da forma f(x,y) Az Ay, 
vem, por (1), $ 245, e (0) 


(1) Vem ar ffuscay= zm. 
8 


Finalmente, usando (D), obtemos 

(2) Ve=277'A, 
onde 4 é à área da região S. O segundo membro é o produto da 
área pelo comprimento da circunferência descrita pelo centróide. 
Com isto fica demonstrado o teorema. 

Ponhamos o resultado sob a forma 

(3) V=277:A 

Se duas das grandezas V, 7, 4 são conhecidas, a outra pode ser 
achada por (3). 

Exemplo ilustrativo. Achsr o centróide do trapésio OMPB da figura, pelo 
teorema de Pappus. 

Sorução. Área OMPB =(3+5)8=32. Fazendo a figura girar em 


torno de 0X, o sólido formado é um tronco de cone de revolução. Logo, por (12), 
$1, sendoa =8, R=5,r=3, temos : 








Va -*E q +9 +19) = Sr. 


Ve BR 
ZrA 92 Ts. 





Logo, por (3),  Y= 











$ 251 


TEOREMA DE PAPPUS 


641 


Fazendo a figura girar em torno de OF, o volume gerado é a diferença entre 
os volumes da cilindro gerado por OCPM e o cone gerado pelo triângulo BCP 


Logo 


Portanto, pelo teorema, Z = 


O centróido é, pois, (4 L, 2,04). Resp. 


Vs =320m— 





1287 
3 


— 882 
3 





EXERCICIOS 


Achar o centróide da área limitada por cada uma das seguintes 


curvas. 


4 


5 


8 

9 
10. 
NM. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


y = 1º, y=4z. (Área no primeiro quadrante) Resp. [EA o. 


v=62-2,y=27. 
y=42-2,y=20-83. 
2 =4pr—-2y+4=0. 


y=22,220—y+3=0. 


y=2-22—-3,y=22-3. 


&,5). 
(1,5). 
(1,5). 
(1,3). 


2-3. 


W=2z2+y=2,y=0. (Primeiro quadrante) & PD. 





Tty=2,7=0. 
pP=r,ly=r. 
4y=327,2y' = 97. 
P=2uy=n— 
WP=8rr+y=6. 
pP=42,yi=5—2. 
v=62-2,11-7y=6. 
c=4y-yg=2. 
g=tr-2,4y=5-22. 
W=4r,21-y= 





su 
(ão 19). 
1040, 
(5 dd 
9 mm 
(jo do). 


14 tt 


15º 25 
& —9. 
3,0). 
(15). 


12 3 
G 


é). 
(8,5). 
E, 1). 
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18. y=2-20-8,y=67—2º—-3. (2,1). 

19. ty=lc+Hy=1 (0,585, 0,585). 

2. try=3,y=42. 

a. p=agZrtry=t. 

22 q+y—-102=0,0=y. 

25 qv=yly=6r—2?. 1 











2 41 5 ata 256a 256 2) 
EL od ee" Evo 
as q! +y'=a*. (área do primeiro quadrante ( 258 BIB)" 
25. drf<d,2=0,9=0. (5.3): 


26. Achar o centróide da área sob um arco da ciclóide 
z=a(8-— send), y=a(l-—cos6). Resp. (ra, 5º ' 
27. Usando o teorema de Pappus, achar o centróide de um 
semicírculo. Resp. Distância ao diâmetro = se 
28. Usando o teorema de Pappus, achar o centróide da área 


2 2 
da elipse a + a = 1, que esta no primeiro quadrante. 


4a 4b 
Resp. Var! 37 


29. Usando o teorema de Pappus, achar o volume do toro 
gerado pela revolução do círeulo (r-bt+y'=al(b>a) em tor- 
no do eixo dos yy. Resp. 27'aºb. 


30. Um retângulo gira em torno de um eixo que esta no seu 
plano e é perpendicular a uma diagonal do retângulo numa de suas 
extremidades. Achar o volume do sólido gerado. 


251. — Centro de pressão de um Q| euperfície do Iuido 


fluido. O problema de calcular a 
pressão de um íluido sobre uma pa- 
rede vertical foi estudado no $ 179. 

- As pressões sobre o elemento re- 
tangular da figura constituem um sis- 
tema de forças paralelas, pois elas 
são perpendiculares ao plano da área 
Xx0Y. A resultante deste sistema de 
.fôrças 6 a pressão total do fluido P, 
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dada por (D), 8 179, 
+ 
(1) P=YW Í yzdr. 


O ponto de aplicação de P diz-se o centro de pressão do fluido. 
Vamos achar a abscissa (= zo) deste ponto. Para isto, usamos o 
princípio dos momentos de força. Este pode ser assim formulado: 

A soma dos momentos de um sistema de fórças paralelas em 
relação a um eixo é igual ao momento da resultante em relação 
ao eixo. 


Ora, a pressão do fluido dP sobre o elemento retangular EP é, 
pelo 8 179, 


(2) dP=Wayhz. 


O momento desta força em relação a OY é o produto de dP por 
0E (= 2), ou, usando (2), 


(3) Momento de dP em relação a OY = zdP = Wxty Az. 
Temos, pois, para momento da pressão total do fluido, 


» 
(49 Momento total = TÁ Weydr. 
a 


Mas o momento da resultante da pressão do fluido P é x P. 
Logo 


b 
(5) uP=-Wf ay dr. 


Resolvendo em relação a zo e usando (1), obtemos a fórmula 
para a profundidade do centro de pressão 


+ 
/ sdA 
<s 
z , 
J zdA 
a 
onde dA = elemento de área = ydz. 


O denominador em (6) é o momento de área de ABCD em re- 
lação a OY (ver $ 177). O numerador é uma integral ainda não 
vista. Ela se chama momento de inércia da área ABCD em relação 


ao. 


(6) . ba 
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A letra Y é comumente usada para o momento de inércia em 
relação a um eixo, sendo que a letra é acompanhada de um índice 
para designar o eixo. Dêste modo, (6) pode ser posta sob a forma 


(7) n= dp 


A notação usual para o momento de inércia em relação a um 
eixo | é 


(8) h= f rdA, 


onde 
t = distância entre o elemento dA e o eixo I, 


O problema dêste parágrafo é um dos muitos que conduzem & 
momentos de inércia. No parágrafo seguinte vamos ver como se 
calculam os momentos de inércia por integração dupla e integração 
simples. Vamos ver também algumas aplicações. 


252. — Momento de inércia de uma área. fi importante em 
mecânica o conceito de momento de inércia de uma área em re- 
lação a um eixo. Vamos ver como se 
calculam esses momentos. Seguiremos 
a regra do $ 248. 

Para o retângulo elementar PQ em 
P(x,y), ver figura, o momento de inér- 
cia em relação a OX é definido por 


(6) vº Az Ay 





























e o momento de inércia em relação a OY por 
(2) q? Az Ay 


Portanto, se I. e 1, designam os momentos de inércia da área toda 
em relação a OX e OY respectivamente, temos (confronte (8), $ 251). 


(B) p= ff rica, 1 feira. 


Os raios de giro r; e ry são dados por 


E A 


t- 
m "= área! W gra” 
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Em (E) as funções cujas integrais são extendidas à área S são, 
respectivamente, f(x,y) = y' e f(x,y) = 22. 

As fórmulas (E) tornam-se mais simples para uma área “sob 
uma curva”, isto é, área limitada por uma curva, o eixo dos xx e 
duas paralelas a OY. Temos neste caso, 

b 
Tá wdz, 
a 


b v 
ff vi dy dz 
a Jo 
do fy do. 
nf [eai sy dz. 
a o a 


Nestas equações y é a ordenada de um ponto da curva e seu 
valor em termos de 4 deve ser obtido da equação da curva e subs- 
tituído na função integranda. 

As fórmulas para momentos de inércia 1 são postas sob & forma 

(6) I=ar, 
onde A = área e r = raio de giro. Resolvendo (F) em relação a 
lee 1, obtém-se estas sob a forma acima. 

Dimensões. Se a unidade linear é uma polegada, o momento de 
inércia tem a dimensão (polegada). Por (F), tz e 7y São compri- 
mentos, em polegadas. 


Exemplo ilustrativo 1. Achar Iz 6 1y € 08 correspondentes raios de giro 
para a área do Exemplo Ilustrativo 1, $ 246. 


Sorução. Usando a mesma ordem de integração 
e os msmo limites já usados, temos, por, (E), 


1 v 
Red 
0 dy 

1 v 
asia, 
q ” 


Como A = área = 0,1, achamos, por (F), 
ra = 0,48, 1, =0,53. Resp. 
Exemplo ilustrativo 2. Achar 7 € Iy para o segmento parabólico BOC 

da figura da página seguinte. 





(3) 


Ls 
rastro fo (7 dy = A. 
o 


vs 


1 
rasas f w-rdr=a. 
o 





Sorução. Com eixos de coordenadas como mostra a figura, a equação da 
da parábois limítrofe é 


O) P-2pr. 
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Como B (a, b) é um ponto da curva, obtemos, pondo 
2=a y=bem (4), 5=2pa. Resolvendo esta 
equação em relação a 2 p e substituindo o valor achs- 
do em (4), vem 


(5) ve, ou vt 


Os momentos de inércia da área sob a parábola 
OPB no primeiro quadrante serão a metade dos mo- 
mentos que se quer. Logo, usando (3) e substituindo 
o valos da y de (5), obtemos 





1 1 “mL 2 4 
gd 2 gd=-l . = ab. 
a ls 3 7 dz 15 o. Le 15 
a? 


1 sb 2 4 
Er + => q . == q! 
2 lv FAFE qd. e. ya ad. 





i Para área do segmento achamos 


: 1 E 5» 3 à 4 
3a f vão f qa ddr= ab. “e A = ga. 


Logo, por (PF), rem J = EA ela Lam, 





| e dy - Sae. 


Os resultados estão sob a forma (6). Resp. 


Na figura do parág. 179, o eixo OY esta sobre a superfície do 
fluido. Se indicarmos êste eixo, em qualquer figura, por s, então 
a profundidade do centro de pressão é, por (7), $ 251, 


(6) 





se ra 


e hs 


raio de giro em relação ao eixo s, 


profundidade do centróide abaixo do eixo s. 


Exemplo ilustrativo 3. Achar s profundidade do centro de pressão sobre 
a comporta com forma de trapério, da figura abaixo. Confronto o Exemplo 
Tlustrativo 2, $ 179. 
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Borução. Escolhamos eixos 0X e OY como os da figura e tracemos uma 
faixa horizontal elementar. Seja 7 a distância desta faixa ao eixo s, posto sobre 
o nível da água. Então, 
r=8-—y, dA =22dy. 


Portanto, por (8), $ 251, e pela defi- 
nição de momento de área $ (177), temos 


[49] ne faia 

- feiras, 
(0) me fria 

- fe-nzea 


A equação de AB 6y = 2x — 8. Resolvendo em relação a x, substituindo 
em (7) e (8) e integrando entre os limites y = 0, y = 4, obtemos 


ntl dágua 





4 
ne fo (8-8 + u)dy = 14205, 


k 2 
mf 4 )dy = 2. 
º 


Logo, por (7), $ 251, 2 = 8,09. Resp. 

253. — Momento polar de inércia. O momento de inércia 
do retângulo elementar PQ em relação à origem é o produto da área 
por OP?, isto é, 

0) (2º + y) Az Ay. | 


Logo, pelo $ 248, temos para toda a 
área 


o n= ffesma. 


Podemos, contudo, escrever o segundo 
membro como soma de duas integrais, 
pois (2) é, evidentemente, a mesma cousa que 
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SJ raras Sfráca- t+. 


Temos, pois, o seguinte teorema. 





63) 


O momento de inércia de uma área em relação à origem é igual 
à soma dos momentos de inércia da área em relação aos eixos dos xx 
e dos yy. 


PROBLEMAS 
Achar I,, Iy e Jo para cada uma das áreas abaixo descritas. 


1. Semi-círeulo que está à dircita do eixo dos yy c que é 


Ar? 


4 





limitado por x? + y? = 12. Resp. la=l= 


2. Triângulo isósceles de altura A c base a cujos vértices são 


a a Aa? Ah? 
(0,0), (1 s), (1 = 2). Resp = = 
5. Triângulo retângulo cujos vértices são (0,0), (b, a), (b, 0). 
Aa? Ab? 
Resp. L,= ST h= 5. 
di Eu E Ab? Aa? 
4. Elipse atgel Resp. L= L= 


5. Área no primeiro quadrante limitada por y? = 47, 2 = 4, 


164 484 


v=0. Resp. L.= 5 ha 


2 
6. Área compreendida entre a elipse T + E = 1 e o círculo 


Pry=2y. 94 534 


1 
Resp. li= L=0" 


20º 
g A E y 
7. Área compreendida entre aselipses 7; + go lez+ ao 1, 


5A 194 
Resp. I,= 2" = a 
8. Área compreendida entre os círculos 22? + y? = 16 e 2? + 


+W+B= 





239 A I7A 
Rep. =" h=47* 
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9. Área compreendida entre os círculos 2º + y = 36e 22 + 
+y+3=4. 


Resp. L= DÊ n=104 


10. Área compreendida entre o círculo a? + y? = 4e a elipse 
noy 
3 Tg o 1 


Rap e poa, 


5 


2 2 4 
11. Área total limitada por «* +73 = a? 





7 Aa? 
ra 
12. Achar a profundidade do centro de pressão sobre uma 
comporta triangular tendo o vértice abaixo da base, a qual é hori- 
zontal e esta sobre a superfício do líquido. 


Rep. L=h= 


13. Achar a profundidade do centro de pressão sobre uma 
comporta retangular de 8 pés de largura e 4 pés de profundidade 
quando o nível da água está 5 pés acima da parte superior da 
comporta, 

Resp. 7,19 pés abaixo da superfície da água. 


14, Achar & profundidade do centro de pressão sobre ums 
extremidade de um tanque cilíndrico horizontal de gasolina, cujo 
diâmetro mede 5 pés, quando a altura da gasolina é (a) 2,5 pés; 


(b) 4 pés; (c) 6 pés. Resp. (a) E. 1,47 pés; (b) aproximadamente 
2,4 pés; (c) = = 3,95 pés. 


254. — Coordenadas polares. Área plana. Quando as equa- 
ções das curvas que limitam uma área são dadas em coordenadas 
polares, são necessárias algumas transformações para o cálculo de 
uma integral dupla. 

Para o caso atual a área é dividida em porções elementares, 
como segue: traçamos arcos de circunferências com centro comum 
O e raios sucessivos diferindo por Ap. Assim, na Fig. 1, OP = 

*p, OS=p+ àp. Depois traçamos semi-retas por O tais que 
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duas consecutivas formem um ângulo igual a A9. Assim, na Fig. 1, 
ângulo POR é igual a Af. Procedendo dêste modo, construímos 





uma série de porções retangulares, como PSQR da Fig. 1, internas 
à área. 


Seja 44 & área da porção PSQR; AA é & diferença entre as 
áreas dos setores QOS e ROP. Portanto, 
(1) SA =p + Ap) AB —3p: 46 =pApAO + Ap! AO. 


A função f (x,y) do $ 245 deve ser substituída por uma função 
em que os argumentos sejam coordenadas polares. Seja F(p,8) 
a mencionada função. Então, procedendo como no $ 245, esco- 
lhemos um ponto (p,8) de AA, formamos o produto 


F(p,9) A4 


para cada AA interno a $, somamos estes produtos e finalmente 
passamos ao limite quando 49 >0 e 49->0. Obtemos a integral 
dupla desejada. Precisamente, 


(9 EEEro Da = ff roma. 


Note que em (2) o valor de AA foi substituído por pdpdô e não 
pelo valor de AA dado por (1). 


No $ 258 mostramos que a integral dupla ora achada pode ser 
calculada por integrações sucessivas. 
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De (2) resulta que a área À da região S é expressa por 


H) 4= fra = ffpaoao. 


Estas fórmulas podem ser lembradas fâcilmente se pensarmos 
que os elementos de área são retângulos de dimensões pdô e dp. 
As figuras abaixo ilustram, de modo geral, a diferença no pro- 
cesso de calcular à área que é indicada pelas duas integrais acima. 





Na primeira, integramos primeiro em relação à p, pois dp pre- 
cede d9, mantendo O constante, Este processo cobrirá a faixa 
radial KOHL da Fig. 2, página 650. Os limites para p são p = 
=0G e p=0H, que so acham resolvendo a equação (ou equa- 
ções) da curva limítrofe (ou curvas limítrofes) em relação a p em 
têrmos de 6. Depois integra-se em relação a 6, os limites variando 
de 8 = âng. JOX a 6 = âng. IOX. 

A segunda integral em (H) é feita integrando-se primeiro em 
relação a 8, mantendo p constante. Esta operação cobre a faixa 
circular ABCD da Fig. 1, p. 650, entre dois arcos circulares conse- 
cutivos. Depois integramos em relação a p. 

Quando a área é limitada por uma curva e dois de seus raios 
vetores (área descrita pelo raio vetor), obtemos da primeira das 


integrais (H) 
B fe B 
4= [O f'paao-s prdo, 
a do « 


que confere com (D), $ 159. 
As integrais duplas em coordenadas polares tem uma das formas 


(3) Sfrcmpia ou Sfrcmeda. 
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Exemplo ilustrativo 1. Achar os limites para uma integral dupla exten- 
did à região que é interna ao círeulo p = 2r cos 6 externa ao cfrenlo p =. 
Sorução. Os pontos de interseção são 
A [ao] e Btr— 7) Usando a primeira 
forma em (3), os limites para p são 


p=OGar, 
p =0H = 2rcosB; 





para É os limites são — 7. e E 


3º q Rep 


Exemplo ilustrativo 2. Achar a área interna ao círculo p = 210080 6 
externa ao círculo p mr. 


SoLução, Pelo Exemplo Ilustrativo acima temos 


r 
3 2r cos À 

aff pépo= f 
ap E 


Mr tEVB=IStr Rep. 


efa 


Fur cost b—s2) dg 


PR) 


255. — Problemas resolvidos com o uso de coordenadas 
polares. Não há dificuldade em estabelecer as fórmulas 


(49) M,= (fe: sen ap o. 


(2) m= ff p:cosbapdo. 
(3) hoo ff otsent0 ap do. 


(4) ne j) p' cos? 8 dp do . 


6 n= Sfoaca. 


As ordens das diferenciais devem ser permutadas se se quer 
efetuar primeiro a integração em relação a 8. 
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Exemplo ilustrativo 1. Vamos calcular agora os momentos de inércia 
de um círculo, em virtude das importantes aplicações destes momentos. 


Sejaa = raio. Então, por (5), o momento 
polar de inércia em relação no centro é 


o ne ([/  a]po- 


1 A ia 
2 Es 


onde A = área do círculo. Por outro lado, 
como Iy m Is, por simetria, temos, por (3), 8 253, 


4 
(o) lee Th- a 


Em palavras: O momento polar de inércia de um circulo em relação ao centro é 
igual go produto da metade da área do circulo pelo quadrado do raio. O momento 
polar de inércia em relação a qualquer diâmetro é igual ao produto da quarta parte * 
da área pelo quadrado do raio. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar o centróide de um laço da lemniscata 
pralcos26 


Sorução. Como 0X é um eixo de sime- 
tria temos 7 me O. 


ed, so ão NAN 


= “cos 28d -. 
tr VET ET) ir 5 
, me fo fe $ tos 8 pao = Dat f (cos 28)? cos 8 df. 
a d-2ontgr cos 8 dg por (5), $ 2 
o 


1 2 
«2a [acta (esto LevT)- Eavã 
6 o 2 32 
Logo tu ML Tovi-05. Rep. 


DD 
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Exemplo ilustrativo 3. Achar ly para a região limitada pelo círculo 
p=2rcos8. 


Sorução. Somando os elementos da 
faixa de forma triangular OP, os limites de p 
são zero e 2r cos É (obtidos da equação do 
clrculo). 


Somando depois os elementos de tôdas 


as faixas, os limites de O são -, 7 


: 
E [21000 
he prdpdo = 37! pesp. 
ENA 2 
2 


Podísmos também ter somado primeiro os elementos de uma faixa circular 
(como QR). Assim procedendo, vem 


2r aro cos do 
ho f f p Pt dp do = Smt pop. 
are cos 2. 


Logo, por (5), 


PROBLEMAS 

1. Achar a área intema ao círculo p = ze à direita da reta 
speosb=3. Resp. str 5), 

2. Achar a área interna ao círculo p = 3 cosÊ e externa ao 
círculo p = z F Resp. Ene ivo. 

3. Achar a área interna ao círculo p = 3 cosf e externa ao 
círculo p = cos8. Resp. 27. 

4. Achar a área interna à cardióide 0 = 1 + cos8 e à direita 
da reta 4p cos0 = 3. Resp. evo 


5. Achar a área interna à cardióide p = 1 4 cosô e externa 
ao círculo p = 1. Resp. a +2. 

6. Achar a área interna ao círculo p = 1 e externa à cardióide 
p=1+cosô. Resp. 2. 


DO III 
] 
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7. Achar a área interna ao círculo p = 3 cosô e extema à 


cardióide p = 1 + cosô. Resp. 1. 

8. Achar à área interna ao círculo p = 1 e extema à pará- 
bola p(I + cos8) = 1. Resp. E a 

9. Achar a área interna à cardióide p = 1 + cosô e externa 
à parábola p (1 + cos6) = 1. Resp. Ea + 

10. Achar a área interna ao círculo p = cos8 + senô e ex- 
terna ao círculo p = 1. Resp. 3. 

1. Achar à área interna no círculo p = senQ e externa à 
cardibide p = 1 — cos0, Resp. 1— E 

12. Achar a área interna à lemniscata p? = 20ºcos28 é 

externa ao círculo p = a. Resp. 0,684 a?. 


15. Achar a área interna à cardióide p = 4(1 + cos6) e ex- 
terna à parábola p (1 — cos6) = 3. Resp. 5,504 


14. Achar a área interna ao círculo p = 2a cos0 e externa ao 
círculo p = q. Achar o centróide da área c 1, e 1y. 


(7,43), . 8r+3Va 
Resp. 4 = (5 + E) a o mr+3vD 


nego Na (E ni 


15. Achar o centróide da área limitada pela cardióide p = 














=a(l + cos6). Resp. ê= =, 
16. Achar o centróide da área limitada por um laço da curva 
-  128V2a 
p=acos28. Resp. E= 1057 
17. Achar o centróide da área limitada por um laço da curva 
E siv3a 
p=acoa38. Resp' =80m 


18. Achar 1, para a lemniscata p? = a' cos 20. 


A 
SE, 2 
Resp. 38 (Gr+8)a. 
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19. Achar 1, para a cardióide p= q G + cosB). 
20. Achar I, e 1, para um laço da curva p = a cos 20, 
21. Prove, por (1), $ 254, que 


lim aa =1 
dp do 
Ap>o pão 


e portanto AA difere de p Ap AS por um infinitésimo de ordem 
superior ($ 99). Consequentemente, AA do primeiro membro de 
(2), $ 254, pode ser substituído por p Ap AB (A demonstração é 
omitida). 

256. — Método geral para achar as áreas das superfícies 
curvas. O método dado no $ 164 foi aplicado só à area da super- 
fície de um sólido de revolução. Vamos agora dar um método mais 
geral para o cálculo de áreas curvas. Seja 


(1) 2=J(2,9) 


à equação de uma superfície KL, vor figura abaixo, e suponhamos 
que se quer calcular a área da região S' que esta sobre a superfície, 

Indiquemos por S a região do plano XOY que é a projeção orto- 
gonal de S' sôbre XOY. Decomponhamos os intervalos que são 
projeções sôbre 0X e OY da região S em subintervalos de ampli- 
tudes Àz e Ay respecti- 
vamente. Pelos pontos 
de decomposição tracemos 
Planos paralelos a YOZ 
e XOZ respectivamente, 
Como vimos no $ 244, 
“êstes planos forman tron- 
cos de prismas (como PB), 
limitados superiormente 
por uma porção da super- 
fície (como PQ) e cujas 
projeções sobre XOY são 
retângulos de árcas Az 
dy (como AB), os quais 








são também bases dos prismas. 


Consideremos o plano tangente à superfície KL em P, ponto 
de coordenadas 7, y e 2. Evidentemente, o mesmo retânguio AB 
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é a projeção sôbre o plano XOY da porção do plano tangente (PR) 
que é interceptada pelo prisma PB. Chamando de %y o ângulo que 
o plano tangente faz com o plano XOY, temos 


Área AB = área PR - cosy, 


igual à área de porção projetada multiplicada pelo cosseno do da- 


[a drea da projeção de uma área plana sobre um segundo plano “| 
gulo compreendido entre os planos. 


ou Ay Az = área PR - cosy. 
Ora, Y é igual ao ângulo compreendido entre 0Z e uma reta 


por O perpendicular ao plano tangente. Logo, por (H), 8 237, e (2) 
e (3), 8 4, temos 


1 
dz (TAVA LM 
[+ (65)+ (61)] 
2 em 
Portanto Área PR = [' + (5) + (2) ] Ay dz. 
a Oy 


Este é o elemento de área da região 8”. Por definição, a área de 
S' é o limite duplo abaixo 


Jim, ze[i+(8)+ dy] ava, 


o 


cos = 


sendo o somatório extendido a todas as áreas Az Ay da região 8. 
Indicando com A a área da superfície S”, temos, pois, 


o a fftstE)Tom, 


dependendo os limites de integração da projeção sobre o plano 
XOY da região da superfície curva cuja área queremos calcular. 
Assim, os limites de integração em (7) são obtidos das curvas limí- 
trofes da região S do plano XOY exatamente do mesmo modo 
como temos feito nos pafágrafos precedentes. 
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Antes de ser integrada, a expressão 


(2 WINE CE 
(+ (5) 


deve ser reduzida a uma função só de « c y, usando-se para isso a 
equação da superfície sôbre a qual está a região cuja área se quer 
calcular. 


Se for mais cômodo projetar a área sobre o plano XOZ, usaremos 
a fórmula 


(4) 1= ffLi+ E U/aras, 


onde os limites são obtidos da fronteira da região S, que é agora. 
a projeção da área pedida sobre o plano XOZ. 


Semelhantemente, podemos usar 


do aff (A) am 


sendo os limites obtidos da projeção da área sobre o plano YOZ. 


Em alguns problemas pede-se a área da porção de uma superfície 
que é interceptada por uma segunda superfície. Nestes casos, as 
derivadas parciais que intervem na fórmula são as que se obtém 
da equação da superfície cuja área parcial é procurada. 


Como os limites de integração são obtidos da projeção da área 
que se procura sobre um dos planos coordenados, deve-se ter pre- 
sente que 


Para achar a projeção da área procurada sobre o plano XOY, eli- 
minu-se z entre us equações das superfícies cujas interseções formam 
a fronteira da área. 


Andiogamente, elimina-se y para achar a projeção sobre o plano 
XOZ e x para achar a projeção sobre o plano VOZ. 

O cálculo da área de uma superfície curva mostra uma outra 
aplicação da integração dupla de uma função extendida a uma 
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dada região. Reulmente, para achar u área de uma superfície 
curva 2 = (2,3), (7) mostra que se deve integrar a função E 


[+66] 


sôbre a projeção da superfície sobre o plano XOY. 


Como se observou acima, (J) e (K) devem se reduzir & 


E) Il ededa e / Ina) dyda, 


respectivamente, mediante o uso conveniente da equação da super- 
fície sôbre a qual está a superfície curva cuja área so quer calcular. 


Exemplo ilustrativo 1. Achar a área de superfície da esfera 
Pryrt=r, 
por integração dupla. 
Sorução. Seja ABC, da figura abaixo, um oitavo da superfície da esfera. 


Temos 


da su. sy 
EP 


2 2 
dz dz Z,p ç Pry+o rn 
1a (E) +) + +E- 2 =20EDFº 


A projeção da área ABC sôbre o plano XOY 6 AOB, uma região limitada 
por 2 =0(=0B); y=0 (=04) 2+y= 
=ri(= BA). 





Integrando primeiro em relação a y, soma- 
mos todos os elementos ao longo de uma faixa 
(como DEFG) que é projetada sôbre XOY 
também numa faixa (como MNGP), isto é, 
os limites para y são 0 e MF (=VH— 2). 
Integrando depois em relação a 2, somamos 
todas as faixas que compõem a superíície ABC, 
isto é, os limites para 2 são zero c OA (=). 
Substituindo em (PD, vem E 


Afro [vs tdud at 
sho vaSERO 








A = dm? Resp. 
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Exemplo ilustrativo 2. O centro de uma csfera de raio r esta sobre a 
superfície de um cilindro reto, cuja base tem raio igual a 7/2. Achar a área da 
superfície do cilindro interecptada pela esfera. 

SoLução. Tomando o centro da esfera como origem, uma geratriz do ci 
lindro como eixo dos zz e um diâmetro de ums seção reta do cilindro para eixo 
dos 2x, a equação da esfera é 

drypri=r, 
ea do cilindro 6 22 + =rz. 

Um quarto da superfície cilíndrica pedida 
é dado por ODAPB. Como 4 projeção desta 
área sôbre o plano XOY é o arco de círculo 
ODA, não há no plano XOY área alguma da 
qual se possa tirar os limites de integração; 
logo, devemos projetar a área sobre outro plano 
coordenado, digamos sobre XOZ. Neste caso a 
região sobre a qual devemos integrar é 0ACB, 
a qual é limitada por z =0(=04), 2=0 
(=0B) e 2º +rz = 1º(= ACB), sendo a últi- 
ma equação obtida pela eliminução de y entre as equações das duas superfícies. 

Integrando primeiro em relação a 2, isto é, somando todos os clomentos de 
uma faixa vertical (como PD), os limites para 2 são zcro e NF = sr. Inte- 
grando depois em relação a x, isto é, somando todas us faixas, os limites para 
« são 0 er. 

Como a superfície cuja área é procurada está sobre o cilindro, as derivadas 
parciais a serena substituídas na fórmula (4) devem provir da equação do cilin- 
dro. Temos, pois, 





dy rode du, 
O” 2y "q 





Substituindo em (J), 


rofvE-r 233 
r=—22 
-[f [! «(152 )] dedz. 


Substituindo o valor de y om termos de z que se obtém da equação do ci- 
lindro, vem 


vir r ra— 
seo ff dede car fo Earmar fz de=4r, 
vr—a o Vrz— ai o vz 


PROBLEMAS 











+ No exemplo precedente achar a superfície da esfera intorcep- 


E cofv= dyde 
tada pelo cilindro. Resp. 4r — = — 2 (m—2)rº, 
o 2º 
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2. Os eixos de dois cilindros circulares retos cortam-se orto- 
gonslmente, Sabendo que o raio da base de cada um dos cilindros 
é 7, achar a área da superfície interceptada sobre um dos cilindros 
pêlo outro. 


Sugestão, Tome 2º +22 =1? e «4º +y =? como equações dos cilindros. 


Via 
Resp. ADA iii Es = sr 
2.4 


3. Achar a área da porção da esfera 2? +y' + 2! =2ay 
interceptada por uma folha do cone x? + 2? = y?. Resp. 2742. 





4. Achar a área da porção do cilindro «? + y? = 1? compre- 
endida entre o plano z = mz e o plano XOY. Resp. 4rtm. 


5. Achar a área da porção do plano = + + + A = 1 que é 
interceptada pelos planos coordenados. Resp. 4 NV beira pat 


6. Achar a área da porção da esfera a? +yt+2!=2ay 
que está dentro do parabolóide by = 2º + 22, Resp. 27 ab. 


7. No exemplo precedente achar a área da porção do para- 
bolóide que está dentro da esfera. 


8. Achar a área da superfície do parabolóide y? + 2? = 4az 
intercoptada pelo cilindro parabólico y? = az e o plano x =34 


“Resp. “a Ta, 


9. No problema precsdente achar a área da superfície do 
cilindro interceptada pelo purabolóide e o plano. 


Resp. (3513 





Eri 3 
10. Achar a superfície do cilindro 224(z cosoty sena)? = 7? 
que está situada no quadrante de coordenadas positivas. 


Sugestão. O eixo deste cilindro é à reina 2 = 0, zcosa +ysna=0e0 
raio da base é r. 





Rea pio o 
P. senacosa 


Es 
1t. Achar a área da porção da superfície do cilindro y3 + 2º = 


a E 
— «% limitada por uma curva cuja projeção sobre o plano XOY é 





EM Es 2 
2 +yf=as. Resp. 5% 
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12. Achar, por integração, a area da porção da superfície da 


esfera x? + 3? + 2º = 100 que está compreendida entre os planos 
paralelos r= —Sez=6. 


257. — Volumes obtidos por integração tripla. Em muitos 
casos o volume de um sólido limitado por superfícies, cujas equa- 
ções são dadas, pode ser calculado mediante três sucessiv 
grações, sendo o processo uma mera extensão do método empre- 
gado nos parágrafos precedentes deste capítulo (ver também $ 247). 








us inte- 


Suponhamos que o sólido em questão seja dividido por planos 
paralelos aos plauos coordenados em paralelepípedos retângulos 
tendo dimensões Az, Ay e Az. O volume de um destes paralele- 
pípedos é 

Az - Ay: Az 


e nós o escolhemos como elemento de volume, 


Somemos todos esses volumes que estejam contidos no interior 
do sólido R limitado pelas dadas superfícies, somando primeiro 
todos os elementos de uma coluna paralela a um dos eixos coorde- 
nados e somando depois todas as colunas que estejam numa faixa 
paralela a um dos planos covrdenados que contém o eixo coorde- 
nado acima mencionado e finalmente somando todas as faixas con- 
tidas no sólido em questão, ver figura na pág. seguinte. O volume 
V do sólido será o limite desta soma tripla quando Az, Ay c Àz 
tendem a zero, isto é, 


[65] V= lim dcAyAr, 
Ars) R 


Ayo0 
Az>o 


seado o somatório estendido a toda a região R ocupada pelo sólido. 
Este limite é indicado por 


di V= Ef FÊ Jk dedy dz. 
R 


Por extensão do princípio do $ 245, dizemos que (L) é a integral 
tripla da função j(7,%,2) = 1, extencida à região ft. 
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Muitos problemas requerem a integração de uma função de 
2, y e 2 sobre uma região R. Sej(z, wa é a função, indica-se 
essa operação por 


2) Wien araras, 
R 


a qual é, naturalmente, o limite de uma soma tripla análoga às 
somas duplas que já examinamos. Nos tratados mais avançados 
mostra-se que & integral tripla (2) é calculada por integrações suces- 
sivas, sendo os limites de integração obtidos de modo análogo ao 
usado para (L). 

Exemplos simples de (2) são as fórmulas para o centróide (7, 7, 2) 
(centro de gravidade) de um sólido homogêneo: 


ve Sff orando vo= ff use duãs Vi= 


= fcda duas. 


Estas fórmulas são obtidas raciocinando como no $ 249, usando 
momentos de volume. O centróide esta em todo plano de simetria 
para o sólido. 


Exemplo ilustrativo 1. Achar o volume da porção do elipsóide 
E 


2a 
Pis 
dtwtar! 


que está no primeiro oitante. 

Sorução. Seja OABC a porção do 
elipsóide cujo volume se quer. Ás equa- 
ções das superíícies limítrofes são 

“ 


2 4 2 
0 rr == ABO, 





(4 4 =0(=04B), 
65) y=0(= 040), 
to) ==0(=0BC). 


PQ é um elemento, sendo um dos parslelepípedos retangulares com dimen- 
sões Az, Ay é Az nos quais a região foi dividida por planos paralelos aos; 
planos coordenados. 
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Integrando primeiro em relação a z, somamos todas os elementos de ums 
E A 

coluna (como R$), sendo os limites, para 2, O (por (4))e TR = Y 1 S-E 
(por (3), resolvendo em relação a 2). 


Integrando depois em relação a y, somamos todas as colunas de uma faixa 





F 2 
(como DEMNGF), sendo O (por (5)) e MG = dy - E (pela equação da curva 


ao a 
AGB, precisamente, pela solução de = + E = 1 em relação a 4), os limites para 


y Finalmente, integrando em relação a x, somamos todas as faixas compreon- 
didas na região OABC, sendo, pois, O (por (6)) e OA = a os limites para 2. 


a E uça a 
Portanto A ADA E! 


= [".. xabe 
-BÍ (08 — at) do = SEE, 








Logo, o volume de todo o elipsóide é 47.0 





Exemplo ilustrativo 2. Achar o volume do sólido limitado pelas super- 
fícios 
(m c=s-2-ty, 
(8) c=32+iy. 


SoLução. As superfícies são os parabolóides elf- 
tiços da figura.  Eliminando z entre (7) e (8), achamos 


9 su rbyna, 
que é à equação do cilindro ABCD (ver figura) pas 


sendo pela curva interseção de (7) e (8) e cujas gera- 
trizes são paralelas a OZ. 





Temos 


(10) ral), 


2vEd pasta 
f dedy da. 
s2+is* 
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Obtém-se os limites como segue: integrando em relação a z, somamos os ele- 
mentos de volume dzdyds de uma coluna de base dz dy dêsde a superíície (8) até 
a superfície (7) (MP a MQ na figura). Os limites para z, são, pois, dados pelos 
segundos membros daquelas equações. Temos, assim, 


1 2v2(1-24 
an ves Fá (4-422-Iy)dyde. 
º o 


Os limites nesta integral dupla são os da região OAB, porção da área da 
base do cilindro (9) que está no primeiro quadrante. Desenvolvendo (11), acha- 


mos V = 4% V2 = 17,77 unidades cúbicas. Resp. 
O problema dado pode ser tal que a primeira integração deva ser feita em 


relação a z ou y e não em relação a z, como acima. Os limites devem então 
ser determinados de acôrdo com a análise precedente. 


258, —- Volumes, usando coordenadas cilíndricas. Em 
muitos problemas de integração o trabalho é simplificado com o uso 
das coordenadas cilíndricas (p, 0, ), definidas em (7), 8 4. As equa- 
ções em coordenadas cilíndricas das superfícies limítrofes podem mui- 
tas vezes ser obtidas diretamente das definições dessas superfícies. 
Em qualquer caso, se as superfícies são dadas por equações retan- 
gulares, podemos escreve-las em coordenadas cilíndricas, fazendo uso 
das substituições 


(1) r=pcos0, y=psenô. 


As coordenadas cilíndricas são particularmente úteis quando 
uma superfície limítrofe é de revolução. Realmente, a equação 
de uma tal superfície é, quando o eixo OZ é o de revolução, 
2 = f(p), isto é, neste caso não figura a coordenada 6. 


Volume sob uma superfície. Seja 
(2) 2= (0,8) 


a equação, em coordenadas cilíndricas, de uma superfície, como 
KL da figura. Queremos achar o volume do sólido limitado supe- 
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riormente por esta superfície, 

inferiormente pelo plano. 

X0Y e lateralmente pela 

perfície de um cilindro cuja 

seção reta pelo plano XOY é 

p a região S. Este cilindro in- 
tercepta sobre a superfício 
(2) à região 8”. 











Dividamos o sólido em 
Xclementos de volume como 
segue: decomponhamos S em 
elementos de área AA tra- 
cando semi-retas da origem 
O e arcos de circunferência, 

e s é com centro em O, como no 

$ 254. Pelas semi-retas e 

OZ tracemos planos, pelos arcos de círculo internos a 8, superfícies 

cilíndricas de revolução em tomo de OZ. Procedendo assim, divi- 

dimos o sólido em colunas como MANPQ, onde área MN = AA e 

MP = 2 O elemento de volume é então um prisma reto com hase 
4 e altura 20 Portunto 





m aV=2ãA. 


Pazendo-se à soma de todos os prismas (3) cujas bases são in- 
ternas à Se pass! 





ido depois esta soma ao limite quando o número 
s circulares cresce indeiinidamente de modo tal 
pre Ap=0 e 49=0, obtemos o volume V do sólido. Portanto 


de semiretas ed 





69) 





lim 355234. 
Ap>0 


Vamos mostrar agora que o limite (4) pode ser obtido com inte- 
a (confronte $ 2H). Para isto vamos achar o vo- 
uado de uma parte do sólido compreendido entre dois 
plinos radiais como ROZ e SOZ e depois tomar o limite da soma 
de tôdas es 

Seja DÉFG a seção do sólido no plano ROZ. Os valores de 2 
ao longo da curve GPF são dados por (2) quando 8 (= ângulo 
VOR) é mantido fixo, Xo plano ROZ tomemos Of « OZ como 














gração sucess 





lume apro 






partes, 








EFE RE ENESSSE E: 
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eixos retar. gulares e (p,2) como enordenadas. Seja (p,2) 6 ven- 
tróide da úrea DEFG. Então, por (2) e (8), 8 177, 


0E 0E 
Pp área DRPG = /. pedo= fo pF (o, MD dp 
oD oD 


O intervalo de integração é uma função de 8. 

Façamos a área DEFG girar em torno de OZ. Pelo $ 250, 0 
volume do sólido de revolução assim gerado é 27 Pp. área DEFG. 
Os planos ROZ e SOZ cortam uma parte deste sólido de yes 
cujo volume é AO 7 . área DEFG, pois ângulo ROS = As 
Portanto 


oR 
(5) so fo p F(p,0) dp 
op 






é igual, aproximadamente, ao volume da parte do sólido compre- 
endida entre os planos ROZ e S0Z. O limite da soma das partes 
(5) quando 48 >0 é o volume procurado. Tem-se pois 


B Ps 
(6) v= / É (9,8) o dp dê, 
« pm 


onde a = âng. XO4, É = âng.XOB, p=0D=[(0), pr=0E=$(0), 
valores a serem achados das equações polares das enrvas que lum 
tam S. 





O elemento da integral em (6), precisamente, 


F(p,8) p dp do = 2p dp db, 





pode ser tomado como volume de um prisma reto de a 
base de área p dp d9. Assim, AA em (3) é substituído p 
como no $ 254. 





Temos pois a fórmula* 


<M) v= Sfoáção= ff riooodioa 
s s 


* A ordem de integração é indiforante. Omitimos a demonstração. 
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para o cálculo do volume sob a superfície (2), sendo os limites 
obtidos como no $ 254 para o cálculo da área da região 8. 


De (M) e (4) podemos deduzir (2), 8 254. 


Exemplo ilustrativo 1. Mostrar que o volume do sólido limitado pelo 
elipsóido de revolução b? (2º +) + ata? = atb? e a superíície cilíndrica a? + 
+y!— az «= O é dado por 


[e 
Ed aco 8 
V= ESA Í VE pipapdo. 
o o 


Calcular esta integral. 


SoLução. Por (1), a equação, em 
coordenadas cilíndricas, do elipsóide 6 
b2p? pat = ab. Logo 


8 a=LvETA 





A equação polar do círculo a? +y?— F, 
— 4x = () no plano XY, limitando S é, 
por (1), 

(9) p=acosb. 
Para o semi-círculo os limites para p são zero é a cos 0, quando se mantém 
fixo 0, e para 6, zero e &m. Substituindo em (M) o valor de z dado por (8) 
e 06 limites acima, obtemos (7). Integrando, 


Ve E (87 — 4) = 1,206 0%. 


Volume por integração tripla. O elemento de volume AV 
será agora um elemento do prisma reto usado acima em (3), isto é, 
um prisma reto com base A4 e altura Àz. Decompõe-se o sólido 
em tais elementos mediante planos radiais e superfícies cilíndricas 
como no princípio dêste parágrafo, e mais planos paralelos ao plano 
X0Y à distância Az um do outro. Temos agora. 


(10) AV= AMA. 


Somando e tomando o limite da soma quando Az=50, Ap50 
e 48-50, temos 


(N) v= ff foasáças, 


pois A4 pode ser substituído por p Ap 49, como anteriormente. 
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tróide tornam-se pois 





As fórmulas (3) do 8 257 pura o « 


Vi = ff cosa ano, [7 fossa dp dO, 
vz- Hfecizanã, 


quando se usam coordenadas cilíndricas. 


Exemplo ilustrativo 2. Achar o volume do sólido limitado superior- 
mento pela esfera 


am) t+ += 


e interiormente pela superfície 
do parabolóide de revolução 


17) trye2e. 


SoLução. A figura mos 
tra a esfera e o parabolóide no 
primeiro oitante. À curva in- 
terseção AB está no plano 
2 =2. Sua projeção DE sobre 
o plano XOY é o círculo 


3) dryf=s. 


As equações em coorde- 
nadss cilíndricas são, por (1), 





(14) pê 42? = 8 (a esfera (11); 
(15) p? = 22 (o parabolóide (12) ): 
(16) p = 2 (o círeulo (13). 


Um elemento de área AA no círculo (16) está traçado em M (p, 8) na figura. 
Um elemento de volume AV está traçado em P (p, 8, 2). 


Temos, por (N), 


2 [2 (vB 
am Va ÇA f / p dz dp dê. 
o o 4? 


Obtém-se os limites como segue: integrando em relação a 2 (mantendo fixos 
p e 6), somamos os elementos de volume (10) de uma coluna da superííeio (15) 
até à superifcie (14) (MP> a MPj na figura). De (15) vem 2 = MPa =3 pº; 
de (14), e = MP; =V8-p?. Estes são os limites para 2. Os limites para 
p e O são os relativos à área do círculo (16). Integrando em relação a p someamos 
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as colunas da faixa compreendida entre o plano passando por 0Z e OM e o 
plano passando por 0Z e ON. A última integração soma estas faixos. 
istegrando em (17), 


Y =S16v2-7 =181. Resp. 
'Xos problemas seguintes, as fórmulas (M) e (N) devem ser usa- 
das quando as equações das superfícies limítrofes estão em coorde- 


nadas cilíndricas. Se as equações em coordenadas retangulares fo- 


rem necessárias para o traçado da figura, elas podem ser obtidas 
com as transformações 


(18) p=7+y, O =arctgã, 


às quais pode-se acrescentar 


(19) 





PROBLEMAS 


1. Achar o volume do sólido limitado superiormente pela gu- 
nerfície x? + z = 4, inferiormente pelo plano « + z = 2 e compre- 
enúido entre os planos y = 0, y = 3. 


3 (2 pas 
Res. V -f ça f dzdzdy = 18) 
o Joida-s 


2. Desenvolva o Exemplo Ilustrativo 2, $ 247, usando coor- 
&m (2acad p 3 
denadas cilíndricas. Resp. V= af Sá a dp dê = % mo. 
o do 


3. Achar o volume do sólido limitado superiormente pelo cilin- 
droz = 4 — x? e inferiormente pelo parabolóide elítico z = 32º + y?. 


Lopaviia pas 
Resp. va ff f. dedydr = 47. 
o Jo ay 


4. Dois planos encontram-se sobre uma reta que contém o 
diâmetro de uma esfera de raio a. Sabendo que os planos formam 
um ângulo de a radianos, achar o volume da eunha esférica com- 
preendida entre os planos, usando coordenadas cilíndricas. 


2 
Resp. que. 
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5. Achar o volume abaixo do plano z = x e acima do para- 
bolóide elítico z = x? + y?. 


6. Resolva o problema 5 usando coordenadas cilíndricas. 
àr fosê fpesb 
Resp. r=2 |, f Í pdzdp do = jm 
o o ” 
7. Achar o volume limitado pela Nes pr 2 = ae con 
tido no cilindro p = a cos6. Resp. + Êo (= — 3. 


8. Achar o volume acima de z = 0, abaixo do cone 2? = v?-+y? 
e contido no cilindro xº -+- y? = 2 az, usando coordenadas cilíndricas 


32 
Resp. 7 a, 
9. Achar o volume do sólido limitado por z = x 4 le 22 = 
=v+y. Resp. ér. 


10. No problema 3, mostrar que a integração em relação à z 
dá (sem integração ulterior) V = 44 — 41,—L, onde 4 é à área 
da elipso 41º 4+ y? = 4e 1, e Ly são momentos de inércia desta elipse 
(dados em (E), 8 252). 

1t. Achar o volume abaixo do plano 22 = 4 + p cos6, acima 


de z = 0 e contido no cilindro p = 2 cosô. Resp. 5 P 
12. Um sólido é limitado pelo parabolóide de revolução az = 
=pº?eo planoz=c. Achar o centróide. Resp. (0,0, 5 o). 


13, Um sólido é limitado pelo hiperboltide 22? — a? = p*e a 
fôlha superior do cone 2? = 29º. Achar o volume. 


14., Achar o centróide do sólido do Problema 13. 


Resp. (0,0,5 Fa(v7+ 1). 


15. Achar o centróide do sólido do Problema 1. 
1312 
Resp. (7,3 3 
16. Achar o centróide do sólido do Problema 2. 
Resp. (Ga,0 Fo) 
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17. Achar o centróide do sólido do Problema 8. 


18. Achar o volume do sólido limitado inferiormente por 2 = 0, 

superiormente pelo cone z=a — p e lateralmente por p = a cosô, 
Resp. Sa!(97 — 16) 

19. Achar o centróide do sólido do problema precedente. 

20. Achar o volume do sólido abaixo da superfície esférica p?+ 
+ 2 = 25 e acima da fôlha superior da superfície cônica 2 = p + 1. 

21. Confronte os Exemplos Ilustrativos 3, $ 165€ 1, 8 257,€ 
deduza (N), 8 165, de (L), $ 257. 

22. Deduza a fórmula (2), $ 178, da primeira fórmula (3), 
$ 257. 


OUTROS PROBLEMAS 


1. Achar o volume do sólido limitado superiormente por p?-+ 
+2! = r?, inferiormente pelo cone z = p ctg + e compreendido entre 
os planos O = 8, 6 = 8 + Af, sendo & e 8 ângulos agudos. (O só- 
lido é parte de uma cunha esférica, como OSQN na figura do $ 222 
quando se trace 00). 

Resp. E AB(1 - cosd). 

2 Achar (sem integração) o volume limitado pela esfera p? + 
+2!=rº, os cones z= petgy, 2 = petg(p + AP) e os planos 
8=8,6=8+ 48, usando o resultado do problema precedente. 
(O sólido é como OP, RQS na figura do $ 222 quando OR e oq 
sejam traçadas). Resp. 5 1º ABsen(p + 3 Ad) send Ap. 


5. Achar (sem integração) o volume limitado por z = pctg , 
z=petg(b+ 46), 0-8, 0=8+4 48, e compreendido entre 
as esferas p? + 2º = 72, p?+2? = (r+ Ar), usando a resposta do 
Problema 2. 

Resp. 248 Arsen(d +3 AG) sen3 Agp(r? + rAr+S Ar) 





raios OP,, OR, 0Q, OS de uma distância Ar até Pv, R',Q', S' sôbre 
a esfera p? + 2! = (r + Ar)? Os cones interceptam esta esfera nos 
arcos circulares P/ R' e Q'S' e os planos nos arcos de círculo máxi- 
mo Py/S', R'Q'. O sólido tem os vértices PiRQS — PY'R'Q'S). 

4. O sólido do Problema 3 é o elemento de volume AV quando 
se usam coordenadas esféricas (8), $ 4. Substitua 8 por 9. Então 
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um vórtice P de AV tem as coordenadas esféricas (r, ,8). Prove, 
pelo Problema 3, que 
' AV 
im ençaragão “» 
180 
Ago 


Portanto AV difere de r?sen é Ar A6 AS por um infinitésimo de 
ordem superior ($ 99). 

5. No sólido do problema precedente prove que as arestas de 
AV que se encontram num vértice são perpendiculares e que 08 
comprimentos das que se cortam em (r, 4,0) são, respectivamente, 
Ar, rAP, r sen qAO. 

6. Descreva os três sistemas de superfícies (esferas, cones, 
planos) que devem ser traçados para dividir um sólido R em ele- 
mentos de volume AV (Problema 4) quando se usam coordenadas 
esféricas. Seja (r, $,6) um ponto de AV. Temos 


pi zerar ff F(r, 4,0) 1º sen à dr dé do. 
free) 


No primeiro membro, AV pode ser substituído por 
rtsen É Ar Ag AO (ver Problema 4), isto é, pelo produto das três 
arestas mencionadas no Problema 5. O segundo membro é calculado 
por integração sucessiva. (Omite-se a demonstração). 


7. Calculo a integral do problema precedente se F (r, &, 8) = 
eRéaeserar=2acosó, isto é, 2! +y+?=2az. 


2, tr 2a 008 & 8 
Resp. f Í f msenqpdrdpdo = rat. 
o Jo 


8. Calcule a integral do Problema 6 se F (r, 6,8) = 1? cos é 
e Réa região r =2aco 4. Resp. Sera. 





CaríruLo XXVI 


CURVAS DE REFERÊNCIA 


Para a comodidade do leitor damos neste capítulo algumas das 
curvas mais comuns usadas no texto. 


Panínora CúnicA Panánora SEMICÚRICA 
, 


E 








i 7 = qu yº = ar, 





À Versirra DE AGNESI A Cissórmu pk DrocLES 


x 





ey= 4a. 








CURVAS DE REFERÊNCIA 6 


A LeMNiscatA DE BERNOULLIL A Concnôrbe Dx NICOMEDES 








o(a? — y. ap = (y Ha q). 
p? = atcos20. (Na figura, b > a). 


(22 + 4)? 


Crcróime, Caso OuntsÁário Cica, Véntica Na OmGEM 








L=qarevers E ro are vers e + Bay y 





ju = a(o — send), ju=a(ó-r sent), 
ly =a(1 — cos0). Iy=a(i- cos6). 

CarenxÁRIA PauáboLA 

o | 
q Ê 
td 
a 
" x 
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HrrocrcLórme DE Quatro Cúsrivas EvoLura DA ELIPSE 


(AsTRÓIDE) 

t 
a + A = o. (asjã + (ja = = (at bia. 
x =acos60, z=acosb, 
y=asen'). v = bsen'ô. 

CarpióiDE Forum DE DESCARTES 
y) 
Pt+ytra=avr+y. 2+y-—3azy =0. 
p=a(l-— cos). 

SENóIDE CosseNÓIDA 





y=senz, y = cosz. 
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LimaçonN EsrroróIDE 











i 
| p=b-—acosd. p= netr 
| (Na figura, b < 4). 
EsPIRAL DE ARCEIMEDES EspiraL LOGARÍTMICA 
Y 
' -, 
A 
p= ab p=eº,ou 
' E log p = 08. 
EspiraL HiPERBÓLICA Lrruus 
X 
pô =a. 930 = a? 
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FeprraL PARABÓIICA Curva LocaRíTMICA 


mma, 


ad x Y| 
—2 9 é 
Nes -Df-— —p— 
di 









(o— 0) = tod. y = loga, 
Curva Fixronencrar Curva DAS PROBABILIDADES 
Y 
v=e v=e*, 
Curva SeCANTE TANGENTÓIDE 


Y 


i 
1 
] 
x ig ! til 


laz==—5" 





DN 


y=s7. 
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Rosa pe Três FoLHas Rosa ne Três FoLHas 





p=asm36, p=acos30. 
Rosa DE Quatro FOLHAS Rosa pr Quarko FoLHaS 
Fis 





p=asen28. p=acos26. 


Rosa DE Duas FoLHas Rosa DE Oito FOLHAS 





p=asen4s. 


pº=*sen20. 
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PARÁBOLA HrrérBOLE EQUILÁTERA 
Y| 
jo x 
= q sect EA =a 
p 7" m=a. 
InvoLura pe Um CÍRCULO TRATÓRIA 


Yj 





= a seohi E — va 7h 


z=rcos8 +r9senb, 
v=rsenô — rêcosô. 


t 
s=t-atgho, 


t 
v=asech-—. 


CaríruLo XXVII 


TABELA DE INTEGRAIS 


Algumas integrais imediatas 


1 faw=frou-sa+ro 
à fada fan 
s fauedados p= fina fare favs 


ut 
ja fon (nx —1) 


5 du mu+c. 
“ 





] Funções racionais contendo a + bu 


| Ver também as fórmulas de redução das binomiais 96 104. 


E Ma + but = 
e fo+bi du bn + +0. (nz — 1) 


du 1 
7. SS ss In(a + du) + €. 


udu 1 
8. DR =jlotbu-aln(a+ by + O 











af ES = FU otro torto (att. 
cudu E ra +n(o+ ty J+€ 
art di lata 1 lote gro 
ul du 1 
das efetm E 2am(a+ to |+C 


est 
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udu 1 a E 
de cs dl iate] re. 


du e Nado arbu 
13. Sao A n(nie )re. 
du RE 5 a+bu 
Me Saéios Er du(st ) e 
du 1 Lo fatbu 
Ee Sactiz” a(a + du) -Em( “ )re. 


Funções racionais contendo q? + bu? 








du 1 bu 
16. Sata retiro. 








du 1 a+bu 
1. Fm” ante a) +C. (a? > biu3) 
du E 
bulas E E =") +. (a? < bu?) 


18. Sem + bu? du = ED +0. (n2 —1) 


it o 2 + but 
19. Ss do (o bu) +40. 





2» f ur du uma 
“Ja bupo +b(m-2p+1) (d+ blur 








e(m—1) um dy 
+b(m-29 + ) (0424 bu” 
as = um du um 
E (a2 + Up É Pap — 1) (0º + blur? 
m—2p+3 um du 





| 2ep-D ) (dabujo” 
du l u 
22 |[- = 
J; (0? + by) 2a? n(E 0) Ro 


sã f du no 1 
ue (a Diu O ai(m— Duma + o 


+bi(m+2p—3) 
atm 1) Sa ma = E bruno o 
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já / du E 1 
“Jia duro” 2ui(p— Dum (dia but 
m+ du 
Toco D) usa bip 





Funções racionais contendo vVa+ bu 


A integração pode ser conduzida à integração do uma função 
racional mediante a substituição a +bu =v?. Ver também as 
fórmulas de redução das binomiais 96-— 104. 


es. fu Via = - 200 BD tm, q 








15b2 
A z 
26. VE De die 2(80*—12a 12 abu-15 bu?) (aeb)? +0. 
dB 05b 
ST Zu” (a + bu)? bot 
27. [Jurvatbudu = vêm + 
2am DO Ria ve 
“amam! “xa + du du. 
u du 2a rt) va+du 
28. —me— =s c. 
Va+bu 3b ES 
utdu UA — tabu +36) a riu , q 
va rd + bu 156 





Va bEm+D dEQmAD) vVardu 

die BE In vatiu- va 

E uva +bu A Vuthu+ va 

EA SAE Este te arte + €, para a<0 
Mata 

am— Dum 

vm 3) 


“2a(m—D 


a du du TT du 
34. + ———— =2 b Apetite 4 
JF 5 MRE ita [q 


E umdu Zur n/a + bu 2 am uma du 





2) pura a> 0. 
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E 
e pra a (a + du)* 
. w “CC a(m-Dum 


— dQm-s Va + bu du 
Z2a(m— 1) um E 
Funções racionais contendo wu + a? 


Neste grupo de fórmulas podemos substituir 
In (u + /u? + a?) por senh- E ' 


In (u + 4/u? — a?) por cosh! = ç 
In(S+ Vê tam por senti 2, 
“uu “ 
36. Ko + 0%) du = > Vura + Ea ln (u+ Vuta)+0. 
n 
2 u(u + ay)? 
57. Surs o? du = rr RS + 
na? 3a - 
+22 fear du(n x — 1) 


(uia! 
n+2 


2a 
a ES sai o 
59. fx (w+a?) AI 


58, Su + a)! du= +0. (nx —2) 


EM) (mta 
nm EL ur (wi + 0%)? du, 


d 
40. Sets =In(ut+vura)+C. 


du “ 
a fes =—tl+0 
(ut + ar +avuta 


A 
udu (2 +08] so 


LC. 
(us ato d= 
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uidu u a. + A 
43 Ss = q VU + 5 In (u + Vutba?) +0. 











a [ido MA put VU) +O. 
(ut + ant vu +a 
Era Ff u” du s um as 
(Uta) (m-on+D(+ ay 
Caem / urtdu 
m—n+l (ant 


um du uma 
46 ÇA = — 
1 


ida) da(n- 2 (8 da)” 

















omon+3 u” du 
= 0t(n-2) (ut + ai 
du ns srvitte) 
fls Erros Em “ REA 
du 1 “ 
48. Sa ao q Are sec q +0. 
du Vusa 
so: e (uê + a?) 22 uau +0. 
du Es vVuú+a 1 (+ vote) 
o Saeco CT 2Zaw +ag a u +€. 
du, Vw a? 1 “ 
da E (ui —ap” Za Tao is: 
EA al dt 1 — 
ur (u? + a?)3 +aXm— Dum (ul + agr 
omtnr-3 du 
=a(m—i) ur (ut + at 





E Fá du e 1 + 
1 


uuicant Leo Dur (ia ad 
m+n—3 du 


E 





Ea 
um (u? + a)? 


= [aa vero au (EVEES e 
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E Ru Eva: 


2 2 
caidu DO E “0. 


u 
a —asresec— + C, 
q 


(ur at n 


a e(m— Dum 








— = n=8 [Qt dcotd da 
dem — 1) é 
a 
sê Je +ajidu (ta? yr 
o tuo m+ juri 


Han fe: + agi tu 
+a -m+1 


Funções racionais contendo q — wu 


e 2 
59. fe — uy du = 5 Ma uê + e = sen = +C. 


Ê 
aus BS ut — uã 
60. fo = ut qu= + te Reid + 


- vei es — ui “da (nz8 1) 


61. Ju (a? = uÊ du = — 





(nx — 2 
Am — 1 E Es 
Ps urs (02 — u2) du, 
du “ 
63, Sa To qi aresoa | + c. 
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u? du 


DE INTEGRAIS 687 














cctpsa re da 
66. (ED um 2 Vau + a xe sem o + c. 
2d; 
67. = = = =— aresn + O. 
(aê — us? Vau a 
urdu ue 
68. e = 
(tuto (mon+D( us? 
am — 1) ur? du 
m-n+I1 (a? 
qà — 
ur du ums 








S 


(a? — wo? aAn — 2) (aii 





m=—n+ 





du 1 
fede Sue Tupo a” 

















n Sé = 
o rr 
du 2 MR 1, VE qu 
2 Jwl-u)  Zolul 20 ja “ T 
CER) 
73 f du ne A + 
ur (02 — vu)? am — 1) um (a? — us)? 
mtn—3 
+ am — D, 


du 








af 


E 
um(a — wu)? 





du 
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Fal = 4 ma V — uy? 
75 J fot ui dá ao dus VET -am (+ E roc- 
= Votado, 


2 — uni du 5 uê 
16. ft o = — Mo —aresn É + 


“ 











7% pá (a? e = atoa! 


am — =. uma 


78 Ses = ne) du ERR ( Sms uni 
um (n—m+ um 


an 1 
ta Sur du 
n>-m+1 ag Se 


Funções racionais contendo V2au+u 


As fórraulas de redução das binomiais 96-104 podem ser apli 
cadas pondo-se: V2 au = wi = ul (2a + ul. 





+ 





0. [Taio iê du = 3 Za + 
2 
+Pares(1- U)pc. 
E 304 +au-—Iu? 
EM di ida eg o V2au— wu + 
a u 
RE 


LD vi di = Gm 


peCn O Om di 
m+2 
82 fed rua amcom(1- 2) ro. 


TABELA DE INTEGRAIS 689 





fra 2VZauDê 
83. Pê Eis 7 ELI 2v3eu-au -arecos(1 4) rc. 
u u a 
2 


ai = ut 
mf Zau—widu |  (Qaucudi 


ué Jau 








RE 3 
E V2uu— uldu (Qau— ud? 
85. ZE 


Cam 
+ m-—3 2 au — ut du 
a(2m — 3) um ! 





86. 

fr 

o [sé 
á VZautu 


8a. fewvameia= fre-o V 


unde z=u+a. 





=n(uta+VZupu)+o. 








q?) de, 


udu m—— u 
8 | —-—">-—= = V2au-u' + aarecos (1 =— “) +C. 
VZau—u a 





o. / === 
V2au— ut 2 
sat 
+ 3 arecos(1 - 2) +€. 


2 a 


udu ut 3) Vau | 


ur du um i/2Zau — 
91. == = — 
N2au— u? id 

















oo 
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du u—a 
94, / ,= = + €. 
E Su EE 
Cau wu)? a v2ou— u , 





as Tê u du u 
5. —— — = ——es. k 
aNv2au — ! 


E 
(Zau— wu)? 





























k 
Fórmulas de redução das binomiais t 
: , Cume(a dp 
96. fa (a + bidu= em + TD 
alm—q+1) nai 
“hp EmE um(a + bu) du : 
a e umsi(a + bu)? 
97. fu (a + bu) du = EEE 
— PO. a 1 ; 
a Su (a + bunrtdu. ' 
vã f du E, 1 es 
“Ju tarbu)p Ca(n> Durt(a + bu)! 
-dim-go+r 1) du 
a(m-— 1) ursa(a + bu)?” + 
. ( 
du 1 
aee Sa + bar O apo Due (a + ud + 
pnostw-l Th du | 
ag(p— 1) um(a + bum | 
du 1 u” 
190. Saio ani) +e. | 
f (a + du)? du ta + bug 
101. =— = 
um a(m— Dur 
dm-g-n—D flat tur du : 
e(m-— 1) um E - 





toa fe +bupdu (a +bweyp : 
É ur Ce m+ Dum 


; apg ê (e + bu du 
“pq m+1 ET ã 
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é undu um " 
10% | tou O Dim po + (a + bujri 
o alm—qg +) uma du. 
dbim-p+DJ (a + du” 
108. Eat E 





ta +duj “aatp— DG Thu 
-mtocmtt furto ur da 
ag(p— 1) (a + durpr!” 


Funções contendo q + bu + cu'(c > 0) 


A expressão a + bu + cu? pode ser reduzida a uma binomial, 














» be— 
pondo u=2- pr th= Ta 
Então atbu+rcu=e(g— k). 
A expressão a + bu — cu? pode ser reduzida a uma binomial 
b bitáac 
pondo u=ztaçh= Sa 
Então a+rbu—cu =c(k-— 23). 
du 2 Ze +d 
165 (phrase Erpes iio (vãs =) + 


+ €, quando b? < 4 ac. 








106. f; (Pet vio o) c, 
E Flu aê -Z Tac Po quibr Dio dao ” 
| quando b? > 4 ac. 
nf du BN 1 m Vicháatâeu-+) q 
"Jatbu-cul  birgao Nybipáac-2 cur 








(MutN)du  +M 
308, / Mud N) da = Sola (a + du cu?) + 


bM 
+(n=5 éra 
109, / 05 Tua du = ELO Varios 
- Pd out +2VEVa riem +C. 


8cr 


es 
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id —s: 

qa x E Leu—b 

no f vã + im eu dim = E Na + bu en + 
é 


Uttar o : )+e 
ge Visitar 
se 








: “An (Benhur rey +( 
e 


7 
tis = 
Pas +e Ea 
( Zeno b ) 
vb + tu. 


du 
12. Vime im o 
Va + bu — cu” 
? uda 


ED = 
Vu + bu + en 


a 











meu 


TER = 
Vau - eu 





deny 
E vem neto fo 
isa lã a) + 








- (+ area Al”, GC 


ne fly Trqu=— Vi uitaresmedo 


-u 


po 
no f a. att .= Zavesen 4 E +€. 
“Que — a) (b 0) b—a 
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Funções exponenciais e logarítmicas 


em 
120, ersdu=>-+C. 
a 


(au D+C. 
fe * furena 
a a 
a bos du = CML RO fonte da 4 
124. fu be du= a se beedu + €. 
E bu du beu 
ns fts Enc “une t 
126. finada=uma-are 
In 1 
E = um as 
127, fusinud ut [Es mr 
iii ip Pe a 
128. fe Intudu = EE “ fam udu. 
ou 
+ 129. festmuda = ie fa 


du 
130. Se nn +c. 


Funções trigonométricas 


























Nas funções contendo tg u, ctg u, secu, cossecu, que não fi- 
guram abaixo, use primeiro as relações 








sen “ cos u 1 
tgu= + ctgu= » secu= , 
cos u sen cos“ 
cossec u = z 
po sen u 


IR frnudu =-— cosu+C. 


132. Sessua = senu+C. 
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133. Sina —Incosu+C=Inseu=C. 


134. Sema =Insenu+C. 


Seoua= f du =In(secutrtgw)+C= 
cosu 


-me(E+5)+c. 





13. 


& 


136. S comes udu = sd = In (cossecu — ctg u) + O = 
sen u 
u 
=Intg o +0. 


157, Seernau=wu+o. 
138, S cosas u du =-— ctgu+Co. 
139, S scoutauda = seu+o. 


140, Ícones uctgudu = -— cossecu +C. 














141, Ssentudu=pu-tenzuro. 


142 Seosuau=urtonzu+o. 





cosri 
143. S cossusen ud = -Si + C. 
sentia 
144. W du =—"—— . 
Som ucosu du nFI +€. 
ê sen (m + n)u 
145, =—E Tm 
5 Som mu sen nu du 2(m +n) + 


sen (m — n) 4 
+oamon TO 
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sen (m + nu, 
2(m+n) 


sen(m — n)u 


146. SÍ cosmaucos nu du = + 


Raro. 

147. SÍ sen mu cos mu du = — Sair in 
Bei 
148. fria = 2eoser aure te (gd otgbu) + O. 


du a i+tgjatgdu jeeta) 
0, [a atm ( tt? —tgiatgsu +0 


(tg! 5 u < ctg? a) 
= 2cossecatgh! (tgbatgiu) + 0 
(tg?ku < ctg? da). 
du 
150. Sire 2 cossec a arc tg (cossec a tg 3 u + 
+etgo) +C. 


du o ga-isiu- meo) 
As. if cos a + sen 4 esto atn((ES tgju+seca pe: 
[ctg a tg% u + cossec a)? < 1] 
=—2 cossec a tgh”! (ctg a tg 3 u-+ cossec a) + C 
((ctg à tg 3 u + cossec a)? < 1] 


du = a) 
o Sadie paro ta Pe bue 


xml nu — N COS NU, 
Te Je sen nu du — Ele sen mu — neosmu) | q 
a +n* 





— es(nsennu + acosnu) 
154. Je cos nu du = PER +€. 


155. fusnuau= senu— ucosu + €. 


156. Sucosuau = cosutusenu+C. 
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Í Fórmulas de redução trigonométricas 


senTiucosu | n— ' 
157. Som udu=-""— + S sem u du. 


n n 
cos” 
158. Sos udu = = S comes uda. 
































du cosu -=2 
159. =-; — +" is a 
sen” u (n-Dsenriu “n—1 sen"! yu 
| 
du sen 4 n—2 du 
| 160. = + ERR 
cos*u (n—-lcosiu n—l cos"? u 
cos”! u sentt! q 
161, cos? u sen” u du = ——— o — 
Y f ó m+n E 
m=>1 
——— | cos"?usen'udu. 
mn 
sen"! u cosmo! u 
| 162, Sessrusem dum =" — + 
| m+mn 
| ii cos” u sen"? u du. 
Ea u. 
| m+mn 





163. / du = À + 
a costusentu  (m-— 1)sen“tucosmiu 


























m+n du 
maca fode 
m cos? 4 sen” u 
du 1 
164, f = — + 
| cos” u sen” u (n — 1) sen"! yu cost tu 
mtn-2 du 
| + ntrcê (o 
n-—1 cos” u sen! 
| cos? u du RH a 
| 165. [S = — sou 
sen" u (n—1) sen"! u ] 
n+2 / cos” u du 
n-—1 sentty 
cos” u du a a m=>1 cos? u du 
166 f = — SO + 
sen" u (m—-n)sentiu m—n sen” 4 
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sen” u du sen"tlu 
167. f —— o = 





costu  (m-ljcostiu a 
com? [ smtude 
m-l cost? u * 
nr pa 
168, [Se udu sent! u + 
cos” (n — m) cosm lu 
n—1 sen"? u du 
+ n—m cos” u 





tg" u f é 
n = = a) 
169. Se u du EA tg”? u du. 


no. fotgrudu =— SEDE fonaudu. 


ou = 
iai Sfescosuaas coprtu(a cosu-+nsemu) | 





a! nº 
=1 
EA e cos"? u du. 
e sen" tu (a sen u—n cos u) 
nz f est set u du o CltT Tu (o nun c0em) 
MD ( rasga 
+ ai ai e: sen"? u du. 
uma : 
nz. um cos au du = A (au sen au + m cos au) — 
Mim =D [rms cos au du. 
a 





um 
174. u” sen au du = Er) (m sen au — qu cos au) — 
pp E fue sen au du. 
E 
Funções trigonométricas inversas 
175. S ascsm uau =usrcsenutvi—-u+C. 
Né. Ssrscosuda =uarecosu— VI —-uw+C. 





= o 
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7. farcigudu = uarcigu- VTC, 
178. Sasscguda = usengut vi TEC. 


179. f axeseoudu = uareseou — In (u + 7 D+. 


= uarcsecu — coshlu +C. 


180. SÍ ace conse u du aro coseo u + Im (u + 7 = D+o 
= u arc cossec u + coshtu + C. 


Funções hiperbólicas 
181. S sentudu =coshu +C. 
182. Scostuau =senhu+C. 
183. Sstudu =Incoshu +. 
184. Scteduu = Insenhu + €. 
185, S sesta da =arctg(senhu +C=gdu+C. 
186. S cosséch u du =Intghku+c. 
187. Sesau =tghu+C. 
188, S cossechu au =-—ctghu+C. 
189, Sotutgtuda = — sechu + C. 
190. S consech uctghudu = — cossechu +C. 
191. S senttudu= tomou pure. 


192, Scosttudu = Ismh2u+pu+ e, 
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195. frtuascu tuto. 


194, Sotmstudu= uu cimnuto. 

195, S usent du = ucoshu — conhu to 

196, Sucoshudu = usenhu — coshu +. 

197. Ssmiriuau= usenhtiu— VTFW+C. 
198. SJ osiciuda u costa — VW-1+40. 
199. Srtudu = utirtu ta a + O. 
200. Seiicrua = ucigtu td (L-u)+C. 


201. Seartuas = = usechtu + gd (tgh"! u) + O = 


= usechtu+aresenu+C. 


202. S cosectr: u du = u eschrtu + cossech'!u + C. 


senh(m +n)u 

2(m +) 

senh (m — n) 4 

“ 2m-n) + (mzn) 
senh(m nu 
2(m-+n) 

senh(m— mu 
+oqmio +e(nzn) 
cosh(m +n)u 
2(m + n) 


cosh (m — n) ai ( 
+55 2(m=— +C.lm 22) 


203. / senh mu senh nu du = 
204. / cosh mu cosh nu du = 


205. É senh mu cosh nu du = 


is dé 
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206 Sh ns = 2cossech atgh-! (tghbutghnla) + €. 
Ee e + TE a ndo Rita o 











du ; , 
207. Sd E CORO. 2ecssecanrcts(ighdutgla +C. 


=2cossecatgh (tghbutgiha) + € 





(tgh2u <ctglhoa) 
“(e senh nu — n cosh nu) 





208. Se senh nu du = 


210. fe cosh nu du = RÃ 4, 


+€. 
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